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PRESENTACIÓN 


La exposición sistemática y rigurosa del Cálculo infinitesi- 
mal en jor;za de Cours d'Analyse, realizada por CAUCHY para 
PEcole Polytechniqüs, dió la pauta a varias generaciones de 
mutemáticos franceses para ¿és aarzar en torno a sus lecciones, 
dadas en diversos centros de enseñanza superior, esenciales am- 
pliaciones que CONWertian sus cursos en tratados, MÉRAY, JOR- 
DAN, HUMBERT, GOURSAT, HADAMARD, VALIRON... han prose- 
guido dignamente la tradición de CAUOHY, como su egregio co- 
lega DE LA VALLÉE POUssiN, influyendo con hondura en la 
culturd Mutemática de la Europa continental y de las Américas. 
En Alemania fué el gran tratado de JORDAN el texto universi- 
tario clásico, hasta que lo sustituyeron los de KOWALEWSKI y 
VON MANGOLDT, y en Italia fueron apareciendo excelentes tra- 
tados de DINI, LEVI, PICONE, SEVERI... Antes de estos últimos, 
habla realizado GARCÍA DE GALDEANO el épico esfuerzo de pu- 
blicar en castellano su ingente obra enciclopédica, con ambi- 
cioso plan muy 8uperior a sus insuficientes fuerzas, despropor- 
ción que Yeulzo su mérito. También es meritorio el esfuerzo del 
distinguido profesor peruano LOSADA Y PUGA al publicar su obra 
en tres voluminosos tomos (1945-47-54). Finalmente, como co- 
ronación de varios libros del firmante, publicados en las últimas 
décudas (1916-56), donde se han formado varias generaciones 
de estudiosos hispánicos, muy a fondo ampliados y perfeccio- 
nados por dos competentes colaboradores, prosigue su publica- 
ción con este volumen Il (al que pronto seguirá el último), este 
Tratado de Análisis clásico, organizado desde un punto de vista 
moderno, con la pretensión de servir no sólo de exposición di- 
dáctica, sino también de obra de consulta a los estudiosos his- 
pano-parlantes, que en él-encontrarán lógicamente organizados 
multitud de conocimientos cuya búsqueda en numerosos libros 
extranjeros (puntualmente citados en minuciosas reseñas bi- 
bliográficas) exigirían gran esfuerzo en el lector. 

Precisamente para satisfacer mejor a estas pretensiones, 
que suelen dejar de lado los grandes tratados de otros países, 
donde cada finalidad tiene su libro adecuado, hemos abando- 
nado, el primer plan de condensar el abundante material en dos 
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volúmenes; y gracias a la favorable disposición de la Editorial 
Kapclusz, estimulada por la excelente acogida que el público de 
ulivma español dispensó al volumen I, hemos podido librarnos 
de esta traba, desarrollando con holgura, y por ende con mayor 
claridad, las más acreditadas teorías clásicas, con orientación 
actual, 

No se arredre el lector ante la imponente mole; pues la 
preocupación didáctica preside toda la obra, y la muy elaborada 
ordenación facilitará la digestión gradual del abundante conte- 
nido, Sin claudicaciones de rigor, ni escamoteos de dificultades, 
éstas han sido relegadas, como en el volumen I, en algunos ca- 
sos a los párrafos complementarios, impresos en tipo menor, 
para que el principiante salte por ellos, sin desviarse del czuce 
de los conceptos fundamentales, por las acen as secundarias 
en segunda lectura, muchas de estas insgresiones que le pare- 
clan oscuras y tediosas, le Derfilarán más nítidamente el torso 
conceptual del Andlisis, como las costillas precisan y delimitan 
la columna dorsal. 

Confían los autores en que el abundante material —ausente 
o escaso en muchos tratados— de notas aclaratorias, ejemplos 
explicados y ejercicios resueltos, permitirá a profesores y alum- 
nos sacar el máximo fruto de la obra; no para aprender todo 
su contenido —frase que sólo tendría sentido púra un epíto: 
me—; pero sí para entenderla y manejarla, extrayendo de ella 


pdas cursos orientados hacia la misma meta por senderos di- 
erentes. 


J. REY PASTOR. 


Madrid, enero de 1957. 


CONTENIDO DEL VOLUMEN ll 


En el plan de la obra incluído en el volumen I se expuso su finalidad 
y estructura; ahora nos remitimos sólo a señalar alguna particularidad 
que creemos importante en el desarrollo, enfoque o carácter de los temas 
tratados en este volumen, pues el índice general inicial da también el pro- 
grama ordenado de todos ellos. 

La geometría lineal y cuadrática del capítulo XVII se trata con mé- 
todo vectorial, cuyo valor sintético queda patente al comprobar que con 
él muchos problemas del plano y del espacio son idénticos. Siguiendo la ten- 
dencia moderna, creemos con BIEBERBACH que el método vectorial es más 
que un sistema estenográfico, pues su ventaja es preponderantemente con- 
ceptual y especialmente adecuada a la intuición geométrica. 

Con preocupación didáctica de ir siempre de lo sencillo a lo compli- 
cado, de lo particular a lo general, de lo concreto a lo abstracto, tratamos 
inicialmente el álgebra vectorial en forma geométricamente intuitiva, aun- 
que en las notas intermedias van señalándose los conceptos y proposiciones 
que estructuran una teoría axiomática general, cuyo esbozo y trascenden- 
cía se pergeña en las notas de fin de capítulo. Se abrevia la exposición 
del álgebra lineal incluyendo en los ejercicios muchos teoremas sencillos 
con demostración resumida en las respuestas al fin del volumen, En la 
impresión es cómodo el uso de caracteres en negrita, a sustituir en la pi- 
zarra por un sobrerrayado. 

Damos a las transformaciones lineales y al conexo concepto de matriz 
toda la importancia que ha adquirido en la matemática pura, aplicada e 
incluso ingenieril. Al final del parágrafo queda expuesta la `sistematiza- 
ción que se obtiene por el estudio de los grupos de transformaciones linea- 
les según el programa de Erlangen. 

Un estudio resumido de: las cuádricas trata de obviar deficiencias de 
preparación que dificultan luego la comprensión de su empleo en cuestio- 
nes superiores y en la ejemplificación de la teoría de las funciones de 
varias variables. ` 

La introducción del concepto de tensor doble como función vectorial 
lineal homogénea de la dirección, con significado fisico obvio, facilita mu- 
cho la comprensión del álgebra tensorial y de su tratamiento abstracto, 
también incluido. En el producto tensorial de vectores se aclara la cone- 
xión del concepto general con el histórico de diada o expresión diádica de 
GIBBS, ya incluido en el parágrafo dedicado a transformaciones lineales. 
Señalamos bien la importancia de los autovalores y autovectores, y al es- 
tudiar el signo de una forma cuadrática damos una demostración muy 
sencilla del teorema que caracteriza las definidas positivas. Aplicamos el 
anterior estudio a la clasificación de las cuádricas y aún nos sirve la de- 
mostración constructiva de la ley de inercia para explicar el rápido y útil 
método de formación de cuadrados. 

El cálculo de matrices posibilita ahora dedicar una nota de fin de 
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capitulo u la resolución práctica de los sistemas de comaciones lineales, 
tema de empleo conslanle en la malemálica aplicada y en la que los inge- 
nioros lanlo pueden oprender de los geodestas en el lerreno de lo úlil y 
eficaz. 

En el capítulo XVIII sobre límites y diferenciación de las funciones 
de varias varubles, señalamos el cuidadoso tratamiento de los limites suce- 
sivos, de la continuidad, de la diferenciabilidad con su significado geomé- 
lrico y su aplicación a las funciones compuestas, de las funciones homogé- 
neas. Se empieza el estudio de las funciones implicitas con la ejemplifi- 
oución y manejo que familiaricen al estudiante con el concepto, para dar 
luego con toda precisión y rigor los correspondientes teoremas de existen- 
cia; lo mismo se hace respecto de la dependencia funcional. Cuestión que 
oy fuente de confusión para el técnico que tenga poco desarrollado su 
sentido crítico es la de discriminar en la diferenciación de un sistema de 
ecuaciones las variables dependientes y las independientes, a cuya aclara- 
ción dedicamos atención y contribuimos con adecuados ejemplos. En dos 
notas de fin de capítulo sólo se procura señalar la trascendencia que en 
la matemática moderna tiene el estudio de los espacios topológicos y mé- 
tricos y el de la compacidad. 


El capítulo XIX se dedica a la fórmula de TAYLOR con previo trata- 
miento de la derivación sucesiva y su conmutabilidad cuidadosamente es- 
tudiada. Se aclaran con ejemplos las distinciones entre las diversas clases 
de extremos absolutos o relativos en sentido estricto o amplio y se estudia 
detenidamente su obtención para las funciones de dos, tres o más varia- 
bles independientes con especial introducción de los casi-extremos en el 
caso dudoso, para lo “cual son muy útiles los resultados del capítulo XVII 
sobre el signo de una forma cuadrática. Se ejemplifican y explican tam- 
bién las paradojas que surgen en el estudio de los extremos de funciones 
con variables ligadas, incluyendo el método de log multiplicadores de 
LAGRANGE. En las aplicaciones geométricas se estudian los puntos ordi- 
narios y múltiples de las curvas y para el caso de punto parabólico se 
completan en los ejercicios los criterios susceptibles de aplicación, todo ello 
adecuadamente ejemplificado. 

Creemos haber alcanzado una gran precisión sintética en el trata- 
miento vectorial de las propiedades diferenciales de curvas y superficies 
desarrollado en el capítulo XX. Se analizan las conexiones mutuas sobre 
las distintas representaciones que pueden darse de las curvas y las super- 
ficies, incluyendo su moderno concepto según FrÉCHET. En los ejercicios 
se introducen los números derivonormados y su aplicación, en contribución 
ortginal al teorema de incrementos fimitos para funciones vectoriales, lle- 
gando así por el método de ZYGMUND al teorema de L. SCHEEFFER en 
este caso. 


Se analizan cuidadosamente las distintas definiciones que pueden dar- 
se de plano osculador y respecto de éste los dos tipos de. curva dextrógira 
o levógira, su distinta nomenclatura según varios autores, con estudio 
sintético de las curvaturas de flexión y de torgión, quedando el signo de 
esta última claramente especificado. Las fórmulas de FRENET con su signo, 
y el vector de DARBOUX resultan así fácilmente introducidos. 

Con numerosos ejemplos críticos se hace un detenido estudio: de. la 
teoría de envolventes de curvas y superficies “dadas: según sus distintas 
representaciones. 


El método vectorial resulta especialmente apropiado y se consigue con 
ól una clara visión sintética, cuando se aplica al estudio de las superficies 
regladas; en nuestra exposición se muestra también, por ejemplo, para la 
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línea de estricción, la fácil deducción de largas expresiones cartesianas a 
partir de las vectoriales, rápida y adecuadamente obtenidas. 

Después de estudiar las formas fundamentales de las superficies, el 
tensor de curvatura, las aplicaciones del teorema de MEUSNIER y las líneas 
notables de una superficie, llegando a la demostración del teorema “egre- 
gio” de GAuss en los ejercicios, se dedica el último parágrafo de este capí- 
tulo a la representación de superficies, en especial las de MERCATOR, este- 
reográfica polar, cilíndrica transversa, tanto en el caso de superficie esfé- 
rica como de elipsoide de revolución, estudio que se complementa en las 
notas de fin de capítulo con la caracterización incluída en la admirable 
obra de Tissor (citada en nota V, 7) y la obtención de los desarrollos 
útiles en los trabajos cartográficos. 

El capítulo XXI se dedica a integrales generalizadas y a series e 
integrales múltiples. La integral de RIEMANN-STIELTJES se introduce como 
límite según el conjunto dirigido de particiones del intervalo de definición 
y para dar rigor a la exposición se demuestran los teoremas fundamen- 
tales sobre límites dirigidos o generales. Esta integral generalizada se re- 
laciona con la restringida de RIEMANN-STIELTJES introducida como límite 
según la norma y también con la ordinaria de RIEMANN vista en el $ 49 
del volumen I, delicada cuestión adecuadamente aclarada. Del teorema so- 
bre funcionales lineales continuas se da sólo un esbozo de demostración. 
Se muestra bien la importancia del concepto de integral de STIELTJES en 
la integración por partes, y del segundo teorema del valor medio se dan 
demostraciones sencillas en condiciones muy generales, con interpretaciones 
gráficas aclaratorias. 

Las integrales simples tmpropias se estudian detenidamente, dando 
variados criterios de convergencia absoluta y condicional. La generaliza- 
ción de HARNACK que sigue la pauta de CAUCHY se estudia también; en 
la nota II del capítulo XXIV en el volumen III, se verá su entroncamiento 
con la teoría general de la integración. 

Como exordio a las integrales múltiples y complemento al $ 22 sobre 
series numéricas, se dedica el $ 81 a series múltiples para cuyo estudio 
es también útil el concepto de límite dirigido. Se da una sencilla demos- 
tración del teorema fundamental de las series dobles absolutamente con- 
vergentes y mediante el ejemplo de CESARO se muestra su distinto com- 
portamiento respecto de las series dobles de términos positivos. 


Para estudiar adecuadamente las condiciones de integrabilidad (R) 
de una integral múltiple, se introducen los conceptos de conjuntos de ex- 
tensión nula y de medida nula, cuestión a completar en el capítulo XXIV 
del volumen III. Se explica en condiciones muy amplias el cálculo de in- 
tegrales dobles por integrales reiteradas y se da rigurosamente demog- 
trado el teorema de existencia de éstas cuando la integral doble existe, 
aclarando la hoy injustificada impugnación de STOLZ al ejemplo -de DU 
Bois REYMOND. Se da una cuidadosa demostración del teorema del cam- 
bio de variable en una integral doble, y se tratan extensamente y con 
ejemplos las aplicaciones de las integrales múltiples, introduciendo con 
precisión el concepto y cálculo: del área de una superficie alabeada, en 
nota de fin de capítulo se da ligeramente modificado el clásico ejemplo de 
SCHWARZ sobre una definición errónea de este concepto, la interesante ob- 
servación de FRÉCHET sobre el área de las superficies poliedrales y una 
definición axiomática funcional del concepto como invariante de carácter 
geométrico. En el volumen III y con los recursos de la teoría general de 
la medida se completará este estudio. (Cap. XXIV, nota III). 


El capítulo XXII trata de integrales paramétricas. Como exordio del 
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tema y complemento del $ 43 sobre series funcionales, se estudia ahora su 
integración y derivación en condiciones cuidadosamente establecidas. En 
el parágrafo siguiente se desarrolla con precisión y rigor el estudio de la 
continuidad, integración y derivación de las integrales paramétricas pro- 
pias e impropias, mostrando en la gama de teoremas establecidos, ejem- 
plos aclaratorios y ejercicios finales, todos log matices delicados que ofrece 
el tema, Las integrales múltiples impropias sirven también para tratar 
con su ayuda la integral de Poisson, las de FRESNEL con interesante apli- 
cación de la existencia del límite doble implicando la del límite reiterado, 
y la integral de CAYLEY que muestra las cuestiones de convergencia con- 
dicional que surgen en las distintas definiciones que pueden darse de in- 
tegrales múltiples impropias. 

El capítulo XXIII, final de este volumen, se dedica a integrales cur- 
vilíneas y análisis vectorial. Las integrales curvilíneas se introducen pri- 
mero tomadas sobre arcos regulares, aunque luego se consideran también 
las tomadas sobre arcos meramente rectificables, se estudian cuidadosa- 
mente las convenciones de signo para contornos orientados en el cálculo 
de áreas y momentos por integrales curvilineas y se da la aplicación de 
la fórmula de RIEMANN a la obtención de fórmulas de integración por 
partes para integrales dobles. La integración de diferenciales exactas y la 
existencia de función potencial, se estudia con precisión no acostumbrada, 
incluyendo la condición de que el recinto sea simplemente conexo sólo donde 
es exigible, Las integrales de superficie se introducen después de estudiar 
adecuadamente la orientabilidad de superficies con log limitados recursos 
topológicos que suele poseer un lector de formación matemática aún poco 
avanzada, 


En el estudio de los campos vectoriales se distinguen bien las líneas 
de fuerza o flujo de las líneas de corriente, se da el tratamiento matemá- 
tico y la interpretación física de la divergencia, de la circulación, del po- 
tencial y del rotor, así como la aplicación del operador nabla de HAMILTON 
a la obtención de relaciones vectoriales y tensoriales. Los teoremas inte- 
grales se enuncian y demuestran con intención predominantemente fisica, 
Los operadores diferenciales se tratan también en coordenadas curvilineas. 
Se dan aplicaciones físicas sobre campos newtonianos, así como a la hidro- 
dinámica. En los ejercicios se completa ampliamente el contenido del texto 
con el potencial logarítmico, polinomios de LEGENDRE y funciones conexas 
a la teoría del potencial, tal las armónicas esféricas ya sólidas, ya de su- 
perficie, cuestión que también será objeto de la nota IV en el capítulo 
XXVIII del volumen III. 


Al final de este capítulo XXIII, después de un par de notas sobre po- 
tencial newtoniano de doble capa y fórmulas de GREEN, se traza un breve 
esbozo de análisis tensorial que permita captar idea de su carácter, así 
como de las formas diferenciales exteriores y su aplicación al teorema de 
STOKES, dando explicación elemental del cálculo de GRASSMANN-CARTAN 
suficiente para comprender su naturaleza y para justificar el cuidado con 
que se han tratado las cuestiones de signo en las integrales de superficie. 

El volumen III, ya redactado, comprenderá teoría de la medida e in- 
tegral de LEBESGUE, series e integral de FOURIER con la teoría de los espa- 
cion funcionales, ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas par- 
cialea con cálculo de variaciones y problemas lineales de la fisica, un resu- 
men de la teoría de funciones analíticas y apéndices sobre homogeneidad 
dimensional, ecuaciones integrales, cálculo operacional, probabilidades con 
teoría de errores, y nomografía. 


CAPÍTULO XVII 


GEOMETRÍA LINEAL Y CUADRATICA 


$ 60. ÁLGEBRA VECTORIAL 


1. Vectores libres. Combinación lineal. — a) Elementos de 


un vector. — Dentro de la geometría elemental, situados en el 
espacio euclídeo, ya en $ 1-6, 
ejemplo 2 hemos definido un Q S u 


vector libre mediante la equipo- 

lencia entre segmentos orienta- 

dos. Representaremos un vector a a b 
á por una flecha PQ de origen 
P y extremo Q (fig. 192); dos 
flechas equipolentes son «os re- 
presentantes ($ 1-6) de un mis- 
mo vector (a = PQ = RS), que Fig. 192 
así queda determinado por es- 

tas características : 


1%) Módulo: 
mód a = |a| = |PQ| =a , 
indicado por la longitud de la flecha en una cierta unidad; 


2%) Dirección: la del haz impropio ($ 1-6, ej. 1) formado 
por las rectas sobre las que actúan las flechas que lo repre- 
sentan ; 


, 3?) Sentido, indicado en cada dirección por los signos + 
ó —. 


EJEMPLO. En los vectores a = PQ = RS y b= UV de la figura 192, 
es a=b pero a £b. 

NoTAS: 1. Al único vector de módulo O lo indicaremos con 0; en él 
están indeterminados dirección y sentido. Convendremos en consideratlo 
como paralelo a cuálquier otro vector y también a cualquier plano. 

2. Por oposición a los vectores, las magnitudes independientes del 
sistema de coordenadas cuyas cantidades pueden ordenarse como el con- 
junto de los números reales, se llaman escalares. Por ejemplo, son escala- 
res: el peso, densidad, volumen, módulo de un vector, trabajo, potencial. 

En cambio, la proyección de un vector sobre un eje de referencia 
(que puede cambiarse) no es un escalar, a pesar de expresarse por un 
número real (cfr. $ 63-1, a). 
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8. Otras relaciones de equivalencia entre segmentos dirigidos o fle- 
chas conducen a definir otras clases de vectores. i 

El veotor awial o deslizante resulta de considerar como equivalentes 
a dos flechas sólo cuando además de ser equipoleñi2s, actúan en una mis- 
ma recta, llamada entonces línea de acción del vector. Un ejemplo es la 
fuerza en sistemas rígidos. 

El vector fijo resulta de tonsiderar equivalentes dos flechas que ade- 
más de ser equipolentes, tienen el imismo origen, llamado punto de apli- 
cación del vector (ej.: fuerza en sistemáa defermábles). Aplicar un vec- 
Lor libre a al punto P es considerar el vector 1fij0 de origen P equipo- 
lente al a, 


b) Producto por un número real. =- Definiremos el produc- 
to la del vector a por el número real 1 poniendo 0a == 0 (nota 
1), y si 140, como el vector paralelo a a, de igual u opiieato 
sentido según sea 1>0 6 1<0, y de módulo 

jaj = [4] ja] = [A] a. 

Un vector de módulo 1 se llama vector unitario o vector 
normal o normalizado o versor. Versor de a + 0 es el véersor t7*d: 
Todo vector a < ( es igual al producto de su módulo por su ver- 
sor: a = d (aa). 

Es b = a, para adecuados M y às reales no simultánea- 


mente nulos, cuando y sôlo cuando los vectores a y b son pa- 
ralelos. Para a0 puede hacerse M = 1. (Ver nota 1). 

c) Suma. — Se define la suma a+b como el vector que se 
obtiene colocando a y b 
sucesivamente, es decir, 
uno a continuación del 
otró, a partir de un pun- 
to O, y considerando lá 
flecha que va desde el 
origen del primero has- 
ta el extremo del último 
(cfr. $ 9-5, a). Cualquie- 
ra que sea el punto O, 
Fig. 193 se obtienen flechas equi- 
polentes, y por tanto el 
mismo vector (fig. 193; 
cfr $ 2-4, ej.). La suma 
de vectores es conmuta- 
tiva, pues sumando en 
el orden inverso se com- 
pleta un paralelogramo 
(fig. 193). También se 

Fig. 194 demuestra geométrica- 

mente que es asociativa 

(fig. 194), por cuya razón pondremos a+b++ce para indicar 
a -b)+e=a+4 (b +0). 
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d) Diferencia. Combinación lineal. — Definiremos (cfr. 
$ 60-2, nota 3) la diferencia d = a — b de dos vectores así: 
d =a+ (—1)b. ] 

Poniendo (—1)b =— b (vector opuesto a b) resulta 


[60-1] d = a — b = a + (—b). 


Más generalmente, las operaciones introducidas en b y en 
c permiten definir una expresión de la forma 


[60-2] r = ha: + d82 +... + tn» 
que será un nuevo vector llamado combinación lineal de los 
vectores a1, a2, 23, ..., An, CON los coeficientes 2,, A, Ag, -.., An» 


NOTA 4. Cualquiera sea el punto O se tiene PQ = OQ — OP, por lo 
cual suele usarse la notación PQ = Q —P de un vector como “diferencia 
de puntos”, 

Conviniendo en que la expresión P + a= Q signifique a = Q— P, 
la operación de sumar a un punto un vector significa aplicar al punto la 
traslación correspondiente. El nombre “vector” proviene de transportar 
(latín: vehere). 


2. Dependencia lineal. — a) Diremos que los vectores as, 


az ..., a, son linealmente dependientes si existe entre ellos 
una relación lineal 
[60-3] has + has + ... FÍiha=0 , 


con coeficientes no todos nulos. Se llamarán linealmente inde- 
pendientes si no son linealmente dependientes, es decir si de 


[60-3] se deduce à, = àz = Às = ... =n = 0. 
EJEMPLO. Si a,=0, los vectores as, as, ..., an Bon linealmente de- 
pendiertes, pues se verifica [60-3] con àM = 1, àa = M= ... =M = 0. 


b) Los siguientes teoremas caracterizan geométricamente 
los conceptos de combinación lineal y dependencia lineal. 


TEOR. 1. Condición necesaria y suficiente para que dos 
vectores a, y as sean paralelos es que sean linealmente depen- 
dientes. 


Si uno al menos de los vectores es nulo, ambos son paralelos ($ 60-1, 
nota 1) y linealmente dependientes (a, ej.). Si son ambos no nulos el 
teorema es inmediato, pues 


ha: + 2:12 = 0, (A. 7 0), equivale a a ċ = (— 22/21) aa. 


Si varios vectores libres son paralelos a un mismo plano, 
los llamaremos coplanares, pues en tal caso pueden represen- 
tarse en un mismo plano. 


TEOR. 2. Dados dos vectores e, y ez no paralelos (y por 
lo tanto no nulos), toda combinación lineal es coplanar con 
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ellos, y reciprocamente, todo vector r coplanar con e, yY ez pue- 
le expresarse uniívocamente como combinación lineal de ellos. 


DEM. 1°) Es àe: paralelo a es y los vectores àen, €z y Me + 
|- Mes son coplanares, pues con ellos puede formarse un triángulo. 


29) Se demuestra geométricamente 
que todo vector r coplanar con e; y es pue- 
de descomponerse en una suma T = T: -+ T3 
de dos vectores paralelos a e, y e (fig. 
195), y como por $ 60-1, b, es r.= es, 
Tz = Az, resulta 
[60-4] T = Mê + As€z. 

Si r= N61 + M:e resulta de [60-4] 

(A — 1/1) e: + (As — 22) €a = 0, 
pero al ser e, y es no paralelos, son lineal- 
mente independientes por el teorema 1, y 
entonces AA, a= àa es decir, la ex- 
presión [60-4] es única, 


TEOR. 3. Condición necesaria y 
suficiente para que tres vectores a, 
Fig. 195 a» Ag Sean coplamares, es que sean 
linealmente dependientes. 





Dem. 1%) Si dos de los vectores, por ejemplo az y as, son paralelos, 
los tres son coplanares, y linealmente dependientes por serlo el subcon- 
junto ¿4az, as) por el teorema 1. 

29) Si as y as no son paralelos, la relación lineal 


4181 + 2283 + Asta = 0, (A. 3560, teor. 1), 


oquivale a a. = (—2:/M)a2 + (— M/M) as, lo que a su vez por el teorema 
2 equivale a que a, es coplanar con &: y 8s. 





En forma análoga al teore- 
ma 2 se prueba, como se indica 
«“sencialmente en la figura 196: 


TEOR. 4. Dados tres vecto. E ———* aC TT o 
re8 ei, € es no paralelos a un e 
mismo plano, cualquier vector Tii 
del espacio euclideo de tres di- J 
mensiones puede expresarse e, 
univocamente como combinada- Fig. 196. — Expresión de un vector co- 
ción lineal de ellos: mo combinación de tres no coplanares, 

previa descomposición: r = r% +r = 
[60-5] r = Miei + Ao€o + A3€3 . = r +r, + ra = Me, + Maa t Nofa 


Consecuencia de los teoremas anteriores es: 


TEOR. 5. En el espacio euclideo de tres dimensiones, cua- 
tro (o más) vectores son siempre linealmente dependientes. 


Basta tomar tres de ellos y aplicar el teorema 3 ó el 4 según sean 
o no coplanares. 
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NOTAS: 1. Los conjuntos: E, de todos los vectores de (paralelos a) 
una recta; Ez, de los vectores de (paralelos a) un plano; E» de todos 
los vectores del espacio euclídeo de tres dimensiones; forman grupos 
abelianos ($ 5-12, b) respecto de la suma, y se cumplen para esta opera- 
ción y el producto por un número real las leyes distributivas, asociativa 
y modular: 


[60-6] AMa+b) = da + Ab; (A+ pa = la + ua; 
[60-7] (Au)a = A(1a); 
[60-8] 1.a =a. 


Por consiguiente (Cap. II, nota III, b), E,, Es y Es son espacios vecto- 
riales o lineales respecto al cuerpo de los números reales. Ver también 
nota I de este capítulo. 


2. De los teoremas 1 a 4 resulta que un vector eÆ 0 es una base 
(Cap. II, nota III, b) para el espacio E, de los vectores paralelos a él; 
dos vectores eı y e no paralelos forman una base para el espacio E, de 
los vectores coplanares con ellos; y tres no coplanares e, ez es una base 
del espacio Æ. Entonces (Cap. II, nota III, b) E,, Es y Es son espacios 
vectoriales de 1, 2 y 3 dimensiones respectivamente. Ver también nota I. 


3. En la definición axiomática de espacio vectorial, el vector 0 es 
el módulo del grupo aditivo. Dicho módulo coincide con 0.c para un 
vector e arbitrario, pues en virtud de [60-8] y la segunda [60-6] es 
c=(1+0)e=c+0.c y basta sumar a los miembros extremos el in- 
verso de e en el grupo aditivo para obtener por la ley asociativa de la 
suma 0=0.c. De aquí deducimos que el vector opuesto (—1)b= —b 
al b es también su inverso en el grupo aditivo, pues b-+ (—b) = 
= (1—1)b=0.b=0. 

Por tanto, aplicando la propiedad asociativa de la suma, se prueba 
que la diferencia definida en [60-1] es la operación inversa de la suma, 
pues 

d + b = (a—b) + b =a + —b) +b=a+0=a. 


Recíprocamente, si se define la diferencia d como operación inversa 
de la suma d + b=a, basta agregar —b a ambos miembros para obte- 
ner [60-1]. ; 


3. Expresión en coordenadas. — a) Consideremos un siste- 
ma de coordenadas cartesianas ortogonales en el espacio 
O (zx, y, 2), determinado por tres ejes por O, dos a dos perpen- 
diculares, y una unidad sobre cada uno: OA, OB, OC, que en 
adelante y mientras no se diga lo contrario, supondremos igua- 
les (fig. 197, a). Con esto sabemos por Geometría analítica * que 
a cada punto del espacio corresponde una terna de números 
reales (sus coordenadas) y recíprocamente. Recordemos tam- 
bién que dos ternas ortogonales O(x,y,2) y O'(x', y”, 2') no 
siempre se pueden superponer ordenadamente mediante un mo- 
vimiento; por ejemplo, no puede superponerse ordenadamente 
una terna con su imagen en un espejo. Por ello convendremos 
en clasificar los sistemas de coordenadas cartesianas en direc- 
tos e inversos como lo indica la figura 197, donde los ejes x y 2' 
se suponen hacia adelante. 

Adoptaremos el sistema directo, llamado también destror- 


* Ver, por ejemplo, J. Rey Pastor, L. A. SANTALÓ y M. BALANZAT, Geometría ana- 
lítica (Kapelusz, Buenos Aires, 19,5), $ 33. 
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sum, dextrógiro o inglés; el segundo se llama también sinis- 
trorsum, levógiro o francés. 


b) El sistema de coordenadas queda determinado por el 


origen O y los versores en la dirección y sentido de cada eje 
(versores fundamentales): i=0A, j=OB, k = OC. 


z' 





o 
A. 
Y 
ww 
Fig. 197 
a) Sistema directo: el observador situado se- b) La imagen especular de un sistema 
Kún Oz ve superponerse Ox con Oy girando directo forma un sistema inverso. 


un ángulo menor que un llano en el sentido 
positivo de la trigonometría. 

Un sistema cualquiera (no necesariamente ortogonal) que- 
da determinado en la misma forma, con la única condición de 
que los versores fundamentales no sean coplanares. 

Como consecuencia del teorema 4 de $ 60-2, cualquier vec- 
tor a del espacio euclídeo tri- 
dimensional se puede expre- 
sar unívocamente como com- 
binación lineal de los verso- 
res fundamentales i, j, k (fig. 
198): 


[60-9] a = aji + azj + agk 


que llamaremos expresión li- 
neal del vector a en el siste- 
ma O(i,j,k). Los vectores 
aji, aj, ask (o también los 
números reales a;, 02, 43, Cfr. 
$ 60-4) suelen llamarse com- 

Fig. 198 ponentes del vector a respec- 

to del sistema O(i, j, k). 

Dados varios vectores por sus expresiones lineales, es muy 


fácil formar sumas, diferencias y otras combinaciones lineales 
con ellos. 


MIBMPLO. Si a=3i—2+k, b—i+3j— 2k, tendremos: 

da — 2b = 3(3i— 2] + k) — 2(i + 3 —2k) = 7i — 12j + 7k. 

sonvieno ordenar los cálculos escribiendo en columna los vectores y 
fronto n cendna nno el respectivo coeficiente numérico: 
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3) a = 3i — 2j + k 
—2) b= i + 3j — 2k 
38a — 2b = Ti — 12j + 7k. 
NoTA. El vector a = PQ de origen P (xı, Y,21) y extremo Q (£a Y» Za) 
tiene por expresión lineal 
[60-10] a = (x%Í—v1)i + (ya —Yidj + (22 —7%1)k. 
En efecto, es a = OQ — OP siendo 
OQ = zi + yj + zk , OP = xi + yj + zk. 


4. Proyección de un vector sobre un eje. — Un eje es una 
recta orientada, es decir, una recta sobre la cual se ha fijado 
un sentido, indicado por una flecha; por ejemplo, los ejes de 
un sistema de coordenadas. 

Llamaremos medida de la proyección (ortogonal) a, de un 
vector a = PQ sobre un eje e, o componente o valor del vector 
en la dirección y sentido del eje (cfr. $ 60-3, b), a (la medida 
de) la longitud del segmento orientado P"Q' determinado por 





ao) 


Fig. 199. — a, > 0, pues P'Q” tiene el sentido de e, en cambio b, <0. 


las proyecciones del origen y extremo de a. El signo será + 
ó — según que dicho segmento esté orientado en el sentido del 
eje o en el sentido contrario (fig. 199). 


TEOR. 1. La medida de la proyección de un vector sobre 
un eje es igual al producto del módulo del vector por el coseno 
del ángulo que el eje forma con dicho vector: 


[60-11] Qe = 4.C0S q. 


En efecto, en el triángulo rectángulo PQ“Q (fig. 199), se 
tiene 


a. = P'Q = PQ” = PQ. cos y = acos q. 
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b R Para medir el ángulo 
ọọ = (e, a) deben tener- 
se en cuenta los senti- 
dos del vector y del eje 
[fig. 199, y = (e, b)]. 
Es inmediato (fig. 
200) el siguiente teore- 
ma: 





cms mm 





o 
O 


Pp Q 
Fig. 200. — |a +b h =a, + b, TEOR. 2. La proyec- 
ción de la suma de dos 


(o más) vectores es igual a la suma de las proyecciones de los 
mismos: 


[60-12] ja+bl. = 4, + be. 


5. Multiplicación escalar. — a) Definición y propiedades. — 
Se llama producto escalar o interno a.b de dos vectores, al 
escalar 
[60-13] a.b = ab cos(a, b) , 


producto de los módulos por el coseno del ángulo de los vec- 
tores. 

De b cos(a, b) = b, y a cos(a, b) = a cos(b,a) = a, (§ 60-4, 
teor. 1) resulta 
[60-14] a.b =ab, = ba, , 


es decir: el producto escalar de dos vectores es igual al módulo 
de uno de ellos por la proyección del otro sobre él. 

De la definición [60-13] resulta la propiedad conmutativa 
y la asociativa con la multiplicación por un número: 


[60-15] a.b=b.a , 
[60-16] (Qa) .b =a. (Mb) = 1(a.b). 
De [60-14] y el teorema 2 de § 60-4 resulta la distributi- 
vidad respecto de la suma vectorial; en efecto 
a. (b+c) = a|b+cej|i =a(bat ca) = 
= ab, + 4&4 = a.b+a.c. 
b) Expresión en coordenadas. — Para los versores funda- 


mentales (§ 60-3, b) de un sistema ortonormal de coordenadas, 
se tiene por [60-13]: 


[60-18] i.i = j.j=k.k=1 , i.j= j.k =k.i=s 0. 
Por consiguiente, si 

[60-19] a = mi + j + ask , b = bi + baj + bk , 

tendremos por [60-17] y [60-16]: 

[60-20] a.b = abı + azb2 + Qsðs. 


[60-17] 
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NOTA 1. Si a y b se expresan como combinaciones lineales de tres 
vectores €, € e€ no coplanares 


a = 0; + Q@: + ds, b = be, + bex + bses , 
resulta para el producto escalar la forma bilineal (ver nota Il, as) 
a.b = NA s Con gik = €. li —= r , 


componentes del determinante simétrico (llamado determinante de GRAM 
de la terna e, e, €) g= det {giz} > 0, pues veremos (§ 60-7, nota) que 
es igual al cuadrado del volumen del paralelepípedo construído sobre e, 
ez, €, como aristas. 


c) Condición de perpendicularidad. — De [60-13] resulta 
que la condición necesaria y suficiente para que dos vectores 
no nulos a y b sean perpendiculares es (cfr. nota Il, as) 


[60-21] a.b = 0. 


NoTA 2. Esto nos muestra que el producto escalar admite divisores 
del cero (cfr. $ 5-12, c). Por otra parte, como un vector (no nulo) no 
puede ser perpendicular a todo vector del espacio, se tiene la llamada 
condición de plenitud (cfr. $ 97-7): 


[60-22] Si a.b=0 cualquiera que sea a, es b=0, 


d) Módulo y cosenos directores. — d,) Llamaremos norma 
o cuadrado escalar de un vector a, al producto escalar del vec- 
tor por sí mismo, indicado por a? = Na. De [60-13] resulta 
a?=q.0.cos0 =a?, es decir: la norma es igual al cuadrado 
del módulo. Se deduce entonces de [60-20] (con b =a) la ex- 
presión del módulo 


[60-23] a = + Va? + a? + a}. 


d2) Si llamamos ai, as, as a los cosenos de los ángulos que 
los ejes de coordenadas forman con a (cosenos directores), se 
tiene proyectando sobre éstos: 


[60-24] a, = acos(i,a) = 40 , Qz = Q02 , Q3 = QQ , 
[60-25] a, =a7 a, , Og = A'a? , a3 = Aaa ; 

es decir: los cosenos directores de un vector a son las compo- 
nentes de su versor aa. Éste se expresa entonces en la forma: 
[60-26] ala = aji + aj + ak. 


Diremos “dirección [a;, a2, a3]” para caracterizar una di- 
rección y sentido por un versor asi + as] + ask. Si tres núme- 
ros son proporcionales a los cosenos directores a;, se llaman 
parámetros o coeficientes directores del vector a, o de su direc- 
ción. En especial lo son las coordenadas o componentes a;. 

De [60-26] resulta la relación fundamental entre los cose- 
nos directores de una dirección : 


[60-27] a? + as? + ag = 1. 
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e) Angulo de dos vectores. — De [60-13], [60-20] y [60-23] 
resulta: 


(6008 taa 2 A a a 
ab Vatta ta Vb bF bs 


o bien en base a los cosenos directores, con [60-26] y su aná- 
loga b-'b = ĝi + B2) + ßsk, 


[60-29] cos(a, b) = abı + a2 + abs. 


En algunos casos interesa expresar sen (a, b). Restando de 
la igualdad 1 = (a1? + a2? + 03?) (Br? + Ba? + Ba?), la que resulta 
de elevar al cuadrado ambos miembros de [60-29], se obtiene 
después de simplificar: 


sen? (a, b) = (a9$3 — 0382)? + (038, — 0183)? + 
[60-30] + (a1Bz —= 0291) 2: 


NoTAa 3. Por cumplir el producto escalar las condiciones [60-15], 
(60-16], [60-17], [60-22] se dice que los espacios vectoriales E,, Ex, Es 
($ 60-2, notas 1 y 2) son euclídeos (nota II, as), y propiamente euclídeos 
(nota II, b) por ser la norma definida positiva Na=a.a > 0 y sólo =0, 
si a=0. En muchos textos se designan como espacios seudoeuclídeos a 
los euclídeos que no lo son propiamente. En la nota II se generaliza el 
concepto de espacio euclídeo para un número cualquiera de dimensiones, 
definiéndose el ángulo mediante el producto escalar. 


f) Trabajo de una fuerza, — Si un vector F representa una fuerza 
constante, y otro e el desplazamiento de un punto al que se aplica, el 
producto escalar F .e representa el trabajo, por ser igual al desplaza- 
miento por la componente de la fuerza sobre él. 


6. Multiplicación vectorial. — a) Llamaremos producto vec- 
torial o externo a Ab de dos vectores, a otro vector p de mó- 
dulo p = |a A b| =a. b sen (a, b), perpendicular al plano (a, b), 
y que forma con a y b un triedro (a, b, p) del mismo sentido 
que el elegido para el triedro de 
coordenadas (§ 60-3, a), en nuestro 
caso, directo. 

El módulo del producto vectorial 
es, por lo tanto, igual al área del pa- 
ralelogramo construído sobre los dos 
vectores (figura 201). 

Al permutar a y b cambia el sen- 


p-a^b 


b tido del triedro, luego: 
O n 
N [60-31] a&b = —bA4a. 
p lab] N, b) Condición necesaria y sufi- 


~ ciente para que dos vectores a y b 
-152 rmanenMn > sean paralelos es aAb=0. En par- 
Fig. 201 ticular a 4a = 0. 
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Una condición más sencilla de paralelismo, que resulta de 
$ 60-2, teor. 1, es que existan à y u tales que àa; + pb; = 0, 
o sea si b; +0: 
a1/b1 = Q2/b2 = a3/bg , 
y si por ejemplo b,=0: a,=0, 42/b2 = 09/b3. 


c) Probaremos que el producto vectorial de los vectores 
[60-19] está dado en forma de determinante por: 


i j k 
[60-32] aab=|a, a, a| =|? sji E de A E 
A ba ba 2 3 8 Vi 

















para lo cual bastará verificar que este vector cumple las con- 
diciones de la definición dada en a). 


&) El cuadrado del módulo es: 
(daba — rba)” + (asb,— 1b:)? + (tba — a:b:1)”, 
expresión que mediante [60-24], su análoga para el vector b, y [60-30], 
se reduce a a*b* sen” (a, b) 
Ca) Es perpendicular a a y a b pues, por ejemplo, su producto es 
calar por a es ($ 13-3, cs, Cor.) : 
Qi Ga (a 
ES b M h (a 
g bs bı ba bs 
Ca) Para ver que el sentido es el que corresponde al triedro de coor- 
denadas basta aplicar [60-32] al caso a=i, b=j. Resulta 
i ji k 
1 0 0 
0 1 0 


Al variar las componentes de a y b en [60-32], por continuidad el 
sentido de la terna será siempre el mismo. 


d) De la expresión en coordenadas [60-32] y la regla de 
descomposición de un determinante en suma de otros de igual 
orden ($ 13-4, c,), resulta la propiedad distributiva 


[60-33] arn(b+c) =arb +aac. 


+ ja = 0. 





iJa = 





ai 





ij = = k. 








e) El área del triángulo de vértices P (æ; y1,21), Q (£2 Ya, Za), 
R (£s, Ys, Zs) es por a), [60-32], § 60-3, nota, y [60-23] 


S = å | PQAPR| = 








X — X; y— y| 
Xs— Xı Ya3— yı 


3 
Xı— Xı Za—Z1 
Xs — Xı Za—Z1 


yı — yı Za— Zı i 
ys — yı Z3— Zı 























Cada determinante de segundo orden representa el área de la pro- 
yección del rectángulo construído sobre los vectores, sobre una cara del 
triedro de coordenadas. 


f) El producto vectorial se ha introducido como una generalización 
natural] del momento de un vector a fijo, o bien axial (§ 60-1, nota 3) 
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ronpecto de un punto P, al cual podremos ahora definir como producto 
vectorial del vector que tiene el origen P y el extremo en la recta de a, 
por el vector a. 


Do [60-33] resulta: el momento de una suma de vectores es la suma 
de ana momentos. 


g) Notaciones vectoriales. — Todavía se usan diversas notaciones 
para el producto vectorial, única operación nueva de la Aritmética vec- 
torial, ya que el producto escalar, por ser generalización del producto de 
números, debe designarse como se hace en Álgebra, es decir, con un punto 
o sim signo ninguno, de igual modo que la adición y la sustracción se 
siguen representando por + y —. 


El signo A de BURALI-FORTI es usado por los autores italianos y 
también por algunos de otros países (BUTTY, GARNIER, LAINÉ, ...). Al- 
Kunos alemanes siguen usando la notación (A.B) para el producto esca- 
lar y la [A.B] para el vectorial. 

El cómodo signo X se va imponiendo en los libros modernos france- 
sus (JUVET, VERONNET, ...), alemanes (KOWALEWSKI, LAGALLY, .), 
españoles, etc., aunque por usarse también en muchos textos, sobre todo 
italianos, para representar el producto escalar, puede dar lugar a confu- 
mlones, Para evitarlas, representamos el producto escalar por el punto . 
y el vectorial por Á que cuando son usados tienen para todos los autores 
estos significados, 


7. Productos reiterados. — a) El producto mixto (a Ab).c 
es un escalar cuya expresión en coordenadas se obtiene aplicando 
[60-20] a los vectores [60-32] y e= ci + cj + cek: 




















a lo Q Ai Q ma 
Q 1 2 
(aab).e= 2 Platil e+ C3 = | bı bz baj: 
ba bg b bı bı bz 
Cı Ca C8 


Como la otra manera de asociar los factores, a A(b.c), ca- 
rece de sentido, puede omitirse el paréntesis. Puesto que un 
determinante de tercer orden no altera permutando cíclicamen- 
to las filas, resulta 


[60-34] arb.c=baA1c.a=a.bac , 


por lo cual pueden suprimirse también los signos A y ., indi- 
cando el producto mixto así: (a, b, c). 


El producto mixto es en valor absoluto igual al volumen 
del paralelepipedo construido sobre los tres vectores como aris- 
las concurrentes, indicando su signo el sentido directo (+) o 
inverso (—) del triedro formado por ellos. En efecto, si 
n Ab  p, tendremos por [60-14], (a,b, c)=p.c = pc,, repre- 
sentando el primer factor la base ($ 60-6, a) en sentido di- 
recto, y el segundo la altura orientada, del paralelepípedo en 
cuestión. 

Por consiguiente: condición necesaria y suficiente para que 
tres vectores sean coplamares, es que se anule su producto 
mixto. 
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NOTA. Multiplicando por filas ($ 13-6) los determinantes que expre- 
san en coordenadas los productos mixtos, se tiene por [60-201 


a.a a.b a. 
b.a b.b b.e 
c.a e.b e.c 
este determinante, formado por productos escalares, se llama determinante 


de las ternas (a,b,c) y (a',b',c'), indicado por ( 3 : 


(a,b,c)(a',b”,e') = 








P ) es enton 
a' b' e , y s 
ces igual al producto de los volúmenes de los paralelepípedos construídos 
sobre cada terna, con signo + ó — según que ambas tengan igual sen- 
tido o no. Si las dos ternas coinciden se tiene el determinante de GRAM 
ya considerado en § 60-5, nota 1; G(a,b,c) > 0, y sólo =0 si a, b y c 
son coplanares. 

b) El doble producto vectorial aA (bAc) es un vector situado en 
el plano (b,c) por ser normal al vector b A ec que a su vez es normal al 
plar.o. Será entonces ($ 60-2) combinación lineal de b yc, y se demues- 
tra (ver ejercicio 21 de $ 60) que 





[60-35] ab(bAc) = | los 
a.b a.c 
8. Aplicaciones: rectas y planos. — a) Recta y plano en 
formas vectorial y paramétrica. — a,) Recta. — Una recta 


queda determinada por la condición de pasar por un punto 
Po(Xo, Yo, 20) y ser paralela a un vector a = œi + 02] + ask 40. 
Es P(x,y, 2) un punto de la recta si y sólo si son pa- 
ralelos los vectores PoP y a, y entonces ($ 60-2, teor. 1) 
PoP = ua, o llamando ro = OPo, r = OP a los vectores que si- 
túan los puntos Po y P con respecto al origen O 

PP = OP — OPs = r — ro = ua. 

Así, resulta 

[60-36] r =r + ua , (a+#0), 


llamada ecuación vectorial paramétrica de la recta. Para cada 
valor del parámetro u se tiene un punto P de la recta, dado 
por el vector que lo sitúa desde el origen, y recíprocamente. 


NOTAS: 1. En un espacio vectorial E. (nota 1) los vectores r — ro for- 
man un subespacio vectorial o lineal (nota I, as) de una dimensión, sien- 
do a una base. Por tal razón los vectores r dados por [60-36] definen 
(nota I, a») una variedad lineal de una dimensión, también llamada línea 
recta, 

2. En Es, [60-36] es equivalente a poner (r— r.) a= 0, es decir: 


1 j k 
L—o Y—Y 2—Z%|=0 
da (Aa Q3 
EJERCICIO 1. Condiciones para que [60-36] y 
[60-37] r=r: + ub , (b#Æ0) , 


representen la misma recta. 


Proyectando [60-36] sobre cada eje de coordenadas, o sea 
multiplicando escalarmente por i, j, k sucesivamente, se obtie- 
nen las ecuaciones paramétricas de la recta 


[60-38] £ = Lo H Ut , Y = Yo t Ul , Z = Z2 + Um. 
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Si a es unitario o normal ($ 60-1, b), de componentes (co- 
senos directores, $ 60-5, d,) a, dz, as, se tienen las ecuaciones 
paramétricas normalizadas 


[60-39] £ = Lo FUMA , Y = Yo F Uaz: , Z = Zo + Uag. 


NoTA 3. El parámetro u en [60-36], [60-38] ó [60-39] es la abscisa 
nobre la recta, en un sistema de origen Po unidad a = |a |, y sentido el 
de a. En particular, en [60-39] es u = distancia entre Po y P. 


@z) Plano. — Un plano queda determinado por la condi- 
ción de pasar por un punto Po (£o, Yo, Zo) y ser paralelo a dos 
vectores no paralelos, o sea (§ 60-2, teor. 1) linealmente in- 
dependientes a = ai + aj +ak y b=b1i+b2j+b3k. Es 
P(x, y, z) un punto del plano, si y sólo si son coplanares los 
vectores P,P, a y b, o sea ($ 60-2, teor. 3) si y sólo si existe 
entre ellos una relación lineal. En ella ha de ser no nulo el coe- 
ficiente de PP, pues de lo contrario serían a y b linealmente 
dependientes contra lo supuesto; entonces puede despejarse 
PP = OP — OP, = r — ro dando 


r — ro = ua +vb , 
o sea 
[60-40] r = ro + ua + vb , 
(a, b linealmente independientes), 


lamada ecuación vectorial paramétrica del plano. Para cada 
par de valores de los parámetros u, v, se tiene un punto P 
del plano, dado por el vector que lo sitúa desde el origen, y 
recíprocamente. 


NoTAs: 4, En un espacio vectorial E, (nota 1) los vectores r — ro for- 
man un subespacio vectorial o lineal (nota I, as) de dos dimensiones, 
siendo a, b una base. Por tal razón los vectores r dados por [60-40] 
definen (nota I, a.) una variedad lineal de dos dimensiones, también lla- 
mada plano. 

5. En E, [60-40] es equivalente a poner (r—rTro).(a A b)— 0, es de- 
cir (§ 60-7): 

g — vo Y — Yo Z — Zo 
Qi da Us = l. 
bı b: b: 


EJERCICIO 2. Condición para que [60-40] y 
[60-41] r=r, 4 uc + vd , (c, d linealmente independientes), 
representen el mismo plano. 


Proyectando [60-40] sobre cada eje de coordenadas, o sea 
multiplicando escalarmente por i, j, k, se obtienen las ecuacio- 
nes paramétricas del plano 


[60-42] x= z+ uam +t vd , Y = Yo + Ut + Vb , 
zZ = Zo + ug + vda. 


NoTA 6. Los parámetros u, v en [60-40] ó [60-42] son coordenadas 
cartesianas en el plano, en un sistema de origen Po y vectores de refe- 
roncin a, b. 
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b) El plano como variedad ortogonal. Otras formas de la 
ecuación del plano. — bı) Un plano en E; queda también de- 
terminado por la condición de pasar por un punto Po (£o, Yo, Zo) 
y ser perpendicular a un vector n = nii + nej + nak Æ 0. El 
punto P(x, y, z) estara en el plano si y sólo si son perpendi- 
culares los vectores n y P,P =0P-— OP, =r—fo O sea 
($ 60-5, c) si y sólo si 


[60-43] (r—r).n=0 , (n%0) , 


llamada ecuación vectorial del plano como variedad ortogonal. 
Si n es unitario, el primer miembro de [60-43] representa la 
distancia de P al plano [60-43] ($ 60-5, a). 


En el plano, [60-43] representa la recta perpendicular al vector n 
por el punto P, tal que OP, = r.. 


En un espacio vectorial E, (nota I) los vectores r— ro son por 
[60-43] todos los ortogonales a n (o al subespacio vectorial E, de base n) 
y forman un subespacio En-. de n—1 dimensiones, llamado subespacio 
ortógonal de n (o de E,). Entonces los vectores r forman (nota I, as) una 
variedad lineal, que por tener dimensión n— 1 se llama hiperplano. En el 
espacio Es los hiperplanos son los planos; en el plano los hiperplanos son 
las rectas (nota 5). 

EJERCICIO 3. Condición para que [60-43] y 
[60-44] (r—r).m=0 (m0) , 


representen el mismo plano. 


_ Expresando [60-43] en coordenadas ($ 60-5, b) se tiene la 
ecuación cartesiana del plano por un punto 


[60-45] (x— 20)M1 + (Y —Yo)M2 + (2— 20M =0 , 


donde ni, N2, N¿ son parámetros directores (cosenos directores 
sin es unitario) de la normal al plano; se los llama también 
parámetros directores (cosenos directores) del plano. 


EJEMPLO 1. El plano por Po(1,0,—2) y perpendicular al vector 
n= 3i — 4j + 0k tiene por ecuación: 


3(x—1) — 4y +0(z+2)=0 ó 3x — 4y — 3 = 0. 


Sus cosenos directores (cosenos directores de la normal) son 3/5, 
—4/5, 0, y entonces el plano es paralelo al eje z (por ser su normal n 
perpendicular a z). 


b») Ecuación normal o hessiana. — Por la distributividad 
del producto escalar ($ 60-5, a) puede escribirse [60-43] en 
la forma 


160-46] r.n= r.n , 
y observando que si n es unitario: 


1°) Sus componentes son los cosenos directores del plano, 
que llamaremos a do, Ug; 
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29) ro. n, por ser ($ 60-5, a) la proyección de ro sobre n, 
da la distancia p del origen O al plano (medida desde O al 
plano en el sentido elegido para n); tendremos: 


[60-47] xa, + yaz + zaz = p. 


En esta ecuación, lamada 
normal o hessiana, la distancia 
de O al plano es p >0 si se 
elige n hacia el semiespacio 
que no contiene el origen O 
(fig. 202). 












NoTA 7. En el plano, la ecua- 
ción normal o hessiana de la recta 
es (cfr. nota 5) 


[60-48] COM + Ya =P , 


X siendo p la distancia del origen O a 
Fig. 202 la recta, y 01, da los cosenos direc- 
tores de su normal. 


ba) Ecuación general. Cosenos directores y distancia a un 
punto. — Vimos (b,,b2) que un plano se representa por una 
ecuación de primer grado en x, y, z. Recíprocamente, toda 
ecuación de primer grado 


[60-49] 041% ++ 09Y + Az + 44 =0 


con Qi, 42, Ag no Simultáneamente nulos, representa un plano, 
por lo cual se llama a [60-49] ecuación general del plano. En 
efecto, dividiendo [60-49] por + Va: + a+ a se la lleva a 
la forma normal [60-47], y entonces los coeficientes 4, 42, Us 
son parámetros directores del plano [60-49] siendo sus cose- 
nos directores, y la distancia del origen a él, dados por: 
Ob; 

[60-50] y == == | = . 

3 + V 01? + a22 + a3? , (è 1, 2, 3) , 


— l4 


+ y 0 + 02? + ag? ' 

En general (cfr. nota 8) elegiremos el signo de las raíces 
de modo que resulte p > 0 (cfr. b2). En la aplicación práctica 
es importante recordar que si un coseno director resulta posi- 
tivo (negativo) se refiere a un ángulo agudo (obtuso). 


[60-51] p 


EJEMPLO 2. Sea el plano 2x — 3y 4+ 6z = 5. 
La ecuación no es normal, pues la raíz de la suma de cuadrados de 


los cooficientes directores es V4+9-+36=7, pero se convierte en nor- 
mal dividiendo por 7 y resulta: 


2x 3y 6z 
E Ea 


A 
23 
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Los cosenos directores son: 2/7, —3/7, 6/7, y la distancia del origen 
al plano es 5/7. 


NOTA 8. En los haces de planos paralelos conviene adoptar para to- 
dos éstos los coeficientes a, de uno (lo que equivale a fijar un sentido 
en la normal) y entonces toma p valores positivos o negativos según la 
posición del plano. 


La distancia entre dos planos paralelos: 
At + aY + asz + 04 =0 ; 013 | 022 + Agr + ar =0 


es por consiguiente a', — a4 si estas ecuaciones están en forma 
normal. En caso contrario, habrá que dividirlas precisamente 
por ya? + a? + ag’. 

La distancia del punto (xo, Yo, 20) al plano [60-49] se ob- 
tiene trazando por este punto el plano paralelo 


aı (£ — xo) + az (Y — Yo) + a(z — z2) =0 , 
o sea 


[60-52] At F aY + aaz = £o + U2Yo + Q3Zo , 


y la distancia del punto al plano [60-49] es la distancia entre 
los planos [60-49] y [60-52], es decir 


[60-53] ds 041%o + 0U2Ya + Uzlo E l4 i 
Va? + a? + aa? 
. Luego, la distancia de un punto a un plano es el valor que 
toma en ese punto el cuatrinomio de la ecuación normal. 
Para to = Yo = Zo = 0 se obtiene el signo de d en [60-53] 


que corresponde al lado del plano donde está el origen, una vez 
fijado el signo del radical del denominador. 


b,) Casos particulares. — 1°) La condición para que el plano [60-49] 
pase por el origen es a.=0, es decir que se anule el término indepen- 
diente (cfr. bx). 


29) Si y sólo si en [60-49] falta una variable, es decir se anula su 
couficiente, el plano es paralelo al respectivo eje de coordenadas. Por 
ejemplo si aa =0, la ecuación 

ax +|ay + 4a4=0 , 
qe on cl plano (x,y) representa una recta s, representa en el espacio 
w, y,£) un plano por s y paralelo al eje 2, pues si Po(%o, yo) es un 


punto de a, satisfacen a la ecuación todos los puntos del espacio (xo, Yo, 2) 
ron z arbitrario. Cfr. ejemplo 1. 


br) Plano por tres puntos. — Dados tres puntos no alinea- 
don (21, Y1, 21), (L2, Y2, 22), (Ya, Ya, 23), la ecuación 


xx y z 1 
160-54] e Me T 

Ya Yz Za 1 

Za Ya Zg 1 
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es de primer grado y se satisface por las coordenadas de los 
tres puntos; luego, representa el plano determinado por éstos. 
Otro modo de escribir la misma ecuación es: 


g% — Li Y — Yı Z — £1 
[60-55] T2 — vı Y2 — Yı 22—%1 = 0 
Lag — 1 Yz — Yı 23— %1 


que se deduce restando la segunda fila de cada una de las 
otras. 


EJEMPLO 3. Plano determinado por los puntos (2,—1,5), (4, 0,—-3), 
(1,2, 1). 
—2 y+1 2-5 
2 1 —8 | =0. 
—1 3 —4 


NoTAs: 9. En el caso en que la ecuación [60-54] o su equivalente 
[60-55] tenga todos los coeficientes nulos, es decir, sean nulos los tres 
menores complementarios de los elementos de la primera fila de [60-55] 
y por tanto se verifique: 


a gg €. A D 


están alineados los tres puntos en virtud de [60-39]. 

10. Los puntos P(x,y,2) y Pi(x,, ys, 2:), (¿=1, 2,3), son coplanares 
si y sólo si lo son los vectores P-P, P,P, PPs y así resulta también de 
§ 60-7, a, la ecuación [60-55] y su equivalente [60-54]. Esta deducción 
muestra también que para cualquier punto P(x,y,z), el volumen del te- 
traedro de vértices P y P,, es la sexta parte del primer miembro de 
[60-54], en valor absoluto. 


b) Forma segmentaria. — Si los parámetros directores 01, dz, Us y 
el término independiente a, de [60-49] son distintos de cero, es decir (b,) 
si el plano no es paralelo a ningún eje de coordenadas ni pasa por el 
origen, obtenemos una interpretación geométrica interesante. Haciendo 
1 =z=0, el segmento a que el plano interseca con el eje x, o sea la 
abscisa de la intersección con el eje de abscisas, resulta a =——as/as. 
Análogamente (fig. 202) b=—as/az, c=-—as)/d. Luego, dividiendo 
[60-49] por —a, resulta esta ecuación, que puede formarse directamente, 
conocidos a, b, c 


de ja 
[60-56] a + b + 


c 


= 


EJEMPLO 4. Plano que interseca sobre los ejes segmentos 2, +3, 
-1. La ecuación de dicho plano es 


E UE 
2z tg z= 


c) Otras formas de las ecuaciones de la recta. — cı) For- 
mas direccionales. — C,,) Rectas por un punto. — Eliminando 
el parámetro u entre las [60-38], o bien [60-39], resultan es- 
tas formas (la segunda normalizada) de las ecuaciones de la 
recta por un punto P y parámetros (cosenos) directores as, 
(Uy, (y (01, o, a) : 
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x — Y Y — Y 2 —£ 
[60-57] A IÓ 2 
Qı Aa A3 


[60-58] z — Zo — Y — Yn Z Z — 2o 


= — E 


NoTA 11. Si se anula uno de los cosenos directores, el reemplazo di- 
recto en [60-58] pierde significación, pero al ser la recta perpendicular 
al correspondiente eje, es constante la respectiva coordenada, de modo 
que por ejemplo si as =0 las ecuaciones de la recta son 


[60-59] AA EE e a 
Qı Qs 


Con el convenio de anular el numerador cuando se anula el denomi- 
nador, pueden adoptarse las ecuaciones [60-58] como válidas en todos los 
casos. 


C12) Recta por dos puntos. — Si la recta [60-57] pasa tam- 
bién por P,(x,, Y1, 21), las diferencias de coordenadas homólo- 
gas £, — Lo, Y1 — Yo, 21 — Zo son parámetros directores ($ 60-3, 
nota) y resulta entonces de [60-57] 


[60-60] AO e: CO A 
Tı — To Yı — Yo Zı — Zo 


NoTA 12. Si Po y P, tienen dos coordenadas homólogas iguales, el 
reemplazo directo en [60-60] pierde significación; pero al ser la recta 
perpendicular al correspondiente eje, es constante la respectiva coorde- 
nada, de modo que por ejemplo si zo= Z, las ecuaciones de la recta son 
(cfr. nota 11) 


[60-61] AA AZ e 
1 — Xo Yı — Yo 


c2) Forma general de las ecuaciones de la recta y conse- 
cuencias. — c21) Vimos en c, que una recta se representa por 
dos ecuaciones de primer grado en x, y, z. Pero recíproca- 
mente, un par de ecuaciones de primer grado en 2, y, 2: 


[60-62] f P = mz + ay + az + a, = 0 
Q bix + boy + baz + b4 = 0 ; 


vopresenta una recta como intersección de dos planos. Pues los 
puntos (,7, 2) que satisfacen ambas ecuaciones [60-62] son 
los que están en ambos planos a la vez, es decir los de su in- 
lernección y sólo ellos. 


IE 


“»») Cualquiera sea /, el plano 
160 63] P —ìQ=0 
pisn por la recta [60-62], pues todo punto de la recta 


l Q O0 verifica [60-63]. Considerando à como un paráme- 
tro, |160-63] representa un haz de planos de arista P =Q =0. 
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C253) Entre los planos del haz [60-63], los que proyectan la 
recta [60-62] paralelamente a cada eje de coordenadas se ob- 
tienen eliminando entre ambas ecuaciones [60-62] la corres- 
pondiente variable (b,). Procediendo así se obtienen las lla- 
madas ecuaciones reducidas de la recta 


[60-64] y=Mmc+h ;z2=nx+k , 
como intersección de dos planos proyectantes. 


EJEMPLO 5. Planos proyectantes de la recta de ecuaciones 
8z — 2y + 2 = l; 
e + y—2z2 = 2. 
Sumando, se elimina z y resulta: 4x — y=3 
Sumando a la 1? ecuación el duplo de la 23; 5x— z=5 
Restando de la 1% ecuación el triplo de la 2%: 5y — 4z = 5. 


Si se desea proyectar la recta P = Q = 0, desde un punto 
propio (x;,, Yı, Z1), el método más sencillo y rápido es éste: para 
que un plano del haz [60-63] pase por el punto (x,, y, 21), éste 
debe satisfacer a la ecuación, y sustituyendo las coordenadas 
se despeja el valor de À. 


EJEMPLO 6, Sea la recta de ecuaciones: 
2x — By — 2=2 
a + 5y — 2z = 2. 

El plano que la proyecta desde el origen, se obtiene eliminando el 
término constante, y para ello basta restar, resultando así el plano: 
x — 8y +z =Q. 

Para proyectar la misma recta desde el punto (1,—2,1), restare- 
mos de cada una de ellas, la otra multiplicada por À 

(2x — 38y — z — 2) = ì (x + 5y — 22 — 2). 


Y sustituyendo las coordenadas (1,—-2,1) resulta: 1=—-"/1. 
Por tanto, la ecuación del plano proyectante es: 31lx — 14y — 232 = 
= 36, 


NOTA 13, LEY DE DUALIDAD. — Los coeficientes u, v, w de la ecua- 
ción del plano: 
ux + vy +w+1=0 
so llaman coordenadas plückerianas del mismo. Fijados, x, y, z, todos los 
planos (u,v, w) que satisfacen a esta ecuación forman la radiación que 


tiene ese vértice. Toda propiedad de incidencia de puntos, rectas y planos 
tieno su correlativa o dual sustituyendo los puntos por planos y viceversa. 


d) Angulos, paralelismo y perpendicularidad, — Teniendo 
presente que los cosenos directores de un plano son los de su 
recta normal, que el ángulo de dos planos es igual al de sus 
normales y el que forma una recta con un plano es comple- 
mentario del que forma con su normal, que una recta es per- 
pendicular (paralela) a un plano si y sólo si es paralela (per- 
pendicular) a su normal, resulta de $$ 60-5, e y e, y 60-6, a, 
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que si (a1, az, a3) y (Bı B2, B3) son ternas de cosenos directo- 
res de dos elementos geométricos de los que estamos conside- 
rando (rectas y planos) : 


dı) Para elementos homogéneos (recta con recta o plano 
con plano): 


[60-65] cos9 = asf, + aBz + asfa, (9 = ángulo que forman). 
[60-66] A D y en especial a; = + B;: paralelismo. 
[60-67] a:ßBı + aß + aza = 0: perpendicularidad. 

d) Para elementos heterogéneos (recta con plano): 
[60-68] sen = asf, + az + asBa, (9 = ángulo que forman). 
[60-69] af, + a2 + as$a = 0: paralelismo. 


[60-70] pde, e E Ma , y en especial ai = + ĝi: 
bi bo ba’ 
verpendicularidad. 


EJERCICIOS 


1. Verificar que con la notación de $ 60-1, nota 4, se tiene: 
(A—B) + (BC) + (C—D)=A—D , 
es decir, el mismo resultado que simplificando formalmente. 


2. Dada la recta r, (y = 2x — 1, 2=—x-+3) determinar: 1%) Las 
componentes del vector axial cuya línea de acción es dicha recta r, forma 
ángulo agudo con el semieje z > 0 y tiene módulo 6; 2%) El módulo y 
las otras componentes del vector axial cuya línea de acción es la recta r 
y tiene como segunda componente + 4. 


3. Módulo, componentes y línea de acción orientada r del vector fijo 
cuyo origen es el punto (0, —1, 3) y el extremo (2, 3, 1). 

4. Probar que la condición necesaria y suficiente para que los .ex- 
tremos de tres [cuatro] vectores a, b, e [a, b, e, d] con el mismo origen, 
ustén en una recta [plano] es que existan tres [cuatro] números a, PB, y 
[a, P, y, 58] no simultáneamente nulos y tales que: aa + Bb + ye= 0, 
4-1-B+y=0, [aa + Bb + ye + dd =0, a +84 Y+06=0]. 

5. Determinar una relación entre las componentes a, del vector a 
a que sean linealmente dependientes los vectores a(d az 4), 
p —1,7) y c(3,—6,3). Caracterizar geométricamente la condición ha- 

nda, 


6. Descomponer el vector a = 14i — 13) — 3k en tres vectores r, 8, t 
cuyas respectivas direcciones tengan parámetros directores (2,1, 5), 
( 2,4,0), (—1,—23,4). Discusión de casos imposibles e indeterminados. 

7. Probar que la ecuación OX OA=0A.OA representa un plano 
por A y perpendicular a OA. 

8. Demostrar el teorema del coseno c° = a? + b? — 2ab cos C mediante 
el producto escalar. 

Y. En el plano de dos vectores ay b no paralelos, dar un vector e 
perpendienlar a a. 
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10. Si en un tetracdro ABCD dos pares de aristas opuestas son orto- 
gonules, lo mismo ocurre con el tercer par. 


11. Sca ABC un triángulo esférico, O el centro de la esfera, Bı y Cı 
las proyecciones de B y C sobre OA. Multiplicando escalarmente las 
iguuldudes: 

OB == OB, + B,B , OC = OC, + CC , 
obtener el teorema del coseno de la trigonometría esférica: 
cosa = cosbcosc + sen bsenccos A. 
12. Probar e interpretar geométricamente las identidades: 
19) (a+b)? + (a—b)? = 2(a? + b*); 
29) (a—b)A(a+b) = 2aAb. 

13. Si cada cara de un tetraedro se representa por un vector normal 
hacia el exterior y de módulo proporcional a su área, la suma de los vec- 
lores es 0. 

14. Siendo la incógnita el vector x, resolver: 1%) aAx=—aAb; 
2%) a.x—a.b; 3%) El sistema de las dos ecuaciones anteriores. 

15. Probar que si a, b, e no son coplanares, el sistema de ecuacio- 
nes: a.x=a; b.x=f; c.x=y tiene la solución única 

x= [obAe + fBcAa + ya Ab]/(a,b,c). 
16. Dada la base (€,, €2, €) y definida la base recíproca (e',e*, e*) me- 
diante las condiciones 
er. = ôn , (06, =0 si rs; =1 si r=3s) , 
probar que es 
e = (es es) / (€1, €, €) 5 €” = (es A es) /(€,, €2, €) ; 
e” = (e,Ae2)/(€1 ezes) ; (€, es, es) (el, e?, e”) = 1. 

Aplicarlo al caso 

17. Condición necesaria y suficiente para que una base sea auto- 
recíproca. 

18. Demostrar que las componentes llamadas contravariantes 
(w, u’, u?) de un vector u respecto de la base (e, e» es) se encuentran 
mediante u' =u.e' (i= 1,2,3), mientras que las componentes llamadas 
covariantes (v,, V2, Va) de un vector v respecto de la base recíproca 
(el,e?,e*) se encuentran mediante v, = v.e;, (¿=1, 2,3), Demostrar que 
el producto escalar viene dado por u.v—>3.¿4'W, —= 3,4,v*. 

19. Productos escalar y vectorial de los vectores 

u = 5e, — 3e: + 2e , v = 3e + @& — 46 
sirviéndose del sistema recíproco (e', e*,e*) del (e,, ez, es) donde 

e = 2 +j+5k , e= — 2 +4 , €) =— li — 33 + 4k. 

20. Determinar el volumen del paralelepípedo abarcado por tres vec- 
tores u, v, w referidos a una base cualquiera (e, ese»); aplicar a los 
datos del ejercicio anterior con w = 2e, + 4ez—7es. 

21. a) De la ortogonalidad de uA(vAw) a u y a vAw deducir 
que ha de ser 
v w 

uå (vw) =À 
uy uw 
b) Aplicando la fórmula anterior a vA (vA w), mediante el módulo, 
dirección y sentido de {v A (vA w)) A v, demostrar que es 
v vw 
A(vA = 
VANTAN) v vw 
o) Deducir de ésta que en a) es siempre à= + 1, es decir, [60-35]. 


, 





) 
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22. a) Demostrar [60-35] mediante las cxpresiones en coordenadas; 
b) De ella deducir UuA (vAw) +vA(wAu)+wA (uA y) —0. 
23. Indicar los casos en que se cumple (uA yv) A w=— uA (vA w). 


24. De [60-34] y [60-35] deducir la identidad de LAGRANGE para el 
producto escalar de dos productos vectoriales: 


u.u u.v 
uå vyv). (v Av) = 
( ).( ) oey 


25. Del ejercicio anterior deducir (CAUCHY-SCHWARZ, cfr. nota II, 
b): 








(u Av)! = u?. v — (u.v) > 0 , 

dándose la igualdad cuando y sólo cuando u y v son linealmente depen- 
dientes, 

26. De [60-31], [60-34] y [60-35] deducir: 

(aåb)A(cAd) = (c,d,a)b — (b,c,d)a = (d,a,b)c — (a,b,c)d. 

27. Del ejercicio anterior deducir la siguiente expresión de un vector 
d como combinación lineal de tres vectores no coplanares a, b, c: 
(b, c,d) (c,d, a) (d,a, b) 
(a,b,c) è — (a,b,c) ? H (a,b,c) ™ 


28, Sea ABC un triángulo esférico y O el centro de la esfera de ra- 
dio 1 que lo contiene. Aplicando el ejercicio 26 a los vectores OA, OB, 
OC, OA y OA, OB, OC, OB, deducir la relación (teorema del seno) : 


sen a sen b sen c 


senA ` senB ` senC * 

29. a) Ecuación de la recta que pasa por el punto (3,—2,1) y es 
perpendicular al plano 3x—y+2>=5; b) Ecuación del plano que pasa 
por (2,4,—3) y es perpendicular a la recta y=3x +2, 2=2x—1; 
c) Ecuaciones de los planos perpendiculares a la recta anterior y a la 
distancia 2 del origen. 


30. Angulo de la recta x/V3=y, 2=0, con el plano 2x + V3y + 
+ V22=4. 


31. Intersección del plano 3x — 2y + z= —6 con la recta de ejerci- 
cio 29, b. 
32. Probar que el punto G tal que (cfr. § 84-6): 
MOA: + Eu + MOA; 
Mma + ... -H Me z 


tamado baricentro del sistema de puntos A, ..., Ax, con las masas 
Ma, -.., Mz, NO depende del punto O, y en consecuencia (tomando O = G) 
está caracterizado por la propiedad: >m,GA,=0, 


d = 


OG = 


33. Probar que si a cada punto A, (ejercicio anterior) se aplica una 
fuerza mg, la suma de los momentos GA; å mig respecto del baricentro 
G es nula cualquiera sea el vector g, y respecto de otro punto M, igual al 
momento de una única fuerza f =(m: + ... + m:,)g (resultante), aplica- 
da en G. 


34. Interpretar geométricamente las identidades triviales: 


atoto =(a+2¥e) = (r258) = (e4224), 


cuando a= OA, b= OB, c= 0C. 
35. Probar que dados un punto O y dos vectores libres u y m tales 


a 
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que u.m = 0, existe un único vector deslizante Ju,rp ($ 60-1, nota 3; 
vector u en la recta r) de momento m respecto de O. Entonces el vector 
deslizante pvede indicarse O(u, m), por sus coordenadas vectoriales res- 
pecto del punto O. 


36. Probar que si OO’= a, es (ejercicio anterior): 
O(u,m) = O'(u, m —a å u). 


$ 61. TRANSFORMACIONES LINEALES 


1. Transformación de coordenadas. — a) Dado un punto 
P (x1, 22, Ya) en un sistema de coordenadas cartesianas ortogo- 
nales O(i, j, k), nos proponemos calcular sus coordenadas x2',, 
%'2, X's en otro sistema también ortogonal O'(i', j”,k'), Ante 
todo debemos ubicar el nuevo sistema con respecto al primiti- 
vo, dando las coordenadas (x°, £2, %3) de O”, y el cuadro de 
cosenos directores de cada uno de los nuevos ejes, que es a la 
vez cuadro de productos escalares de los versores fundamenta- 
les de una y otra terna: 


L'i ce xy 





[61-1] 1 | da dea ds hs Td 
Zz | da he ha 5 hs =1.j ... 
Xa las hos lag haa = ï. k, Sigii 


Entre los vectores r= OP, 
r”=0'P que sitúan el punto 
P en uno y otro sistema de 
coordenadas, y el ry=00', 
existe la relación (fig, 203; 
nota III, a) 

r=!rm—fífo , 
o Sea 
[61-2] 2,1” + x'2J! + xk’ = 
= (gı — X? )i + (£2 — 8) j + 
+ (23 —29)k. 
Xi i Multiplicando escalarmen- 
S te por ï’, ï y k’ resultan las 
fórmulas de transformación para pasar del sistema O(i, j, K) 
al O' (ï, f, kK): 
xi = 1 (21 — æ?) + h (£2 == xo) + lus (Ya = £a?) 
[61-3] 22 = ha (Xi — X1?) + d2 (£2 — £20) + dos (L3 — T3?) 
L'a = ha (2, — 210) + han (Lo — 22) + das (La — xa?) . 


Para obtener las fórmulas para pasar recíprocamente del 
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sistema O'(í”, J',k') al O(i, j,k) basta multiplicar escalarmen- 
te [61-2] por i, j, k: 


Zi = hi1 + hala + hata + 24 
[61-4] Ya Mti + Aex’ + hazta + To 
£a = Mat'i + heal + deals + xa. 


b) Casos particulares. — b,) Si el nuevo sistema se ha ob- 
tenido por traslación del primitivo, se tiene A,, = ra donde el 
símbolo ð. (delta de KRONECKER) vale 1 si r= 8s, 0 si rs, 
y las [61-3] se reducen a 


[61-5] zi = zı — 2 , Zz = Zo — Xð , La= La — Lol. 
b) Si los orígenes coinciden: O’ = O, se tiene: 


2% = Muti F M82 + À1%3 
[61-6] x; = Mirr, Ó 
1 


k 


I M o 


22 = Matı + hoola + A233 
ha1la + Agoto + Asta 


3 Tı hut’ F dat’ Y hn 
[61-7] zi = Y hulk Ó 322 Mti F desta + data 
Ra Ya = har + hats + hats. 


c) Multiplicando escalarmente entre sí los versores funda- 
mentales de una u otra terna se ve que los elementos del cua- 
dro [61-1] cumplen las siguientes 12 relaciones que el lector 
hará bien en escribir im extenso: 


2x3 


3 3 
[61-8] 2 Arahre = dat , E  hudir = dat > 


r=1 r=1 


(s, £ = 1, 2, 3,). 


De estas relaciones resulta que si A = det 4<A,,p es el de- 
terminante formado con los elementos del cuadro [61-1], es 
(§ 13-6): 


[61-9] A? = det {ìn}? = 1 <. Jal=1 , 


lo que también resulta de § 60-7, a. 


2. Transformaciones lineales y matrices. — a) De un grupo 
de fórmulas de transformación tal como [61-6] pueden darse 
dos interpretaciones geométricas: como relación entre las coor- 
denadas de un mismo punto P en dos sistemas (tal como en 
$ 61-1), o como transformación o representación del espacio 
en sí mismo, que hace corresponder al punto P(x,, t2, 23) Otro 
punto Q(y:, Ya, Ya), ambos referidos al mismo sistema de coor- 
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denadas. De estas dos interpretaciones, que llamaremos alias 
(el mismo punto es llamado de otro modo) y alibi (el punto 
so transforma en otro) nos convendrá ahora adoptar la se- 
gunda. 


bL) La [61-6] es un caso especial de transformación lineal, 
ya definida en $ 15-7. Limitándonos en este apartado al pla- 
no, una transformación lineal A es la que hace corresponder 
a cada punto P(x,,x2) otro punto Q(y,, Y) mediante las re- 
laciones 
[61-10] Y, = 011%; + Q1oz , Y2 = 021% + az% ; 
donde los coeficientes a;, son constantes. 


EJEMPLOS: 1. Una rotación Ry en un ángulo q alrededor del ori: 
gen es una transformación lineal, pues 


[61-11] Yı = xı Cos Pp — XaSENQ ,» Ya = %1SEeNQ + xıcos op. 
Estas ecuaciones pueden obtenerse fácilmente observando que se pasa 
del número complejo x=, + ixa al y=y, + ¿ya multiplicando por 
rt — coso + iseng ($$ 9-5, b, y 45-3, b). 
2. La homología especial H;: 
[61-12] Yı = Yi 7 Ya = kze. 


3. Para k=0 en el ejemplo anterior, se tiene la proyección sobre 
el eje x, H= P: 


[61-13] Y = Yi , Y: = 0. 
La transformación [61-10] entre los puntos P del plano, 


puede interpretarse también como transformación entre los vec- 
tores x = OP que los sitúan desde el origen, y pondremos: 


[61-14] y = Ax. 
De [61-10] resulta enseguida: 
[61-15] A (aa +ßb) = aAa + fAb , 


es decir: el vector transformado de una combinación lineal es 
igual a la combinación lineal, con los mismos coeficientes, de 
los vectores transformados. 

Recíprocamente, toda transformación A que cumpla la con- 
dición [61-15] es lineal. 

En efecto, considerando los transformados de los versores 
fundamentales i, j, expresados a su vez en coordenadas 
[61-16] Ai = ani + aj , Aj = 0121 + 022) , 
tendremos por [61-15]: 


y = A(2%i+ 223) = Ai + 22Aj = 
= (011%; + a1202)i + (091% + 02282)j , 
lo que nos muestra que la transformación A se puede escribir 
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[61-17] Yi = 011%1 + Q12la > Ya = 021% + Q22% , 
y es por consiguiente lineal. 


Llamaremos matriz de una transformación lineal [61-10] 
en un sistema de coordenadas, a la matriz 


A Di aiz } Ñ 


Q21 Q22 


Comparando [61-16] y [61-17] vemos que las componentes 
de los transformados de los versores fundamentales, dan las 
columnas de la matriz de la transformación. Esta observación, 
que vale también en el espacio y en cualquier número 'de di- 
mensiones, facilita la escritura de las fórmulas de transfor- 
mación en dos pasos así: 


1%) Se escriben las expresiones de Ai y de Aj, y con ello 
la matriz (por columnas) ; 


29) Se utiliza dicha matriz (por filas) para escribir las 
ecuaciones de la transformación. 


EJEMPLO 4. Para la rotación Ry (ej. 1) es: 


19) Rọ i= cospi + sen gp], 


Rọ j = cos(q + 2a)i + sen(p+31)j= — sengi + cosg), 
y entonces: 
R, = { cos p — sen } 
F sen y cos p 


29) De aquí resultan las ecuaciones [61-11]. 


3. Producto de transformaciones. Transformación inversa. 
— a) Si a un punto P(x,, x2) del plano [P (x,, 22, 23) del es- 
pacio] le corresponde Q(y,, Y2) [Q(Y,, Y2, Ya) ] por la transfor- 
mación lineal A: 


[61-18] Yi = klikk , 
y a Q le corresponde R por la transformación lineal B: 
[61-19] Z; = D;b;Yi , 


se pasa directamente de P a R por una transformación lineal: 
[61-207 z; = Sibj¡ (240 51t%) = Ex (2:Dj:05x) E = ExCjiUr , 
con | 
| 61-21] Cik = N;Dj¡Q;. 
La transformación lineal [61-20] se llama (ver § 15-7) pro- 


ducto BA de las transformaciones: lineales [61-18] y [61-19], 
y la matriz C = {cj} de elementos c; dados por [61-21] se 
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llama matriz producto de las matrices B = {bi} y A = {Qir} 
indicado por 


[61-22] C = BA . 


de modo que el elemento de fila j y columna k en la matriz 
producto es el “producto escalar” de la fila j del primer fac- 
tor B por la columna k del segundo A. La definición de pro- 
ducto se aplica a matrices rectangulares cualesquiera, pero co- 
mo estas líneas deben tener igual longitud, el número de colum- 
nas del primer factor B debe ser igual al número de filas del 
segundo A. A una matriz Am,n de m filas y n columnas la 
llamaremos matriz de clase (m,n). Las matrices (cuadradas) 
de clase (n,n) se llamarán de orden n. 

De § 13-6 resulta: el determinante o módulo (§ 15-7) del 
producto de dos transformaciones lineales es el producto de los 
módulos de ambas. 

Obsérvese que en [61-22] los factores se consideran de de- 
recha a izquierda en lo concerniente al orden en que deben 
aplicarse las transformaciones lineales. 


b) En $ 61-1 hemos podido expresar con cada transforma- 
ción (21, La, Ya) > (Y1, Y2, Ya)=(%,, 2, 23) de las allí estudia- 
das, con módulo A= + 140, (§ 61-1, c), su inversa 
(Yis Y2, Y3) —> (21, %2, Xa). En general, si el módulo de la trans- 
formación [61-18] es A = det (fas) + 0, la transformación es 
biunívoca, y por la regla de CRAMER ($ 15-4) podrán expre- 
sarse las 2; linealmente en las y;: 


[61-23] Mk = EhkiY:. 

La matriz (2) se llama inversa de A, indicada por A”, El 
producto de las transformaciones [61-18] y [61-23] en un or- 
den u otro, conduce a la transformación idéntica: 

Yi = Yi , 0 bien Zr = Xx , 


de matriz 1= (0%), (Six =1 si ¿=k, Six =0 si 14<k), lla- 
mada matriz unidad, con elementos iguales a 1 en la diagonal 
principal y a cero fuera de ella. Se tiene entonces 


[61-24] AA = AA =I ; (AD)! =A 5») 
siendo adernás para matrices cuadradas de igual orden: 
[61-25] Al = IA =A. 

4. Operaciones con matrices y aplicaciones. — a) Algunas 


propiedades del producto de matrices se deducen fácilmente in- 
terpretando éstas como transformaciones lineales. Tal ocurre 
con la propiedad asociativa: 


[61-26] (AB)C = A(BC) , 
pues mejor que calcular los productos es probar que ambos co- 
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rresponden a la misma transformación lineal, realización suce- 
siva de C, B y A. 

En cambio el producto de matrices no es conmutativo 
($ 15-7), y la matriz inversa de un producto es el producto 
de las matrices inversas, pero en orden inverso: 
[61-27] (AB)? = BA », 
pues (AB) (BA) = A(BB-")A-* = AA“ =I1. 

Llamando matriz traspuesta de A a la matriz A” obtenida 


cambiando filas por columnas (aik = api), resulta de la regla 
de formación del producto: 


[61-28] (ABY = B'A?. 


b) Definiendo la suma de las matrices A = {ir} y B = {bir} 
de la misma clase (m,n), y el producto por un número 1, 
mediante 
[61-29] A +B = {airt bir} , M= (las), 
se comprueban de inmediato las leyes distributivas : 
[61-30] [ (A+B)C= AC + BC , ( A+A = }A + yA 
C(A +B) = CA +CB ? A(A +B) =121A+4+AB. 
El módulo (§ 3) de la operación suma de matrices es la 


matriz nula O = {0} cuyos elementos son todos ceros. Hay una 
matriz nula Om,„ en cada clase (m,n). 


Una matriz cuadrada A se llama simétrica (cfr. $ 13-7, c) 


si 

[61-31] A’ =À osea Qr = ik , p 

y antisimétrica o hemisimétrica (cfr. § 13-7, d) si 
[61-32] Æ’ = (—1)A = — A osea Qu = — lik , 


AA lii = 0). 


Toda matriz cuadrada A puede expresarse unívocamente co- 
mo suma de una matriz simétrica y una matriz hemisimétrica 
así: 


[61-33] A = HAFA” + HA—A”. 

c) Las potencias naturales de una matriz se definen. por 
los productos de ella por sí misma, siendo por definición 
[61-34] A%0=I. 

Dado un polinomio cualquiera 
[61-35] f(x) = Co + g + Cg? + ... F Cn , 
tendrá sentido escribir 
[61-36] T(A) =c1+CcA+c2A2+ ...+C.,A” », 
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por ser una expresión que representa una matriz cuyos ele- 
mentos están dados por las operaciones consignadas en el se- 
gundo miembro. Aún más, en el caso de que la serie que re- 
presenta cada elemento sea convergente, puede generalizarse 
lo anterior a funciones trascendentes de matrices y así tendrá 
sentido hablar de la matriz 


[61-37] B= e =I4A+ IP t 


Ar ten ) 


en este caso son siempre convergentes las series que represen- 
tan cada uno de los n? elementos de B, supuesta A cuadrada 
de orden n. 


d) Las matrices vectoriales, o matrices no cuadradas de 
una sola línea (fila o columna) resultan muy útiles para ex- 
presar mediante productos las transformaciones lineales, así 
como formas bilineales y cuadráticas. 


d,) Así, con las matrices: 
X1 Yi 21 
Ya | Y2 22 
[61-38] X = i n Y = ' Z= E 
La Yn | Zn | 
las transformaciones lineales [61-18], [61-19] y [61-20] pue- 
den representarse por los productos de matrices: 
[61-39] Y=AX ,)Z=BY , Z=CX = BAX. 


NoTA. El orden de las matrices factores en el producto [61-22] es 
inverso al de aplicación de las correspondientes transformaciones linea- 
les. Esto es consecuencia de la notación empleada. Si hubiéramos definido 
en cambio las transformaciones lineales A y B así (con las Y desarrolla- 
das en columna) : 


(4) Yi = Ir Lrt ; {antf =Å ; 

(B) Zs = 4 Ybu 5 {bup =B ; 

tendríamos 

(AB) Z; = Ju (Xerta) bi = Erts (Zi arbi) = Di Cidus 

siendo, con la misma definición de producto de matrices, 
idı} = AB. 


Las transformaciones anteriores se expresan mediante las matrices 
vectoriales de una fila X”, Y”, Z’, traspuestas de las [61-38] así: 


[61-40] Y’ = X'A > Z= YB : Z =(X'A)B = X'(AB). 
d:) La forma bilineal de orden n (ó n-aria) 


A 


[61-41] F = È Atiy = YX Lilk , 
ik=1 ik=1 
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es un polinomio lineal homogéneo en las variables x;, y tam- 
bién en las y,; puede expresarse como producto de matrices: 


[61-42] X'AY , 
cuyo resultado es la matriz de un solo elemento, igual a F. 


da) Para y; = x; en [61-41] se tiene la forma cuadrática 
de orden n (ó n-aria) : 


[61-43] $ = Di Dr = Dir = X'AX. 


En ésta podemos suponer que la matriz A de los coeficien- 
tes es simétrica. Basta para ello aplicar la descomposición 
[61-33] y observar que la forma cuadrática >»,,x;%, de una 
matriz hemisimétrica es idénticamente nula, pues sus térmi- 
nos se anulan dos a dos, por ejemplo 


hi21%2 + hatos = (hi2 + hzi) £x = 0. 


5. Transformaciones degeneradas. Dimensión. — a) Si la 
transformación lineal [61-18] que supondremos en el espacio 
tridimensional (1, k= 1, 2, 3) tiene módulo nulo A = det {ax} = 
= 0, se llama singular o degenerada. En este caso la caracte- 
rística k (§ 14-3) de la matriz A = {aix} puede valer 0, 1 ó 2. 


40) Si k=0 es ax = 0, y [61-18] transforma todo punto 
P (z1, £2, X%3) en el único punto Q(0, 0, 0). 


a1) Si h = 1 podemos suponer que hay en la primera fila 
de A un elemento as, +0; entonces ($ 14-3, a) las otras filas 
serán combinaciones lineales de la primera, o sea múltiplos de 
ella, con coeficientes m y n, y por tanto [61-18] transforma 
todo punto P (xı, £2, x3) en un punto Q de la recta 


Ya =MY1 , Yz = NY. 


Cada punto de esta recta es (§ 15-5) correspondiente de 
infinitos puntos (x,, %2, %3) que forman un plano. 


az) Si h= 2 podemos suponer que hay un menor principal 
($ 14-3) extraído de las dos primeras filas. Será entonces 
combinación lineal de éstas la tercera, con coeficientes a y fi, 
y por tanto [61-18] transforma todo punto P (x,, %2, X3) en un 
punto Q del plano: 


Ys = ayı + PYz. 


Cada punto de este plano es ($ 15-5) correspondiente de 
infinitos puntos (%1, £2, 23) que forman una recta. 


43) Si h= 3, el módulo de la transformación no es nulo, 
la correspondencia es biunívoca y la transformación lineal se 
llama regular o biunívoca. 
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b) Análogamente puede discutirse el caso de transforma- 
ciones lineales en el plano, o en un espacio lineal afín de n 
dimensiones (nota III) y resulta: el conjunto de vectores 
transformados por [61-18] es un subespacio vectorial (no- 
ta I, as) cuya dimensión es igual a la característica h de 
la matriz A = {Qir} ; 


NOTA. Diadas y expresiones diádicas. — Una transformación lineal 
A en el espacio Es queda determinada si se conocen los transformados 
Ai=1, Aj=]j', Ak=K' de los vectores de la terna ortogonal i, j, k, 


[81-44] x = (x.i)i + (x.3])j + (x.k)k 
resulta por la linealidad: 
[81-45] Ax = (x.i)? + (x.j)j + (x.k)K. 


La transformación Ax corresponderá a un movimiento, si la terna 
r, J', K' es también ortogonal, y del mismo sentido que i, j, k. 

La forma [61-45] de la transformación A sugiere de inmediato la 
generalización para cuando las ternas i, j, k é 1, j', K’, se reemplazan 
por ternas de vectores: 


[61-46] 41, 42, As , b,, ba, b, 


ortogonales o no; linealmente independientes o no. 


Si at, a, a? es la base recíproca ($ 60, ejercicios 16 a 19) de a,, as, as, 
puede expresarse todo vector x linealmente dependiente de ambas ternas 
mediante 


T (x.aa* + (x.a:)a? + (x .a:)aè. 
Toda transformación lineal Ax será entonces expresable mediante 
[61-47] Ax = (x.az)bi + (x.az)b: + (x.as)b: , 
si es Aa! = b, Aa = b, Aa’ = bs. 
La transformación [61-47] suele expresarse así: 


(x.a:)bı -+ (X. a:)ba -+ (X.as)bı = x[a:bı + azb: -+ asb,] , 


donde [aib, + azbz + asbs] suele llamarse expresión diádica y caracteriza 
la transformación A.por el paso de la terna recíproca de la (a:, as, as) a 
su transformada (bı, ba bs). 

Si se toma en lugar de una terna cualquiera (aa, as) la base 
(i,j,k), toda transformación lineal Ax se expresa por una expresión diá- 
dica de la forma [ii” +3j' + kk']. Cuando i', Y, k' son no-coplanares, 
la expresión diádica se llama completa y el conjunto de los vectores trans- 
formados por A es todo el espacio vectorial. 

Si í', j', K’ son coplanares pero no colineales, serán combinación li- 
neal do una base b, bz, y resulta 


Ax = (x.i)(Mbı -+ dba) + (x- j) (pb -+ b2) + 
+ (x.k) (%b, + v3b) = (X. aı)bı + (X. a:)bı = 
= X[a:bı + abı], 
dondo a: = Mi + mj +7:K, as = Mi + pj +’rk y es Aa = by, Aa = ba si 
a, as forman una base ortonormal. La expresión diádica transforma todos 


los vectores del espacio tridimensional en los de un plano. 
Si i’, Y', k' son colineales y paralelos al vector b, resulta 


Ax = (xi)Ab + (xj)ub + (xk)»b = (xa)b = x[ab], 
donde a=M+uj4+Yk y es Aa=b si a es unitario. 
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En este caso la expresión diádica se llama (GIBBS) diada (aunque 
muchos autores llaman también diada a una expresión diádica completa 
o también plana) y transforma todos los vectores del espacio tridimen- 
sional en los paralelos a b. 

Finalmente, si i' —j' —k'=—0, se tiene la expresión diádica nula. Las 
expresiones diádicas no completas se llaman degeneradas; lo son las pla- 
nas, lineales y nula. 

La condición necesaria y suficiente para que una expresión diádica 
sea completa es que ambas ternas (a, azas) y (bs, bz, bs) sean no copla- 
nares. 


6. Transformaciones lineales biunívocas. — De § 61-3, b, y 
§ 61-5, a, resulta que una transformación lineal es biunívoca 
cuando y sólo cuando es no-degenerada, es decir, su módulo es 
A £0. 


a) Transformación de variedades lineales. — TEOR. 1. En 
el espacio el transformado de un plano es un plano; en el plano 
la transformada de una recta es una recta. 

Refirámosnos al caso del plano [61-18] y [61-23] con 
i, k = 1,2. La recta 


[61-48] axı + bx +c =0 , (ar + b0) 

se transforma en 
a = na + hab , b’ = ìa + deb , 

que representa también una recta, pues los coeficientes 
a! = Mua + db , b’ = ha + eb , 


no son simultáneamente nulos al no serlo a y b en [61-48] 
por ser det {ài} =1/A 340. 


TEOR. 2. En el espacio, la transformada de una recta es 
una recta. 


TEOR. 3. En el espacio (plano) los transformados de dos 
planos (rectas) paralelos, son paralelos. 


TEOR. 4. En el espacio, las transformadas de dos rectas 
paralelas son paralelas. , 


El teorema 2 resulta del 1 considerando una recta como 
intersección de dos planos; el 3 de la biunicidad de la corres- 
pondencia, el 4 del 1 y 2 y la biunicidad, pues al plano x de 
las rectas paralelas r y s, corresponde un plano x’ que contiene 
a r' y s', que no pueden cortarse. 


NOTA. Por conservarse la dependencia lineal entre vectores en una 
transformación lineal biunívoca, y más generalmente en el grupo afín 
($ 61-7, d), la característica de las matrices de una forma bilineal [61-41] 
en distintos sistemas de coordenadas es la misma, llamada característica 
o dimensión de la forma bilineal. Si ésta es menor que el orden n ($ 61-4, 
da) do la forma, diremos que ésta es degenerada. Análogas definiciones 
puedon darse para una forma cuadrática. 
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b) Descomposición en transformaciones primitivas. — Una 
transformación lineal primitiva en el plano (n = 2) o el espa- 
cio (n=3) es la que deja invariadas n —1 coordenadas al 
pasar de P a Q. 


TEOR. 5. Toda transformación lineal biunívoca es producto 
de transformaciones primitivas. 


Refirámosnos al plano: [61-18] con i, k= 1,2, donde podemos supo- 
ner 41374 0, se descompone en las transformaciones primitivas 


1 = Mi, + Opa ; Y = É ; 
[61-49] [ ta = %a ? f Ya = (a2/01) € + (A/a,) a? 


do módulos au. y A/au no nulos. 


c) Significado geométrico del módulo. — TEOR. 6. En el 
plano (espacio), una transformación lineal de módulo A 0 
transforma un triángulo de área S (tetraedro de volumen V) 
en otro de área AS (volumen AV) y se conserva o invierte el 
sentido de rotación (sentido de una terna) según sea A >0 
óA<O, 


Limitándonos al caso del plano, basta considerar un triángulo OLM 
con un vértice en el origen. Considerando los vértices como puntos en el 
espacio: O(0,0,0), L(%, àa 0), M (m, 2,0) y formando el producto vec- 
torial 
Aa 
Ha 


vemos que el valor absoluto del determinante es 25, y su signo determina 
el sentido del recorrido OLM. El teorema quedaría demostrado si pro- 
bamos que el determinante queda multiplicado por A al transformar el 
triángulo mediante [61-18], para lo cual bastará probar que se multiplica 
por au al aplicar la primera transformación [61-49] (pues análogamente 
sa multiplicará por A/au al aplicar la segunda). Se obtiege, en efecto: 


tud + Aha Àa | Qud Aa | GizkAa Ae Ài Ma | 
mu pal” 


Tuy + Cia Ma Cispla Ha Aia H2 E 

7. Grupos de transformaciones lineales y afines. — a) Las 
transformaciones lineales biunívocas o no degeneradas ($ 61-6) 
del plano (n=2) o del espacio (n= 3) forman un grupo 
($ 5-12, b) respecto del producto de transformaciones ($ 61-3, 
a), que llamaremos grupo lineal La. 


bD) Las consideraciones del $ 61-1 conducen a un impor- 
tante subgrupo (Cap. III, nota I, b) de L,. Una transforma- 
ción lineal como [61-6] se llama ortogonal (lo mismo que su 
matriz), si se cumplen las relaciones [61-8] de ortogonalidad 
de líneas (cada línea está “normalizada” o es de “módulo 1” 
y “ortogonal” a otra paralela), que equivalen, llamando L’ a 
la matriz traspuesta ($ 61-4, a) de L = {Mx} a: 


OLAOM = | da 
Mi 





Qi 
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[61-50] LL’ = VL = I, osea: L’ = L? 
(obsérvese la transformación inversa [61-7]). 


El producto de dos transformaciones ortogonales es orto- 
gonal, como resulta del punto de vista alias en $ 61-1, ba, o 
bien de: 

(AB)? = BA" = B'A’ = (ABY ; 


en consecuencia, las transformaciones ortogonales forman gru- 
po, llamado grupo ortogonal O,,, subgrupo de L,. 


Para el módulo de una transformación ortogonal caben por 
[61-9] los casos A = 1, A = — 1. En virtud de $ 61-6, c, sólo 
en el primero se conserva el sentido de las ternas (o de rota- 
ciones en el plano). Las transformaciones ortogonales unimo- 
dulares (o de módulo 1) forman el subgrupo R, de las rotacio- 
nes alrededor del origen, del sistema de coordenadas (alias) o 
del espacio (alibi), (Rz, rotaciones en el plano; Rz, en el es- 
pacio). 


c) En el $ 61-1 hemos considerado transformaciones más 
generales que las lineales, de la forma 


[61-51] Yi = LO: + M5 o, 


llamadas afines. Las biunívocas (A = det {air} + 0) forman 
(en el plano o en el espacio) el grupo afín H,. Subgrupos 
importantes de éste son el lineal L,, y el grupo de las traslacio- 
nes Tn: Yi = 2%; +4;, isomorfo al grupo abeliano que forman 
los vectores mismos respecto de la suma. 

Otro subgrupo importante de H, es el engendrado por las 
transformaciones de R, y de T,, es decir el grupo de las trans- 
formaciones que resultan del producto o realización sucesiva 
de traslaciones y rotaciones. Es el grupo de los movimientos 
M.,, formado por las transformaciones de la forma [61-3] ó 
[61-4] con (2;x) ortogonal y A=1. 

El subgrupo de H, engendrado por O, y T, es más amplio, 
pues comprende movimientos y simetrías, se llama grupo eu- 
clídeo E., y es el formado por las transformaciones afines que 
conservan las distancias entre puntos, y sólo ellas. Dos figuras 
correspondientes en una transformación de E, son directa o 
inversamente iguales, 


d) El conjunto de las propiedades invariantes respecto de las trans- 
formaciones de un grupo constituye la geometría correspondiente al gru- 
po. Así, por ejemplo, en la Geometría afín puede estudiarse la depen- 
dencia lineal de vectores, que es invariante respecto de las transforma- 
ciones de H,, como lo es también la combinación lineal «a + fb, pues 
[61-15] vale para toda transformación de Ha. 

En la Geometría métrica euclidea, correspondiente al grupo E,, el 
invariante métrico fundamental es la forma cuadrática (ver nota III, b) 
que represenin la distancia. Toda propiedad afín es una propiedad mé- 
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trica (invariante en E,), pues E, es subgrupo de H,; pero la recíproca 
no es cierta, por ejemplo la distancia no es invariante en H, y entonces 
no cabe considerarla en la Geometría afín; una transformación afín con- 
veniente puede llevar un vector unitario a otro de módulo no nulo arbi- 
trario, respecto a la métrica euclídea. 


Por la introducción de las coordenadas homogéneas usadas en Geo- 
motría proyectiva podríamos definir el espacio proyectivo y considerar 
en él el plano impropio; el grupo homográfico en este espacio proyectivo 
os el formado por el conjunto de todas las transformaciones lineales de 
determinante no nulo y su invariante fundamental es la razón doble de 
cuatro puntos. Entonces las transformaciones afines aparecen como un 
subgrupo de las homográficas, precisamente el formado por aquéllas que 
dejan invariante dicho plano impropio (es decir, que transforman puntos 
del plano impropio en puntos del plano impropio), 

El grupo correspondiente a cada geometría introduce en el espacio 
que estudie dicha geometría la noción de “igualdad” que interesa en la 
misma ($ 1-5), 

La sistematización de las diversas geometrías (las anteriores y mu- 
chas otras) mediante sus grupos correspondientes y el estudio de las pro- 
piedades invariantes respecto de las transformaciones del grupo fué pro- 
puesta por FÉLIX KLEIN en su célebre programa de Erlangen (1872). 


EJERCICIOS 


1. Fórmulas de transformación si el triedro directo (%,, %s, va) gira 
en un ángulo de 45” alrededor de la recta x.=-—*s *a=0, de modo 
que desde P(—1,0,1) se ve girar el plano x,= x, en el sentido positivo 
de la trigonometría, 


2. Si en $ 61-1 es O0'=0 y las ternas de igual sentido, así como 
O(f,%a, '4) siendo Of intersección de los planos Oxıxaọ Oxx’, probar 
que con los ángulos de EULER 06—(%3,%%), p=(%,€), y =(f,%'1) el 
cuadro [61-1] es: 


ay $ Xa as 
cos ọ cos y — — cos q sen y — 
1 z X $ Y sen q sen 0 
— sen q sen y cos 0 — sen q cos y cos 0 
e o — en 
s sen q cos y + sen q sen y -+ — cos ọ sen 8 
+ cos q Ben xy cos 6 + COS q cos y cos 0 
La sen y sen 0 cos ysenó  ' cos 0 


Este resultado vale también si 06=0 6 0 =x [con y y y indeter- 
minados, ọ t y = (%,x'1)], dando así la forma más general de una ma- 
triz ortogonal de orden 3. 


8. Del ejercicio anterior obtener el teorema del coseno de la trigo- 
nometría esférica (cfr. § 60, ejercicio 11). 


4. De [61-11] deducir las fórmulas de adición: 
cos(a -+ p) = cosacos — senoseno ; senla+q)= ... 


5. Interpretar geométricamente las transformaciones en el plano: 
a) Yı = ær, Y= w; bD) =Z, Y= t; €) Yy—=0, Ya= Us. 
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6. Siendo 


1 3 O * —2 
A a 0 —1 5 >» X= / 0 l : 
1 1 0 z J 1 
19) Calcular AX; 29) ¿Está definido XA? 
7. Con las matrices 
id 101 me 0 0 
A NA i 


probar que el producto de matrices admite divisores del cero O. Interpre- 
tar geométricamente. 


8. 1%) Si una matriz cuadrada A tiene una inversa a derecha Ag” 
y una inversa a izquierda A,”* es invertible [es decir: a) ambas inversas 
son iguales, y b) únicas]; 2%) Si A es un divisor de cero a izquierda y 
tiene una inversa a derecha, tiene infinitas inversas a derecha. 


9. Probar que toda matriz cuadrada A conmutable (AB — BA) con 
toda otra de igual orden, es de la forma A1—318:/xp (matriz escalar), 
siendo 318::+ 341) = 4 Airt. 


10. Probar que con las definiciones [61-29] las matrices de clase 
(m,n) forman un espacio lineal (Cap. 11, nota III, b) Mn,.. Dar una 
base para el mismo. 


11. Probar que respecto de la suma [61-29] y producto ($ 61-3, a) 
las matrices cuadradas de orden n forman un anillo ($ 5-12, b). 


12. Probar que (A')”* —(A”*)', (matriz contragrediente de A), 


13. Calcular eA siendo 


_j20 11 
O 


§ 62. CUÁDRICAS 


1. Propiedades generales. — a) Después de los planos, las 
superficies más sencillas son las definidas por ecuaciones de 
segundo grado en coordenadas cartesianas, llamadas superfi- 
cies de segundo grado o de segundo orden o cuádricas: 


[62-1] anz? + azy? + Ogg? + 201204 + 201302 + 20242 + 
+ 20142 + 2024Y + 20342 + 044 = 0. 


La razón de elegir esta notación para los coeficientes se ve 
pasando a las coordenadas homogéneas usuales en Geometría *, 


* El punto P de coordenadas homogéneas (x, y, z, t) será si es t-4.0, el de coor- 
denadas ordinarias (x/t, y/t, z/t). Dos cuaternas de números no todos nulos se iden- 
tifican como representantes de un mismo punto, con la relación de equivalencia ($ 1-5) 

P(T, v, z, t) = Pla, y, 2, U) si 0/2 = y/y' = 2/22 = t/ť , 
donde uno o varios miembros pueden ser 0/0. Ln 
Estas coordenadas permiten representar igualmente los 'puntos del infinito” o “pun- 
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es decir, poniendo x/t, y/t, 2/t en lugar de gx, y, z. Resulta 
entonces la ecuación en forma homogénea 


[62-2] aug? + azy? + Qggz? + 201204 + Zarrz + 200yz + 
+ 2a axt + 2ao4yt + 20342t + d44t? = 0 , 


que con las notaciones x = %ı, Y = Xə, Z = ğa t= %4 para las 
coordenadas homogéneas, puede escribirse: 


4 
[62-3] Y Oi = O , Qik = Qki , 
i, k=1 


obteniéndose así la ecuación de una cuádrica por anulación de 
una forma cuadrática en cuatro variables, o de orden 4 
(§ 61-4, dz). 


b) Determinación de una cuádrica. — Como la ecuación 
[62-1], o bien [62-2] ó [62-3], tiene diez coeficientes y pode- 
mos dividirla por uno de ellos no nulo, quedan nueve indepen- 
dientes. Son, pues, necesarias nueve condiciones para deter- 
minar una cuádrica. 

Dar un punto (£, %2, La, x4) de la cuádrica es dar una re- 
lación Ya;;x;x, = 0 entre los coeficientes; luego, son necesarios 
nueve puntos para determinar una cuádrica. 


Cabe, sin embargo, que por nueve puntos dados pasen dos cuádricas. 
Basta, en efecto, imaginar dos cuádricas secantes y elegir nueve puntos 
de su intersección. 

Pero si por nueve puntos pasan dos cuádricas fÍ—0, py =0, también 
pasan las infinitas cuádricas del haz f—Aqp=0, cualquiera que sea el 
número A, pues se satisfacen para las soluciones comunes a ambas, luego 
resulta: 

Por nueve puntos pasa una sola cuádrica o bien infinitas. 

Otros modos de determinar una cuádrica son los siguientes: 

Por un punto y dos cónicas que tienen dos puntos comunes y están 
en distintos planos. En efecto, los dos puntos comunes, más otros tres 
elegidos en cada una, son ocho puntos. Sin embargo, el método más rá- 
pido para determinar cuádricas, cuando se dan cónicas, es el de la com- 
binación lineal, que llamaremos “método de las 1”. 


EJEMPLO 1. Consideremos la cuádrica: 
f= +4 2 + —x+2y=0 


y sus dos secciones por los planos y=0, 2=0. 
Para determinar una cuádrica que pase por estas dos cónicas y ade- 
más por el punto (1,1,2) consideremos la ecuación: 


f — ìyz = 0 
quo representa un haz de cuádricas, cada una de las cuales pasa. por los 
puntos comunes a aquella cuádrica y cada uno de los dos planos. Para 


ton Improplos” o “direcclones de las rectas” ($ 1-6, ej. 1) del espacio, para t = Q, 


convinlendo» en que cl punto improplo de la recta (x — zo)/a = (y — yo) /b = (z — zo) /o 
e Pia, b,c, 0). El Irctor conocedor de Genmetría proyectiva podrá suponer, para las 


prnpledsdoes que no seudo métriena, coordenadas proyectivas. 
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determinar la que pasa por el punto (1,1,2) basta sustituir estas coor- 
denadas, y de la ecuación en A que así resulta, se despeja el valor nu- 
mérico de este parámetro, que es: 


f(1,1,2) 8 


Luego, la ecuación de la cuádrica que cumple la condición impues- 
ta es: 


wi + 2y +2 — 4dyz — x + 2y =0. 


c) Reducción de la ecuación. — La ecuación general [62-1] 
no es adecuada para el estudio de la forma de la cuádrica. 
Éste se hace reduciendo [62-1] a una ecuación con menor nú- 
mero de términos, lo que haremos por traslación y rotación de 
los ejes de coordenadas ($ 61-1). El problema se completará 
en el $ 63-8, pero es conveniente, sin embargo, comenzar por 
el estudio de las diversas clases de cuádricas (que haremos en 
$$ 62-2 y 62-3) suponiendo ya completada esa reducción. 


d) Centro de una cuádrica. — Si la cuádrica [62-1] tiene 
un centro de simetría, tomándolo como origen de coordenadas 
desaparecen los términos de primer grado y recíprocamente. 
Para ver si existe un tal centro y hallarlo, efectuemos una 
traslación de ejes ($ 61-1) 1-=X +x0,Y=Y +Y,2=Z +20; 
tendremos 


an (X + 20)? + 2012. (X + 20) (Y + Yo) + 
+ 201 (X + zo) (Z + zo) + Lay (X + %0)+...=0 , 


donde sólo hemos escrito los términos que contienen X. 

Anulando los coeficientes de X, Y, Z vemos que las coor- 
denadas del centro (xo, Yo, 20) están dadas por el sistema de 
ecuaciones 


[62-4] ans + izy + Qiz + Cia =0 , (1=1,2,3). 


Para que este sistema no homogéneo (si fuera 014 = 024 = 
= (za = 0 tendría [62-1] centro en el origen) tenga solución 
única debe ser 


[62-5] Ass = det {dix} e 0 , (2, k = 1, 2, 3) , 


donde la notación A,, se debe a que este determinante es el 
complemento algebraico, o adjunto ($ 13-4, a) del elemento 
daa en el determinante de la forma cuadrática [62-3] 


[62-6] A = det {ax} , (i k= 1,2,3,4) ., 
llamado discriminante de la cuádrica, y cuya importancia ve- 
remos en § 62-5. 


Si una cuádrica tiene discriminante no nulo (es decir no 
es degenerada, $ 62-5), es [62-5] necesaria y suficiente para 
que exista centro, que entonces es único 
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A A A 
62-17 to = =, = 2# = 
[ ] 0 An Yo As , Zo Asa . 








NoTA. Es útil observar que cada primer miembro en [62-4] es mi- 
tad do una derivada parcial (§ 66-1) del primer miembro f(x,y,z) de 


In ecuación [62-1], de modo que el sistema para la determinación del 
eventual centro es 


of of of 
62-8 a a 
[ ] e a == 0. 


2. Cuádricas con centro. — a) Dejando de lado el caso en 
que se anula el discriminante [62-5], que trataremos en $ 62-5, 
si existe centro es único (§ 62-1, d), y tomándolo como origen 
de coordenadas, la ecuación carece de términos lineales. Como 
por rotación pueden eliminarse los términos en 2xY, Y2, 22% 
($$ 63-5 y 63-8), estas cuádricas se agrupan en cuatro tipos: 


x? y? g2 . f 
[62-9] ar + JE + F 1, elipsoide; 

g? y? z? ] , ] 
[62-10] az + Crd 1, hiperboloide de una hoja; 
62-11 g? y? 2? : , 
[62-11] ===.” 1, hiperboloide de dos hojas; 

x? y? z2 a . ; 
[OARA] m E 7 =1, cuádrica imaginaria; 


y llevadas a estas formas son también simétricas respecto de 
los planos y de los ejes de 
coordenadas. 

El cuarto caso corres- 
ponde a formas cuadráti- 
cas definidas negativas 
($ 63-7, a), estudiándose 
ahora la representación 
geométrica de los otros 
tres. Haciendo cero las 
otras dos variables, vemos 
que el número de términos 
positivos de los primeros 
miembros de estas ecuacio- 

Fig. 204. — Elipsoide. nes da el número de ejes 

coordenados transversos 

(de intersección real con la cuádrica), lo que una vez conoci- 

das las formas de estas cuádricas (figs. 204, 205 y 206) cons- 
tituye una regla cómoda para recordarlas. 
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b) El apo [62-9], de rea a, b, c, está contenido en el 
paralelepípedo |x| <a, |y|<b, |2| <e, pues cada sumando es <1 
por ser todos no-negativos, y corta a ios ejes de coordenadas en x= taq, 
y = + b, z= + cç respectivamente. 

La sección de la superficie por el plano z = zo es la elipse 


a 


q? 
ak? + e =Í , z=% , 
llamando 
Zo 
Bk=1=—B3<1 ; |o|<c. 
C 


Los semiejes de esta elipse son: ak Sa; bk Sb y van disminuyendo 
al crecer zo, hasta anularse para Zo=c, conservándose constante la ra- 
zón ak:bk = a:b. Todas las elipses son, pues, semejantes; y para zo >C 
no hay intersección (fig. 204). 


Casos especiales: 1. En particular, tiene interés el caso a = b, pues 
las elipses secciones por planos paralelos al xy son circunferencias. El 
elipsoide se llama entonces de revolución, porque se puede engendrar ha- 
ciendo girar la elipse meridiana de semiejes a y c alrededor del eje z. 
Si es c>a se llama elipsoide alargado; si es c< a se llama elipsoide 
achatado, o esferoide. 


2. Sia=b=c=r se tiene una esfera de radio r. Si el centro fue- 
ra C(&o Yo, Zo) la ecuación es 
[62-13] (a— m0)” + (y—Y)” + (22%) = P , 


pues los puntos que distan r de C verifican [62-13] y recíprocamente. 
Desarrollando se llega a una ecuación de la forma 


[62-14] t HPHH oa t Byt aail, 


sin términos en æy, yz, zæ, y con coeficientes de x°, y’, 2? iguales; deter- 
minándose centro y radio por 


£o = — ła , Yv = — B , %2 = — ły , 
P = xo + yë + zo — ô , 
para lo cual debe ser ò < x + yè +z”. 


[62-15] 


NOTA, No es menester recordar en la práctica esta condición sobre 
5, ni [62-15]. Basta llevar [62-14] a la forma [62-13] completando 
cuadrados, y en el segundo miembro, aparece 1. Si este segundo miem- 
bro resulta nulo, suele decirse que la esfera es de radio nulo; y si resulta 
negativo, que la esfera es imaginaria. 


EJEMPLOS: 1. Si la ecuación es a? 4 y + 7 + 4% — 2y — 6z = 0, las 
coordenadas del centro son: Xo = — 2; yo=1; zo=38. 

Para formar los cuadrados (x + 2)* + (y —1)* + (2— 3)? es preciso 
sumar 4 + 1+9=—14 a los dos miembros, y por lo tanto el radio es V14. 


2. Si la ecuación es a+ y?+ 24 4x—2y — 62 + 14=0, resulta 
r=0; es decir, la superficie se reduce al único punto real: x =—-2; 
y=1; 2=3, (Cuádrica degenerada, con discriminante nulo). 


Si en vez de + 14 el término constante es cualquier otro número ma- 
yor que 14, en el segundo miembro quedará un término negativo y no 
existe superficie esférica. Suele decirse que la ecuación representa una 
superficie esférica imaginaria para indicar que todas las soluciones de 
la ecuación son imaginarias. 
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e... 
$’ 


AAA 
/ 


Fig. 205. — Hiperboloide de una hoja. 


mado cono asintótico por 
acercarse indefinidamente 
al hiperboloide, pues al cor- 
tar ambas superficies con 
un plano por el eje z, se 
obticne una hipérbola y sus 
usíntotas. 

Si a=b el hiperboloide 
us de revolución alrededor 
del eje z. 


d) En el hiperboloide 
de dos hojas [62-11] (fig. 
206), las secciones con los 
planos æ% =% son las elip- 
sos semejantes 


E o 
a Pa? 
t = vo 5 


siendo k’ = (x*/a') —1>0 
para |z| >a. 

En cambio para |æ |< 
<a no hay intersección; es- 
ta nuperflcle tiene, en conse- 
cuencia, una hoja en el se- 
mlespaclo œ >a, y otra en 
» Ç —a; se llama por eso, 
hiperbololde de dos hojas. 








c) En el hiperboloide 
de una hoja [62-10] (fig. 
205), al cortar por el pla- 
no Z= zZ, resulta la elipse 





a? yg? _ 
ale + a?» 
2=%Z 5 


siendo k*=1+(2*/0)= 1. 


En este caso existe elip- 
se sección para todo valor 
de Zo; y conservándose se- 
mejante, al aumentar Z» va 
creciendo a uno y otro lado 
del plano wy, el cual deter- 
mina la elipse mínima, de 
semiejes a, b, llamada elip- 
se de garganta. 

En la figura 205 se han 
representado también la in- 
tersección con el plano «z 
(hipérbola) y sus asínto- 
tas; con el plano y =b par 
de rectas (%*/a*) —(2*/c”) = 
= 0), así como el cono cuá- 
drico ($ 62-5, bı) (x*/a*) + 
+ (y*/b?) — (2*/c*) = 0, la- 


Fig. 206. — Hiperboloide de dos hojas. 
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En la figura 206 se han representado también intersecciones con tres 
planos, y el cono asintótico (cfr. b) (x*/a?) —(y?*/b*) —(2?/c*)=0. 
Si es b = c la superficie es de revolución respecto del eje x. 


3. Cuádricas sin centro. — a) Dejando de lado el caso de 
cuádricas de discriminante nulo (cuádricas degeneradas, $ 62-5), 
no existe centro cuando y sólo cuando A, = 0. Probaremos 
que entonces, con un movimiento de los ejes, la ecuación [62-1] 
puede llevarse a la forma 


[62-16] a*,0? + 2a0*,20y + 0*7Yy? 4 2a*32 = 0. 


En efecto, la transformación lineal: 


JU Aa Oax aá PA 
Y = AX ó Ya = < an üz Om Xa , 
ES a Q32 a e 
donde indicamos con xı, Xə Ya las coordenadas no homogéneas x, y, z, es 
degenerada (§ 61-5, a) por ser An = 0, y entonces transforma el espacio 
en un plano por el origen (o parte de él). Tomándolo como plano ys=0 
resulta i 
Y da = 0 para todo X ~. ax = œs = 0 , (k=1,2,8), 
y entonces (volviendo a nuestra notación x, y, z) con una conveniente 
rotación de coordenadas puede hacerse que en los términos cuadráticos 
de [62-1] no aparezca z 
ati? + 2a* xy + ay? J- 2a*ux + 2a*ay + 2afaz -+ a*u = 0. 


Con una traslación conveniente puede lograrse ahora que desaparez- 
can los términos en x, en y, e independiente, y la ecuación queda, en 
los nuevos ejes que seguiremos llamando %, y, z, en la forma [62-16]. 


b) Con una rotación alrededor del eje z puede hacerse des- 
aparecer en [62-16] el término en xy ($ 63-5) y llegamos así 
a los dos tipos de cuádricas no degeneradas sin centro (p > 0, 
q > 0): 


g? y? í aga 
[62-17] + — = z, paraboloide elíptico: 





2p 2q 
[62-18] D a paraboloide meroon 
y -p 7 2g 7% Paraboloide hiperbólico. 


El carácter de los signos en ambas ecuaciones, ya nos dice 
que para la primera toda la superficie queda por encima del 
plano z = 0, mientras que éste es atravesado por la segunda 
superficie, lo que una vez conocidas las formas de ambas ayu- 
da a recordarlas. 


bı) En el paraboloide elíptico [62-17] hemos escrito de ese modo los 
coeficientes, para que aparezcan las secciones por los planos coordenados, 
llamados principales, en esta forma: 
x =0 , y? = Lg 


n 


y =0 , æ = 2pz 
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que representan dos parábolas 
de parámetros p y q, dirigi- 
das ambas hacia las z positi- 
vas (fig. 207). 

Las secciones por planos 
Z = Zo son elipses de semiejes 
a y b tales que: 


a = 2pz , b’ = 2go 


si es Z% > 0; y estos semiejes 
van creciendo infinitamente 
con Zo; es decir, la superficie 
se extiende infinitamente en 
el sentido de las z positivas, 
siendo las secciones horizonta- 
les elipses semejantes. En 
cambio, para zo< 0 no resulta 
intersección real. 


ba) En el paraboloide hi- 
perbólico [62-18], las dos pa- 
rábolas secciones principales: 





y=0 , #¥ = 2pz ; 
Fig. 207. — Paraboloide elíptlco. x =0 , y =-—2z ; 


están dirigidas en sentidos con- 
trarios (fig. 208). 


Las secciones por los pla- 
nos 2=Z0 son todas hipérbo- 
las y por eso se llama hiper- 
bólico este paraboloide. 

Ésta es la única de las cuá- 
dricas no degeneradas ($ 62-b) 
que nunca es redonda o de re- 
volución, por ser todas sus sec- 
ciones planas hipérbolas o pa- 
rábolas. Fig. 208. — Paraboloide hiperbóllco. 





4. Intersecciones. Plano tangente. — a) Intersecciones con 
una recta. — Mediante una transformación de coordenadas po- 
demos suponer que la recta sea el eje x; poniendo entonces 
y =z =Q en [62-1] resulta 


[62-19] , 0112? + 20140 + 04 =0 , 


de donde se obtienen las abscisas de los puntos de intersección. 
Puede haber un punto impropio común obtenible de [62-2] . 
Según que el número de puntos reales de intersección (propios 
o impropios) sea 2, 1 ó 0, la recta se llama secante, tangente 
o exterior a la cuádrica. 

Si todos los coeficientes de [62-19] se anulan, pertenece a 
la cuádrica todo punto del eje x, que entonces debe conside- 
rarge como tangente a ella (cfr. $ 62-6). 
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b) Intersección con un plano. — Mediante una transforma- 
ción de coordenadas podemos suponer que el plano sea el xy; 
poniendo entonces 2 = 0 en [62-1] resulta 


[62-20] QX? + QY? + Za120Y + 20142 + 20244 + 44 =0 , 


que con z = ( representa una cónica propia o degenerada o nin- 
gún punto real. 


Si en [62-20] se anularan todos los términos cuadráticos (au = 
= @a = 41 = 0), haciendo 2 =0 en la ecuación homogénea [62-2] resul- 
taría 


t(2014% + 242y + Aut) = 0 
que en el plano 2=0 representa dos rectas, una de las cuales es la 
impropia t=0. 
Si se anulan todos los coeficientes de [62-20] todo punto del plano 


z=0 pertenece a la cuádrica. Veremos en $ 62-5 que en tal caso ésta 
degenera en un par de planos, eventualmente coincidentes. 


Un plano x no perteneciente a una cuádrica se llamará: 
1) Exterior, si no corta a la cuádrica; 
2) Secante, si la corta según una cónica no degenerada; 


3) Tangente, si la corta según una cónica degenerada: dos 
rectas, una recta, o un punto (en la Geometría compleja siem- 
pre dos rectas: reales distintas, reales y coincidentes, imagi- 
narias). 


c) Plano tangente. — cı) Estudiemos con más detalle el 
caso 3) de b) para justificar la denominación de “tangente” 
dada al plano x. Si llamamos P al centro de la cónica dege- 
nerada D de intersección (que será entonces un par de rectas 
por P, llamándose centro al punto impropio común cuando sean 
paralelas, o una recta por P, o solamente P), como toda recta 
del plano x corta a la cuádrica según D, tendremos por a), 
para las del haz de centro P: 


Si un plano a corta a una cuádrica no degenerada según 
una cónica degenerada D de centro P, toda recta del plano que 
pase por P es tangente a la cuádrica. 


Recíprocamente, si dos rectas ti y Y tangentes a la cuádrica 
se cortan en P y determinan un plano x= (t,t), la cónica in- 
tersección con x, por tener un solo punto común con t y con t' 
es necesariamente degenerada y zx es plano tangente, entonces: 


El plano determinado por dos tangentes a una cuádrica en 
un mismo punto P, contiene infinitas tangentes a la cuádrica, 
que forman un haz de centro P, y es el plano tangente a la 
cuádrica en P. 


C2) Probaremos que la ecuación del plano tangente a la 
cuádrica [62-2] en un punto P;(2£1, Yis Zi, t1) es 
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con los coeficientes 
| 62-22] A; = Qati + iYi F Qili + disti. 


Para ello consideremos las matrices vectoriales (§ 61-4, d) 


X w) % + 4x 
| Yı Y l jJ ha + y 
¡e ; A D 
t Lt. t + t 
formadas con las coordenadas homogéneas de P,, de un punto P del es- 
pacio, y de la recta P,P =r al variar }. Por estar P, en la cuádrica es 
X/AX,=0; la otra intersección de r con la cuádrica se obtiene determi- 
nando A a partir de 
(X1+A4XJ'A(X, +1X) = MX'AX + 22X/AX =0, 
pues X'AX, = (X'AX,)' = X,'AX, porque la traspuesta de la matriz de 
un solo elemento es ella misma, aplicándose [61-28] y [61-31]. 
Será 1=0 raíz doble, y esa otra intersección coincidirá con Pı, es 


decir r= PP, será una recta tangente a la cuádrica, si se anula el coe- 
ficiente de 21 


[62-28] X/AX =0. 


Esta ecuación de primer grado en x, y, z, t representa el plano tan- 
gente en Pı. Desarrollada da [62-21]. 
NOTA. Si llamamos q(x,y,z,t) al primer miembro de [62-2], la 
ccuación de la cuádrica puede n G $ 67-3): 
0 0 0 
AU AAA SO 
dx 
y la del plano tangente en P, en una K las dos formas siguientes, indi- 
cando con subíndice 1 los valores de las derivadas parciales en el punto 


P, 
a S EDS 


0 rg E d 
A + Yuna tz + th Sr = 0. 
t 
d) Secciones paralelas. — Las secciones reales de una cuá- 


drica por planos secantes paralelos forman una o dos familias 
de curvas semejantes, estando en el segundo caso separadas 
ambas familias por un plano tangente. 


La intersección [62-20] de [62-1] con z=0, y la intersección con 
el plano paralelo z = k definida por éste y 
aux? -- dy? + 2019%Yy + 2(duk + au) + 2 (ask + au)y + 
+ (aak? + 2auk + au) = 0, 


sou eóuiens con iguales términos cuadráticos; son entonces dos de ellas 
semejuntes si al eliminar los términos lineales por traslación, resultan 
tárminos independientes de igunl signo, siendo degcnerada la que lo anule. 
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5. Puntos singulares y cuádricas degeneradas. — a) Si en 
la ecuación [62-21] del plano tangente en P, (11, Yi, 21, t,) se 
anulan los cuatro coeficientes, toda recta por P, es tangente 
a la cuádrica ($ 62-4, a) y todo plano por P, es tangente 
($ 62-4, b), por cuya razón suele decirse también que no exis- 
te plano tangente. Tales puntos se llaman singulares. 

Una cuádrica se llama degenerada cuando tiene por lo me- 
nos un punto singular, el que siempre es real por ser solución 
del sistema lineal de coeficientes reales que resulta de anular 
las [62-22]. Para que este sistema sea compatible debe anu- 
larse el discriminante [62-6]. 


NoTAS: 1. El discriminante A es invariante para toda transforma- 
ción ortogonal de coordenadas, que en coordenadas homogéneas puede ex- 
presarse por X — SY, siendo S la matriz ortogonal 


| a Aiz Aaa 0 | 
Àn Àa Aza 0 
[62-24] S = da Ma Àn O 
0 0 0 1 
con 4x} ortogonal. La cuádrica X'’'AX = 0 se transforma en Y'S'ASY = 0, 
con discriminante 


A* = det (S'AS) = A pues det S = 1. 


2. La operación de formar la matriz S (nota 1) con las matrices 
{h} y la de único elemento 1, obviamente generalizada a matrices cuales- 
quiera, se llama suma directa. 

Es inmediato ver que la suma directa de dos matrices ortogonales 
es una matriz ortogonal. La matriz de una rotación alrededor de un eje 
de coordenadas es suma directa de dos matrices ortogonales de órdenes 
1 y 2. 


b) Una cuádrica degenerada pertenece, según que haya un 
punto singular propio o impropio, a uno u otro (o ambos) de 
los dos tipos siguientes, indiscernibles entre sí en el grupo pro- 
yectivo ($ 61-7, d). 


b,) Conos cuádricos. — Una ecuación de segundo grado ho- 
mogénea en x, y, 2 
[62-25]  a112? + ar.Y? + Agr? + 20120Y + 2023yZ + 20912x = 0, 
representa un cono con vértice en el origen O, pues si P (x, y, z) 
satisface [62-25], lo mismo ocurre con todo punto P (àx, Ay, Az) 
de la recta OP. 

El determinante A se anula por anularse su cuarta fila 


[dts;) (y también su cuarta columna (a;.)). El vértice es punto 
singular. 


db») Cilindros cuádricos. — Una ecuación de segundo grado 
en dos variables x, y 


162-26] ang” -)- QY? -H 2aizy le 2014% + 20214 + Qa =0 , 
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representa en el plano (x,y) una cónica C, y en el espacio 
(x,y,z) una superficie cilíndrica de generatrices paralelas al 
eje z, pues con cada punto de la cónica C (directriz) satisfa- 
cen [62-26], los que resultan al variar solamente z. 

Se anula A por ser a;3 = 0. Punto singular es el punto im- 
propio común de las generatrices. 


NOTAS: 3. Si en el cono [62-25] es Au 0, es el vértice O el único 
centro ($ 62-1, d). En el cilindro [62-26] es Aj, —0, hay centro si lo tie- 
ne la cónica directriz, y en este caso lo son todos los puntos de la para- 
lela por él a las generatrices. 

4. Si una cuádrica degenera en dos planos secantes puede conside- 
rarse como cilindro y (de infinitas maneras) como cono; y todo punto 
de la recta de intersección es singular. Si los planos son coincidentes 
todos los puntos son singulares. Si los planos son paralelos puede consi- 
derarse de infinitas maneras como cilindro, siendo singulares todos los 
puntos de su recta impropia común. 


c) Veamos lo que representan ecuaciones de los tipos siguientes 
[62-27] Ax + By + C2 = D , (cuádricas con centro); 
[62-28] Ax’ + By=z , (paraboloides) ; 
cuando se anula alguno de los coeficientes, distinguiendo tres casos esen- 
ciales: 

cı) Término constante nulo. Es decir: D = 0. 

La ecuación homogénea: 


[62-29] Ax’ + By’ + C? = 0 


representa, (bı), un cono, cuyo vértice es el origen O (fig. 209, a). Den- 
tro de este tipo cabe que algún término cuadrado se anule y el cono 
degenera reduciéndose a un par de planos: sea por ejemplo C = 0; la 
ecuación 





A 

[62-30] A + By =0 ; = +4 — 
X B 

Z 
y 
X 
C 
Fig. 209. — Conos con vértice en el origen; b y c son también cilindros, pues algunos 


de los infinitos vértices son impropios. 


representa dos planos que pasan por el eje z (fig. 209, b); si A y B tie- 
nen igual signo, no existen tales planos, pues solamente los puntos x= 
=y=0 del eje z satisfacen a la ecuación (en la Geometría compleja 
representa dos planos imaginarios). 

Sean C=0, B=0. La ecuación 


[62-31] Ar*=0 ; #=0 
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representa el plano x=0, considerado como doble. Análogamente sj 
z = 0 (fig. 209, c). 


ca) Ecuación no homogénea. Suponiendo D 40 en [62-27], sea, por 
ejemplo, C=0; 
Ax + By = D 


representa un cilindro de generatrices paralelas al eje 2 (fig. 210, a). 





Fig. 210 


Sies C=0 y B=0, la ecuación: 


[62-32] A* =D ; == A+ 


representa dos planos paralelos (fig. 210, b), si D y A tiener. el mismo 
signo; en caso contrario ningún punto (en la Geometría compleja dos 
planos paralelos imaginarios). 


cs) Paraboloides degenerados. Dentro del tipo [62-28], si se anula 
un término cuadrado, la ecuación se reduce al tipo: 


[62-33] Ar = 2 
que representa un cilindro parabólico de generatrices paralelas al eje y 
(fig. 210, c). 


Si se anulan los dos términos cuadrados, la ecuación se reduce a 
z=0 que representa el plano xy; representa además el plano del infi- 
nito, pues en coordenadas homogéneas el segundo miembro es zt. 

Resumen: La ecuación incompleta, dentro de los tipos estudiados en 
las cinco cuádricas representa una superficie cónica (que se puede re- 
ducir a dos planos secantes) si es homogénea; y una superficie cilín- 
drica (que se puede reducir a dos planos paralelos o secantes). 


6. Cuádricas regladas. — a) Clasificación puntual de las 
cuádricas. — Vimos en $ 62-4, a, que una cuádrica C puede 
contener una recta, tangente entonces a la cuádrica en cada 
uno de sus puntos. Pero por un punto P no singular de C no 
pueden pasar más de dos rectas (ejercicio 12), y según que pa- 
sen ninguna, una o dos, el punto P se llama elíptico, parabólico 
o hiperbólico (cfr. S 70-2). 

De ejercicios 13 y 14 se deduce que todos los puntos no sin- 
gulares de una cuádrica son de la misma naturaleza, y pode- 
mos distinguir cuádricas de puntos elípticos, cuádricas de pun- 
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tos parabólicos y cuádricas de puntos hiperbólicos. Las de las 
dos últimas clases se llaman regladas, y sus rectas, generatri. 
reg rectilíneas (cfr. $ 75-1). También es reglada una cuádrica 
que degenere en un par de planos, distintos o no, pero enton- 
ves todo punto es singular. 


b) No pueden ser regladas, es decir, son de puntos elípti- 
cos, el elipsoide [62-9] por ser finito, el hiperboloide de dos 
hojas [62-11] y el paraboloide elíptico [62-17], por existir 
planos que no contienen puntos de la superficie, ni propios ni 
impropios, por ejemplo xz = 0 y z = k < 0 respectivamente. 


c) Regladas desarrollables. — Las cuádricas regladas más 
simples son las de puntos parabólicos, conos o cilindros pro- 
pios (ejercicio 13). El plano tangente es el mismo a lo largo 
de cada generatriz; éstas son dos a dos coplanares, y como la 
superficie es aplicable sobre un plano en el sentido que más 
adelante veremos (§ 77-3), se llama reglada desarrollable. 


d) Regladas alabeadas. — Se llaman así a las superficies 
regladas no desarrollables (§ 75-2). Entre las cuádricas lo son 
las de puntos hiperbólicos: hiperboloide de una hoja y parabo- 
loide hiperbólico. 


dı) Hiperboloide de una hoja. — Su ecuación [62-10] pue- 
de escribirse así : 
2 2 2 
[62-34] a a 


a? c? pa” 





o bien 


Ea) a) (E ++ 


Escrita en esa forma aparece como producto de las ecua- 





ciones 
A 
| a c bj > 
[62-35] 5 5 j 
W E a OS 
| NE +1)= c Da 


cualquiera que sea el parámetro 1. Al variar 1, cada una de 
estas ecuaciones representa un haz de planos, y sus intersec- 
ciones son rectas situadas en la superficie, puesto que la ecua- 
ción [62-34] se satisface para las soluciones comunes a éstas, 
ya que es el producto de ambas. 

Resulta, pues, un sistema de infinitas rectas situadas en la 
cuádrica, y el conjunto de todas se llama haz alabeado de se- 
gundo orden. 
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Análogamente, como [62-34] es el producto de las ecua- 
ciones 


[62-36] 


resulta otro haz alabeado sobre la superficie. 
Para 1=0 resulta la generatriz x =a, bz + cy=-0, 
» u=0 j j 5 x=a4a4  bi—cy=0, 
y el plano tangente x = q da como sección este par de rectas. 


Fijado un punto (£o, Yo, Zo) en la superficie, las ecuaciones 
[62-35] determinan un valor de 1 

















Zo 20 Yo 
yl e oc To 
© Zo Yo E Lo f 
c b a R 


el cual determina una generatriz del primer sistema que pasa 
por él y, análogamente, resulta una generatriz del segundo sis- 
tema. En consecuencia: 

El hiperboloide de una hoja contiene dos haces de genera- 
trices rectilineas y por cada punto de la superficie pasa una 
de cada sistema, las cuales determinan el plano tangente en 
dicho punto. 


__ Las aristas de los haces de planos [62-35] son las rectas de ecua- 
ciones 
ala =1 , zle= y/bd ; æla = — 1 , z/lc= — ylbd 


y como estas cuatro ecuaciones son claramente incompatibles, dichas aris- 
tas se cruzan. Cada par de planos homólogos se cortan en una recta, se- 
cante de ambas aristas; luego cada dos secantes MN, M'N’ se cruzan. 
Análogamente para los haces [62-36]. 

Por consiguiente: Dos generatrices de un mismo haz no se cortan, 

En cambio, como las ecuaciones [62-35] y [62-36] no son indepen- 
dientes, pues el producto de las dos primeras es idéntico al producto de 
las dos segundas (o sea la ecuación [62-34]), una de ellas es consecuen- 
cia de las otras tres y por tanto las coordenadas del punto que satisfaga 
a tres de ellas satisface también a la cuarta. Es decir: Dos generatrices 
de distinto haz tienen un punto común. 

Dadas tres generatrices de un sistema, las del otro quedan determi- 
nadas por la condición de cortar a estas tres. 

Sea un punto de la generatriz c, los planos Pa y Pb determinan una 
recta que pasa por P y cortan a las a y b en puntos propios o impropios. 

Por cada punto de cada una de las rectas a, b, c pasa, pues, una 
sola generatriz del otro sistema. 

Recíprocamente, dadas tres rectas cualesquiera que se cruzan dos a 
dos se obtiene fácilmente la ecuación de la cuádrica que se determina 
como indica el ejercicio 15. 
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d2) Paraboloide hiperbólico. — Su ecuación puede escribir- 
se así: 


E a 
[62-37] z = |£ + 
y es por tanto el producto de estas dos 
e ds Us ad 
[62-38] A A A A a a 


que definen un haz alabeado de rectas situadas en la superfi- 
cie, y asimismo es el producto de estas otras dos 

Y Y Y Y 2 
62-39 — — — = ;, — +4 — = — 
[ ] a b p a + b u , 
que definen otro haz alabeado, por la misma razón ya expli- 
cada en el caso del hiperboloide. 

Lo mismo que en el caso anterior, por cada punto del pa- 
raboloide pasa una generatriz de cada sistema; pero hay una 
diferencia notable, y es que todas las rectas [62-38] son para- 
lelas al plano 


z Wira 

y todas las rectas [62-39] son paralelas al plano 
x Yy 

[62-41] Aa 0. 


Estos dos planos se llaman directores del paraboloide. 


NoTAS: 1. Para p > % resulta en el haz [62-39] la recta impropia 
del plano [62-40], y para A—>0 la del plano [62-41]. Es, pues, natural, 
decir que esas rectas impropias son generatrices del paraboloide y que 
forman su intersección con el plano impropio. 

2. Subsisten para el paraboloide hiperbólico las propiedades de in- 
tersccción de las generatrices de uno y otro sistema, estudiadas en d, para 
el hiperboloide reglado. 


7. Secciones circulares. Secciones circulares diametrales. — 
a) Sólo en el elipsoide y en el hiperboloide de una hoja exis- 
ten planos que pasan por el centro y dan secciones circulares; 
un método sencillo para determinarlos es el siguiente: 

Sí de la ecuación de la cuádrica f(x, y, 2)= 0 restamos la 
ecuación de una superficie esférica elegida de tal manera que 
la diferencia represente dos planos, la línea de intersección de 
la cuádrica con la superficie es la misma que la intersección 
de ésta con los dos planos, es decir, dos circunferencias. 


aı) Elipsoide. — Sea el elipsoide escaleno 


a? y? g? 
n AS | 


ar t T a i 


[62-42] a>b>e 
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y la superficie esférica de radio b 

g“ qa g? 

Hr paa S 

b2 Sl b2 F bD? 

La diferencia de ambas ecuaciones da 
„f 1 SL 1 11 
1 rl 
b? q” j= “Ye j ’ 

y como ambos coeficientes son positivos por ser 1/b* > 1/a* y 
1/c? > 1/b*, esta ecuación se descompone en dos ecuaciones de 
primer grado que representan dos planos: z = + kx. Como 


estos planos dan la misma intersección con la esfera y con el 
elipsoide, resulta: 


Hay dos secciones circulares cuyos planos pasan por el eje 
intermedio b. 


Si elegimos la superficie esférica de radio a ó c resulta un 
coeficiente positivo y otro negativo, es decir, dos planos ima- 
ginarios. 

EJEMPLO 1. Sea el elipsoide: i 

dal + 3y” + 6z? = 2. 
Como el coeficiente intermedio es el 4, elegiremos la esfera 
4x? + 4y d- 42 = 2. 
y restando resulta: 
Y— 2 =0 
y= + V2z. 


Las dos secciones circulares que pasan por el eje æ están pertecta- 
mente determinadas por estos dos planos y la superficie esférica. 


a2) Hiperboloide de una hoja. — El método es igual al se- 
guido en el elipsoide. Si de la ecuación 


g“ y? z? . 
[62-43] -n E e —- = 1; a >b; c cualquiera, 


gl 





resulta 
f 1 1 t fal 1 A E 


70 AN A 0 


Le a: f 


, 


que representa un par de planos: z = = ky que pasan por el 
eje x y que son simétricos respecto de los dos planos coorde- 
nados y, 2z. 
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Por el eje menor b no pasa en cambio ningún plano que dé sección 
circular, pues todos dan secciones con semieje mínimo b. 


bD) Doble sistema de secciones circulares. Puntos cíclicos. — 
Obtenidas las dos secciones circulares diametrales, todas las 
secciones producidas por planos paralelos son también circun- 
ferencias ($ 62-4, d). Resulta, pues, un doble sistema de sec- 
ciones circulares, dos a dos simétricas respecto de los planos 
principales que pasan por el eje intermedio; los centros de las 
secciones paralelas entre sí forman el diámetro conjugado con 
cl diámetro que dichas secciones circulares determinan en la 
clipse, sección con el plano principal que pasa por los ejes ex- 
tremos. 

Los dos extremos C,C2 de cada diámetro conjugado con un 
sistema de seeciones circulares, o sea los puntos en que corta 
a la cuádrica, se llaman umbilicos o cíclicos. 

Los puntos cíclicos de la cuádrica están, pues, definidos por 
la condición de que los planos secantes paralelos al plano tan- 
gente en cada uno de ellos, dan secciones circulares. 

En el elipsoide escaleno hay, por consiguiente, cuatro pun- 
tos cíclicos, situados en la sección principal de semiejes máxi- 
mo y mínimo y simétricos dos a dos respecto de éstos. 

En el hiperboloide de una hoja, como el plano tangente cor- 
ta en dos rectas, y sus paralelos cortan en hipérbolas que tie- 
nen los mismos puntos impropios que estas rectas, resulta: el 
hiperboloide de una hoja carece de puntos cíclicos. 

EJEMPLO 2. 

3x1? + y — 22? = 4, 
Como el mayor de los semiejes transversos es el b, elegiremos la 


esfera 
e+-y++2=4 
y restando resulta la ecuación 
2 = 3# ©. +t V2/3% =z 
que representa dos planos; éstos, con la superficie esférica, determinan 
dos secciones circulares. 


EJERCICIOS 


1. a) Probar que dados por sus coordenadas homogéneas los puntos 
Pili Yi Zo t), P(X Ya, Za tz), todo punto 


(*) P (Ax, + Za, Aya + Y2 Azı + 2o, Mts + to) 


cestá alineado con P, y Pz; b) Llamando razón simple (P,P:P,) de tres 
puntos alineados a P,P,/P:P, (cfr. $ 9, ejercicio 3),es (P,P2P) = — to/ (Ata) ; 
c) Considerar los casos P, = P}, Pi Æ Pa PZ Pa} PP. 
2. Llamando razón doble de cuatro puntos alineados a (P,P:PP4) = 
(PPP) / (1,1'P4), (cfr. $ 9, ejercicio 3), deducir del ejercicio anterior 
que si Pa y P, son de la forma (*) con A = ìs A= h, es 


(=) (P,P.P,P.) = MI ha. 
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2. Llamando F (x, Y:7z7,t) a la forma cuadrática en [62-2] e intro- 
duciendo la forma bilineal asociada o polar: 
x Zıt 
F( iHi fi 3 = Qut: + AYY + ag: + MrrliYs + Y) +... + 
Xa, Ya Zz, ta 
+ autta 
probar que las intersecciones de la recta P,P2 (ejercicio 1) con la cuá- 
drica [62-2] son de la forma (*) siendo 2 las raíces de 
E) Fa Y) 2 ti) + 21 Tu Yi Zis Éa ) dh + F(xo, Y2, 22, t2) = 0. 
Zə, Y2, Z2 la 
4. Diremos que dos puntos P,, Pz son conjugados o recíprocos res- 
pecto de una cuádrica [62-2] cuando dividen armónicamente a las inter- 


secciones Ps, P, de la recta P.Pa con la cuádrica, es decir, (P,P“P,P,) = — 1. 
Probar que para ello la condición es 
eee) F ( £i, Yis Zy La ) = 0. 

2, Ya, 22, ta 


5. El lugar geométrico de los puntos conjugados de P,(x,, Y1, %, t1) 
respecto de la cuádrica [62-2] es el plano m de ecuación 


F ( £i; Yis Zi tı ) = 0 
£, Y, Z, t i 
llamado plano polar de P, respecto de la cuádrica (P, se llama polo del 
plano m). Probar que la ecuación de m puede escribirse: 
(Aa Y Ys E hki t Oui) + (aat t ...)y H- =0 
o (utilizando derivadas parciales, § 66-1): 
æF (x; ... y tı) + yF,(x,, e... y t,) + ZF: (xi, .. ., 41) + tF.(x, .. . y t1) = 0. 
6. Los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas de una 
cuádrica [62-2] están en un plano, llamado plano diametral conjugado 
con la dirección común de las cuerdas. Probar que el plano diametral 
conjugado con la dirección de parámetros directores Us, Us, Us ES: 
(+) (Aut + aY + h? + au) + (ant +... F au) u + 
+ (ang + e + aau) us = 0. 
. T., Ecuación de la cuádrica que pasa por P(1;—1;1) y por las sec- 
ciones determinadas en la cuádrica de $ 62-1, ej. 1, por los planos 2y + 
+2=0, x—2y=0. 
8. Completando cuadrados, verificar que la cuádrica 
x? + 247 + 42* — 2 +48 +45=0 
es un elipsoide y hallar el centro C y los semiejes. 
9. En la cuádrica 
x — 2y? + 22? + 2xy — 6xz + 4dyz + 8x — 4y + 2kz + k = y 
1%) Completar cuadrados tomando sucesivamente x, y, z como variables 
directrices, es decir, formando un cuadrado que contenga todos los tér- 
minos con x, luego otro con todos los términos (restantes y nuevos) con 
Y, etc.; 2%) Indicar su naturaleza para los distintos valores de k. 
10. Probar que cada uno de los paraboloides [62-17] y [62-18] pue- 
de engendrarse de infinitas maneras por la traslación de una parábola. 
11. Si un plano corta a una cuádrica C según una recta r, es tan- 
gente a C en un punto P de r. 
12. Por un punto no singular P de una cuádrica pasan a lo más dos 
rectas de ella, 
13. Si por un punto P pasa una sola recta r de una cuádrica, ésta 
es un cono o cilindro propios (es decir, degenerada pero sin planos), y 
todo punto no singular tiene la misma propiedad. 
14. Si por un punto no singular P de una cuádrica pasan dos rec- 
tas + +” de ella, otro tanto ocurre con todo otro punto Q. 
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15. Hallar la ecuación de la cuádrica que contiene las rectas 
y Y 0 . yuwu=1 . J*+y=2 
ly 0 ’ ly=z A 2=040 
eliminando a, b, p, q entre las ecuaciones de la recta 


x=az+p , y=b2+q 
y las condiciones para que ésta corte a las tres dadas, 


16. Calcular el discriminante A de las cuádricas en forma reducida 
($ 62-2 y 3, ver $ 63-8) verificando que una cuádrica (no degenerada) 
es reglada si y sólo si A=>0 (A >0). 


17. Probar que los cuatro puntos cíclicos del elipsoide [62-42] son 
(Ea Y (ar —b*)/(a—c*), 0, Ec Y (b* —c”) / (ar —e*)). 


18. Demostrar que en el hiperboloide de dos hojas existen dos siste- 
mas de secciones circulares, paralelas al mayor de los dos ejes no trans- 
versos, y cuatro puntos cíclicos, 


19. Demostrar que el paraboloide elíptico [62-17] con p >q >0 tie- 
ne dos sistemas de secciones circulares y dar las ecuaciones de los corres- 
Penes planos por el origen, Demostrar que hay dos puntos cíclicos y 
hallarlos. 


20. Hallar las secciones circul:.res, el ángulo que forman y los pun- 
tos cíclicos de: 1%) el elipsoide «x* + 2y* + 12? =1; 2%) el hiperboloide 
de dos hojas —2x*—y*+2*=1 (cono asintótico); 3%) el paraboloide 
elíptico 2=112* + y?. 


21. Indicar porqué el paraboloide hiperbólico [es la única cuádrica 
no degenerada que] no tiene secciones circulares, 


22. De los ejercicios anteriores y $ 62-7, b, deducir que las únicas 
cuádricas sin puntos cíclicos son las regladas. 


23. a) Demostrar que los dos planos que dan secciones circulares del 
elipsoide [62-42] y pasau por el eje intermedio b, son los que pasan tam- 
bién por los puntos de intersección de la elipse 
(°) (2/07) + (2/0) =1 , y=0 
y la circunferencia 

e ARES , y=0 , 
pasando cada plano por dos de los puntos de intersección M, M’ y N, N’; 
b) Con ello, probar que se determinan gráficamente los cuatro puntos cí- 
clicos como extremos de los diámetros conjugados a los diámetros MM” 
y NN’ en la elipse (°). 


24. 1%) Indicar lą naturaleza de las cuáđricas confocales con centro 


aI 1 3 
a ral. , (a > b>e>0) , 


c" — ke 
pura los distintos valores de k; 2°) Probar que por cada punto P(x,y, z), 
(epz * 0) pasan tres cuádricas de la familia, un elipsoide, un hiperbo- 
londe de una hoja y un hiperboloide de dos hojas. (Los valores de l se 
laman coordenades elipticas del punto, iguales para los ocho puntos 
MA as A 





a — ke 


25, 1%) Todicar la naturaleza de los paraboloides confocales 
A A o y AB SD 


para Jos di tintos enlores de e: 2%%Y Probar aue nor ceada ponto Plecu. z), 
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1. Tensor doble. — a) El vector como función escalar de 
la dirección. — La proyección a, del vector a = ari + 2j + ask 
sobre la dirección u dada por el vector unitario u = ui + 
+ uj -+ Ugk es ($ 60-5, a) el producto escalar a.u; luego 


[63-1] Qu = Arr +- Cao + Azz = Editli , 


relación que nos dice que un vector a puede considerarse como 
representante de los escalares a, que dan sus componentes se- 
gún todas las direcciones u del espacio; así, pues, el vector a 
representará una correspondencia establecida entre todas las 
direcciones del espacio y un conjunto de números reales a,. 
Sin embargo, no a toda correspondencia de esta clase la pode- 
mos llamar “vector”, pues no podrán tomarse los números rea- 
les a, como componentes (proyecciones) de un cierto vector a 
sobre la dirección u, si dicha correspondencia no viene expre- 
sada por una ley lineal homogénea en los cosenos directores de 
la forma [63-1]. 


EJEMPLO. En el caso de una fuerza, ésta es un “vector”, no sólo 
porque en una determinada dirección actúa según una cierta intensidad 
máxima, sino porque en cualquier dirección se manifiesta según una in- 
tensidad que es función lineal homogénea de los cosenos directores de la 
dirección. En cambio, la irradiación luminosa de una lámpara adecuada 
a una buena iluminación, que en una determinada dirección tiene tam- 
bién intensidad máxima, no posee carácter vectorial por no seguir su in- 
tensidad en las demás direcciones dicha ley lineal homogénea, 


Podemos entonces definir analiticamente en el espacio E; el 
vector a como una correspondencia establecida entre todas las 
direcciones u y un conjunto de números reales (escalares) @u 
dada por una ley lineal homogénea en los cosenos directores 
ui de la forma [63-1]. 

Los coeficientes del segundo miembro de [63-1] son los va- 
lores que toma el primer miembro para u =i, u=j, u=k, y 
bastan dichos tres valores @ı, Q2, €a para determinar comple- 
tamente el vector a, es decir, para conocer todo el conjunto de 
los au. 

La expresión [63-1] de la proyección a, o componente o 
valor ($ 60-4) del vector a según la dirección u, se conserva 
invariante respecto de las transformaciones ortogonales, como 
resulta del significado geométrico de a,, pero convendrá de- 
mostrarlo analiticamente para adaptar luego la demostración 
al caso más general tratado en (b). 


Tendremos en efecto por [61-7] 
[63-2] Wi = ErhkiWk 
yo reemplazando en [63-1] tendremos por [61-6] 
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[63-3] a, = 2,0; (2, Mir) = Er (Dikili) Wk = EAU. 


NoTA 1. Obsérvese que la costumbre de adoptar la dirección de in- 
tensidad máxima para la representación gráfica del vector, no expresa 
que sólo en esa dirección se manifiesta la magnitud. Para descubrir la 
ley de caída de los graves, GALILEO adoptó un plano inclinado en el cual 
se manifiesta igualmente la gravitación, pero atenuada según la ley del 
coseno, 


b) Tensores de rango 2. — b,) Análogamente a lo visto 
en (a), se define el tensor (de rango 2) como una función 
vectorial lineal homogénea de la dirección. Así en el espacio 
Ez, el tensor A quedará definido por la correspondencia de 
vectores a, respecto de las direcciones u del espacio, dada por 
la ley lineal homogénea en los cosenos directores u; de cada 
dirección 
[63.4] a, = Bau. 


Los coeficientes vectoriales del segundo miembro son los 
valores que a, toma para u =i, u=j, u=k. La misma fór- 
mula [63-2] prueba que la expresión [63-4] del vector a, es 
invariante respecto de las transformaciones ortogonales del es- 
pacio. El tensor A queda determinado por los tres vectores 
ai, a2 a3 y si designamos por Q;;, Az, Mg; las componentes 
según los ejes coordenados del vector a; (i = 1, 2, 3), el tensor 
A quedará determinado por los nueve numeros 0 (h, k = 
= 1, 2,3), pudiendo sustituirse la igualdad vectorial [63-4] 
por las igualdades escalares siguientes, que resultan de pro- 
yectar ambos miembros de [63-4] sobre cada uno de los ejes 
de coordenadas 


[63-5]  (a,)1 = Baziu; , (Au)a = Edoti , (au)s = Edzi , 
o brevemente 
[63-5] (an), = Enu; , (h= 1,2,3). 

Los nueve coeficientes a,; son las coordenadas del tensor A 
respecto del sistema de referencia. Las a; se llaman principales. 


bı) Como estos nueve números varían al rotar los ejes, es preciso 
caracterizar su modo de variación. Por [61-6], [63-5'] y [61-7] se tiene 


[63-6] (a)y = Én Ajr (a)n = Fai Nir Anri Us = Snir Nn Ani Nei Wr = 
= Ya Ujk Wk 

siendo 

[63-7] Wyr = Eni Ajn Aus Ani - 


Entonces, por [63-6] al girar los ejes se conserva invariante la ex- 
presión [63-5] con tal que las coordenadas del tensor se transformen li- 
neulmente según [63-7]. 

Obtenemos así esta definición equivalente del tensor como matriz: 

Tensor doble es un ente abstracto representado por una matriz {ari} 
que nl giene lou ejes se transforma linealmente según [63-7]. 
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NOTA 2. En la matriz 40) cada columna da las componentes del 
vector correspondiente a un eje de coordenadas (cfr. $ 61-2, b), y cada 
fila está formada por los coeficientes de una componente del vector trans- 
formado. 


c) Significado físico. — El concepto de tensor fué creado para ge- 
neralizar el método empleado desde mucho tiempo atrás en Resistencia 
de Materiales para representar el estado de tensión de un cuerpo en cada 
punto. La acción de las llamadas “fuerzas exteriores” sobre un cuerpo 
(peso propio, cargas continuas o discontinuas ejercidas por pilares o ar- 
cos que se apoyan sobre el cuerpo en cuestión, reacciones de apoyos, ac- 
ción de la temperatura y del viento, etc.) produce una deformación elás- 
tica que dentro de ciertos límites, en virtud de la propiedad física lla- 
mada cohesión, equilibra dicha acción; el cuerpo está en equilibrio elástico 
si después de la deformación, todas sus partes quedan en reposo, para 
lo cual las fuerzas exteriores más las de cohesión deben cumplir las con- 
diciones de equilibrio dadas por la Estática. Consideremos por un punto 
P del sólido un elemento plano, de su- 
perficie o, perpendicular a un versor n, 
y las fuerzas que actúan a través de o 
sobre la parte 1 del sólido para la cual 
n es normal exterior, provenientes de 
la parte 11 del cuerpo, situada del otro 
lado de o (fig. 211). Estas fuerzas tie- 
nen como resultante (además del mo- 
mento resultante) una única fuerza t. 
Al tender a cero el diámetro del elemen- 
to o, la razón t/o tiende a un vector lí- 
mite t,, que sólo depende del versor n 
y se llama tensión en P correspondiente Fig. 211. — Resultante t a través de 
a la dirección n. En un sólido la direc- “Y tensión t, en P correspondiente a 

2. zg la dirección n. 
ción de t, difiere en general de n. 

Veamos ahora cómo se sintetiza el conjunto de las tensiones en P 
correspondientes a las distinias direrciones, mediante el concepto de ten- 
sor. Para ello consideremos un pequeño tetraedro formado por un plano 
perpendicular a la dirección n y planos paralelos a los de coordenadas. 
Las fuerzas correspondientes a las caras se obtienen multiplicando los 
cuatro vectores, que dan las tensiones, por las áreas respectivas Oz, Op 
Oz, On, y una condición de equilibrio la da la igualdad vectorial 


[63-81 Ont, = Osta + Ost, + Ozt: , 


que es análoga a [63-4] porque las razones 0;/0,, 0/0, 0/0, son los 
cosenos directores ni, Nz, Na de la dirección n. 

Por tanto, el conjunto de tensiones t, correspondientes a todas las 
direcciones n en el punto que se estudia del ri:erpo considerado puede 
sintetizarse mediante el concepto matemático de *ensor T. El estado de 
tensión en cada punto está caracterizado por la m..'riz 4t,¡+ de las coor- 
denadas del tensor T, siendo {tm} las componentes Ge ts, Its» las de ty, 
y 4ta} las de t:. Esta matriz define la correspondencia vectorial o fun- 
ción lineal [63-4]. 

En Estática se demuestra que en el caso de que el tensor T se re- 
fiera al estado elástico de un cuerpo, la matriz correspondiente es simé- 
trica, es decir 


[63-9] tin = thai. 


En este caso el tensor se llama simétrico. Si los elementos conjuga- 
dos ta y tn de la matriz {tmu} son iguales y de signos contrarios y en 
consecuencia los elementos de la diagonal principal son nulos, el tensor 
ue llama antisimétrico o hemisimétrico. Veremos ($ 63-2, a) que estas 
propiedades son invariantes vespecto de las transformaciones ortogonales. 
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2. Operaciones. Tensores especiales y de rango mayor. — 
a) Si los tensores A y B de matrices (4;x) y {bix} dan en la 
dirección u los vectores a, y b,, llamaremos suma A-+B, y 
producto por un escalar 1A a los tensores que dan en la di- 
rección u los vectores a, +b, y la,. Sus matrices de coorde- 
nadas son {Qik + bir} y (Mx), es decir, las que resultan de 
las correspondientes operaciones sobre matrices ($ 61-4, b). 

Se define el producto del tensor A por el vector x, de di- 
rección xx =u, como el vector y obtenido multiplicando el 
módulo x por el vector a, de A correspondiente a la dirección’ 
u. Por tanto 


[63-10] y = ÅX = g% . au, = 2,81 + Tado + Lada», 


teniendo el último miembro expresión análoga a un producto 
escalar de vectores. Si el vector x es unitario, x = u, recaemos 
en [683-4]. 


NorTA 1. Obsérvese que la expresión [63-10] es la misma que la [61-45] 
sustituyendo en ésta i’, j', K', por a, as as con la misma significación 
de transformadas de i, j, k. Por tanto, una expresión diádica representa 
exactamente lo mismo que un tensor doble. Ambos conceptos se identifican 
también con el de operador lineal que transforma todo vector x en otro y 
mediante la sustitución lineal 
[63-11] Ye = Xt; , (i=1,2,8), 


de matriz igual a la formada por las coordenadas del tensor A ($ 61-5, 
nota). Actualmente el concepto de tensor ha adquirido un significado mu- 
cho más general que el anterior (Cap. XXIII, nota III). 


La simetría (Qis = azi) o hemisimetría (air = — däri) de la 
matriz de coordenadas de un tensor A son invariantes en 
transformaciones ortogonales, y entonces podemos definir los 
tensores simétricos y hemisimétricos. 


En efecto, permutando en [63-7] ¿ con h, y k con j, sólo se permu- 
tan los factores A, de modo que los coeficientes de la transformación son 
los mismos para una matriz y su correspondiente, que para las traspues- 
tas de ambas. 


La descomposición [61-33] de matrices, prueba que un ten- 
sor cualquiera puede siempre considerarse en forma unívoca 
como la suma de un tensor simétrico y uno hemisimétrico. En 
todos los problemas de aplicación, esta descomposición tiene 
un significado físico notable; así, por ejemplo, en Elasticidad 
toda deformación infinitesimal puede considerarse como suma 
de una dilatación (representada por un tensor simétrico) y de 
una distorsión (representada por un tensor hemisimétrico). 


hb) El módulo de la suma es el tensor de matriz (0); tal 
tensor hace corresponder a toda dirección el vector nulo 0, y 
entonces: 

Si un tensor tiene todas sus componentes nulas en un sis- 
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tema de coordenadas, también son nulas en cualquier otro. Tal 
tensor de componentes nulas se llama tensor nulo. 


La anulación de un tensor expresa, pues, una propiedad intrínseca, 
independiente del sistema de coordenadas, es decir, una propiedad geo- 
métrica si relaciona elementos geométricos, y una ley natural si relaciona 
elementos físicos. De aquí la importancia capital de descubrir tensores 
para expresar con ellos las propiedades geométricas y las leyes físicas. 
La Geometría diferencial y la Física matemática encuentran en el cálculo 
tensorial su instrumento más eficaz. 


EJEMPLO 1. La curvatura total de una superficie viene expresada 
por un tensor; la anulación de éste caracteriza las superficies desarrolla- 
bles sobre el plano. Este tensor de curvatura, aplicado al espacio-tiempo 
ha permitido a EINSTEIN formular su ley de gravitación. 


c) El tensor más sencillo no nulo es el tensor unidad I, de 
matriz {ð;x}, que hace corresponder a cada versor el mismo; y 
recíprocamente, esta función identidad. tiene su expresión en 
la matriz (5;x); como esta propiedad es intrínseca, indepen- 
diente de las coordenadas, las componentes de este tensor en 
todo sistema de coordenadas son siempre las mismas. 


Igual significado intrínseco tiene el tensor —I, de diagonal —-1, 
—1, —1, que hace corresponder a cada versor su opuesto. Tal tensor es, 
por ejemplo, el que representa el estado de tensión en el centro de una 
esfera comprimida por igual en todas direcciones; mientras que en el 
caso de tracción uniforme aparece el tensor de esfuerzos I. 

Obsérvese que tiene carácter invariante la anulación de todas las 
componentes no principales cuando las principales son iguales, como acon- 
tece en estos dos casos: 1, 1, 1; —1, —1, —1, y más en general, a. a. a: 
en cambio, si éstas son a, b, c, aunque sean nulas todas las demás, al 
cambiar de coordenadas varían en general las nueve componentes, como 
se ve aplicando la fórmula [63-7]. 


d) Consecuencia muy importante de la ley de transforma- 
ción [63-7] es esta igualdad 
[63-12] Aii F U F A33 = Qn + lo + ass , 
que puede enunciarse: la suma de coordenadas principales de 
un tensor de segundo rango es invariante. 

En efecto, resulta de [63-7] haciendo k= j: 

as = Aiadjihsr Cin 

y sumando respecto de j resulta por [61-71]: 


3/2, = Sin0irGin = Dra 


Esta operación que conduce a un escalar partiendo de un 
tensor doble se llama contracción del tensor. Generalizada con- 
venientemente a los tensores de rango superior ($ 63-2, f) es 
muy importante en la teoría general. 


Nora 2. La nomenclatura de los autores alemanes, inciuso EINSTEIN, 
vs Verjúngung (rejuvenecimiento); la palabra contracción es la preferi- 
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da por los autores franceses; y los italianos, siguiendo a LEVI - CIVITA, 
llaman a esta operación saturación de índices. 


Mientras esta operación rebaja el rango, y la suma lo con- 
serva, veamos ahora cómo se logra, inversamente, construir 
tensores de rango tan alto como se quiera, partiendo de los 
vectores. 


e) Producto tensorial de vectores. — Si se multiplican las 
componentes del vector a = ai + aj + ask por las del vector 
b = bıl + b2j + bsk resultan nueve productos: Cia = a;b, que 
componen un tensor, pues en virtud de la fórmula de transfor- 
mación [61-6] las nuevas componentes son 


Cri = Arb’; =(Eidridi) (24101) = Dinei hinein > 


es decir, obedecen a la ley lineal [63-7]. Esta regla de multi- 
plicación se llama tensorial o de GIBBS, y el resultado obtenido 
se enuncia así: el producto tensorial de dos vectores es un 
tensor doble. 


He aquí desarrollados los dos productos de vectores a y b: 


ab, abs abs bar ba bas 
4ab} = [ Qabı Qaba aab, | ; {ba} = [ bu bza; bs ] 
abı daba dabs bad: bala bsta 


observándose que son tensores conjugados, llamando así a los de matri- 
ces traspuestas ($ 61-4, a), y su diferencia es el tensor antisimétrico 


asb, — bar 0 asbs — b: 


[ 0 dibz — bi0a ibs — bı ] 
asb, — bid Gsba — buda 0 ` 


Salta a la vista que las tres componentes situadas a un lado de la 
diagonal principal son precisamente las que suelen tomarse como comno- 
nentes del vector llamado producto vectorial; debiendo elegirse las de 
uno u otro lado de la diagonal, según sea el convenio adoptado para el 
sentido de dicho vector, convenio íntimamente ligado con el signo de la 
terna de vectores coordenados. Esta distinción entre triedros positivos y 
negativos es netamente intuitiva y no expresable algebraicamente. 


Según la definición de vector, el citado producto vectorial no es un 
vector propiamente dicho, sino un semi-tensor; la figura que se conserva 
invariante es el par de vectores opuestos, en uno y otro sentido; pues si 
sólo se adopta uno de ellos, al tomar como nuevo triedro coordenado uno 
de sentido opuesto al anterior, dicho vector convencionalmente adoptado 
para representar el producto, se convierte en su opuesto, 

Por el contrario, el producto escalar es invariante respecto de todo 
cambio de coordenadas ortogonales y aparece como suma de elementos 
principales del tensor ab, es decir, es el tensor (de rango 0) deducido 
de éste por la operación que hemos llamado contracción, 


NOTA 3. Obsérvese que el producto ¿ba de dos vectores, que es un 
tensor doble especial, coincide con la díada definida en $ 61-5, nota. Por 
eso algunos autores llaman díadas a los tensores dobles, Esta denomina- 
ción es de GIBBS pero aplicada al caso especial de producto de vectores. 
Su método consiste en descomponer cualquier tensor doble en suma de 
talen díadas (expresiones diádicas, $ 61-5, nota). Por esa misma fecha 
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(1884) se ocupó el físico alemán VoiGr de los mismos conceptos, intro- 
duciendo el nombre de tensor, mientras que sus compatriotas han prefe- 
rido el de afinor. En verdad el concepto de tensor como función vectorial 
lineal es de HAMILTON (1853). Su contemporáneo RIEMANN dió en 1854 
las ideas capitales del moderno Cálculo absoluto, desarrollado por CHRIS- 
TOFFEL (1869) y sistematizado y completado por Ricci y LEVI- CIVITA 
en 1901. 


EJEMPLO 2. TENSOR DE INERCIA. — Se llama tensor de inercia de un 
sistema de masas respecto del origen O, al que tiene por componentes 
principales los momentos de inercia respecto de los ejes y como compo- 
nentes secundarios los momentos mixtos o centrífugos, con signo opuesto. 


Suponiendo una sola masa unitaria en el punto x, y, 2; “+y + 
+ 2*— y”, el tensor de inercia tiene la expresión 


Y —uoy — gz LE LY 22 
J = —ye Z24+e =w, |= HE r? o, |- E YY yz |. 
— 2% — zy HY zy 22 
Que esta matriz define, en efecto, un tensor, resulta inmediatamente 
de la descomposición anterior, puesto que la matriz sustraendo repre- 
senta el producto tensorial del vector r(x,y,z) por sí mismo, mientras 
el minuendo es el tensor unitario con el coeficiente numérico 7°; luego 
J es un tensor doble, diferencia de dos tensores: J = rI —+r,r}. 


f) Así como definimos el tensor doble como función vecto- 
rial lineal de la dirección (§ 63-1, b), podernos considerar una 
correspondencia de tensores de segundo rango, respecto de las 
direcciones del espacio según una ley lineal homogénea en los 
cosenos directores de cada dirección. El conjunto de estos ten- 
sores, dependientes de tres tensores de segundo rango, es de- 
cir 9 vectores ó 27 escalares, se puede sintetizar en lo que se 
llama un tensor de tercer rango. En la misma forma se pasa 
a tensores de rango cualquiera. 


La fórmula [63-1] nos dice que los vectores son los tenso- 
res de rango uno y por extensión los escalares se consideran 
tensores de rango cero; en todos los casos, es esencial en ellos 
su carácter absoluto, es decir, su invariancia respecto de las 
transformaciones ortogonales del espacio: así, un escalar es 
algo más que un número real; es la expresión de una magni- 
tud que no depende del sistema de referencia. 


3. Forma bilineal correspondiente a un tensor. — a) El 
tensor A hace corresponder a la dirección u = ui + uz2j + usk 
el vector a, de componentes (a,),= Xa,¡u; [63-5'], que tiene 
por componente en la dirección del versor v = vii + vj + vk 
el producto escalar 


[63-13] a, .v = E (au) Vh = EAn Vli = B(v, u). 
Esta forma bilineal es invariante respecto de las transfor- 


maciones ortogonales como lo muestra el primer miembro de 
[63-13] ; puede servir también para definir el concepto de ten- 
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sor y es la forma más útil para introducir los tensores de 
rango superior (dependientes de tres o más índices). 


b) En el caso de que la dirección u coincida con la direc- 
ción v, obtenemos la llamada componente normal o valor del 


oF A en la dirección u dada por la forma cuadrática (§ 61-4, 
(ly): 


[63-14] ar- U = Eiriun = C(u). 


Si u coincide con la dirección del eje coordenado æ es 
uUi = 1, U =u = 0, y por tanto resulta que las coordenadas 
principales ai, Q22, Q33 son las componentes normales del ten- 
sor en las direcciones de los ejes. En cambio las otras coorde- 
nadas 012, U13, ..., NO son componentes del tensor, aunque sí 
lo son de los vectores coeficientes en [63-4], y sólo en este sen- 
tido puede usarse la palabra componente aplicada a ellas. (Al- 
gunos autores designan las coordenadas del tensor por la pa- 
labra “componentes”, siendo en este caso útil la observación 
anterior). Obsérvese que la componente [63-14] es la misma 
en sentidos opuestos; en cambio las componentes [63-5] del 
vector a, difieren en el signo para sentidos opuestos. 

Se llama componente tangencial del tensor correspondiente 
a la dirección u a la proyección del vector a, sobre el plano 
normal a la dirección u. 

Un tensor simétrico tiene por forma cuadrática correspon- 
diente la 


[63-15] a,.u = 0,41? + QU? + UggUg? + 20124142 + 
+ 20234943 + 203/UgUy , 


que como [63-13] es invariante respecto de las transformacio- 
nes ortogonales. 

El valor a,.u de un tensor en una dirección, por estar 
dado por una forma cuadrática, es el mismo que el de su com- 
ponente simétrica en la descomposición de $ 61-4, b (ver 
> 63-2, a). 


INJEMPLO. El concepto de valor de un tensor en una dirección mues- 
Ira el significado del tensor de inercia J ($ 63-2, ejemplo 2), pues lla- 
mando y al segmento de proyección de r= OP sobre el eje e arbitraria- 
mente lrazado por O, y d a la distancia del extremo P de r=OP hasta 
el cje, el valor de J en csa dirección e es 


a = P — g = Ë. 


Por tanio, la intensidad o valor del tensor J en cada dirección e es 
precisamente el momento de inercia de la masa unitaria respecto de 
ESE EJE 

Consideremos ahora en lugar de una masa única todo un sistema de 
masas m, en los puntos (mm, Y:,7,) respectivamente (i=1,2,...,n), el 
Lencor de inercia es la suma de los mn tensores correspondientes a las 
diversas masas y su valor en cada dirección es, por tanto, el momento 
heane reia respecto de cila. 


2 63 -5 ÁLGEBRA TENSORIAL 65 


4. Cuádrica de un tensor simétrico. — Si en la dirección u 
y a partir del origen de coordenadas O llevamos un segmento 
OP tal que 


1 
op 7 t la .ul , 


entonces las coordenadas 
[63-17] x=0P.4 , y=0P,4 , 2=0P .us 


del conjunto de los puntos P correspondientes a todas las di- 
recciones u en uno y otro sentido verifican, en virtud de 
[63-15] la ecuación 


[63-18] 04110? + QY? | Ugaz? + 
+ 241204 + 2093y2 + 20380 =_—1l , 


es decir, están respectivamente para cada valor del primer 
miembro en una cuádrica con centro ($ 62-1, d), obteniendo 
así la llamada superficie directriz o elipsoide del tensor, por- 
que en muchos casos la naturaleza física del tensor simétrico 
permite asegurar que la superficie [63-18] es un elipsoide (tal 
el elipsoide de inercia, correspondiente al tensor de inercia), 
lo que en general no siempre ocurre. La superficie [63-18] es 
la misma, cualquiera que sea el sistema ortogonal de referen- 
cia de centro O, y sus propiedades están íntimamente relacio- 
nadas con las del tensor simétrico correspondiente. Si el se- 
gundo miembro de [63-18] conserva el mismo signo para todo 
valor de æ, y, z (entonces se dice que la forma cuadrática es 
definida, §$ 63-7, a) habrá que tomar +1 ó —1 según aquel 
signo para obtener un elipsoide real ($ 62-2), corresponde al 
caso en que a, .u conserva el mismo signo para cualquier di- 
rección u del espacio. Si la forma cuadrática es indefinida, en- 
tonces [63-18] existe tanto para +1 como para —1, y se ob- 
tienen dos hiperboloides de una y de dos hojas con el mismo 
centro y cono asintótico ($ 62-2, b y c). Dicho cono asintótico 
es el lugar geométrico de las direcciones según las cuales el 
valor del tensor es nulo. 


[63-16] 


NOTA. Las componentes [63-5] del vector a, son la mitad de las de- 
rivadas del primer miembro de [63-18] para el punto impropio [u;, u:, Us], 
parámetros directores de la normal al plano tangente de la superficie di- 
rectriz en el punto en el que incide sobre ésta su diámetro de dirección 
u; por tanto a, es normal a dicho plano tangente. 


5. Forma canónica en el grupo ortogonal. Autovalores y 
autovectores. — a) Veremos que en el campo real mediante 
una elección conveniente de un sistema ortonormal de coorde- 
nadas puede lograrse que la matriz de un tensor simétrico ten- 
gu elementos no nulos sólo en la diagonal principal. En otras 
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palabras, mediante una transformación del grupo ortogonal 
O, ($ 61-7, b) puede llevarse el tensor, o su matriz, a una 
forma especialmente sencilla que llamaremos forma canónica 
en el grupo ortogonal (o en ejes ortogonales). Para que ello 
ocurra, el versor correspondiente a un eje de coordenadas a 
elegir debe ser paralelo a ese eje ($ 63-1, nota 2), y entonces 
hay que buscar las direcciones u tales que 


[63-19] Au = a, = ìu. 


Todo vector no nulo x, tal que su versor u = xx verifique 
[63-19], se llama autovector o vector propio del tensor A (y 
de la correspondiente matriz). El número 1 se llama autovalor 
o valor propio correspondiente a la dirección propia u. 

Comencemos por hallar los autovalores. Reemplazando en 
[63-19] la expresión [63-4] de a, y proyectando sobre los ejes 
de coordenadas, resulta 


[63-20] 20,4; = M; , 


con lo que tenemos (limitándonos a tres dimensiones porque 
todo es igual en E,) el sistema lineal homogéneo en ui, uz, usg 


(anı — Du + Qiz Ug + 413 Ug = 0 
[63-21] Qz Uy + (022 —A)U + A23 Us =0 
a Us + Ag Us + (033 —1)Ug =0 , 


el cual tendrá soluciones (fuera de la trivial u, =0, $ 15-6), 
cuando y sólo cuando 


Qı — À Q12 Q18 
[63-22] Q21 Q22 — À Q23 = 0. 
Q31 Q32 Q33 — À 


Esta ecuación da los valores propios; se la llama ecuación 
secular (por su aplicación al problema astronómico de las per- 
turbaciones seculares) y también “ecuación de LAGRANGE para 
las frecuencias” (por su aplicación al problema de las peque- 
ñas oscilaciones en los sistemas conservativos). Su primer 
miembro se llama polinomio característico. 

Una vez hallados los autovalores 1 mediante la ecuación 
[63-22], la resolución del sistema [63-21] da los correspon- 
dientes autovectores. 

La existencia de la forma canónica en el grupo ortegonal 
para un tensor simétrico real quedará demostrada probando 
las dos propiedades siguientes: 


a) Dos autovectores u, v correspondientes a autovalores 
A, y distintos, son ortogonales. 

Con la notación matricial ($ 61-4, d) usando matrices vec- 
teriales, tenemos: 


AU =U , AV =V , Q&Æup) , 
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y el producto escalar de los autovectores es, por ser A’ = A: 


UV = -L VAV = -L (AUV = Luv 
u u p 


de donde resulta, por ser 1/u=>41, U'V =0. 


a2) En toda matriz simétrica, la ecuación secular tiene sus 
raíces (autovalores) reales, 


Si hubiera una raíz no real 1, le correspondería un auto- 
vector de componentes complejas (Uui, Uz, Ua) no nulo, y tam- 


bién sería raíz (§ 18-2) la conjugada A, con autovector 
(Ur, Uz, Ug). Por a, se tendría 


UU, + Uglz + Ugs = |U |? + | uz |? + | us|? = 0 s 


o sea YU, = Us = Ug = 0 contra lo dicho. 


b) Consideremos con más detalle, y en cualquier número de dimen- 
siones (ver notas I y II), la transformación ortogonal que lleva la ma- 
triz simétrica A a la forma canónica diagonal. Esto nos mostrará tam- 
bién lo que ocurre cuando hay raíces múltiples de la ecuación secular. 

La forma cuadrática U'AU, mediante la transformación ortogonal 
U=SV (S matriz ortogonal: SS'—1I, ó S' —S”), se transforma en la 
forma cuadrática (en las v;) 


(SV/A(SV) = V(SAS)V_v, 
por euya razón toda matriz S'AS (S ortogonal), se llama congruente de 
A en el grupo ortogonal O,. 


Tomando un autovector u'* correspondiente a un autovalor A, como 
primer vector del nuevo sistema de coordenadas, tendremos llamando S 
a la matriz del cambio de ejes: 


Í di 0 ss.. 0 l 
[63-231 SAS — 0 UA e Aan 
Eeo all 
siendo esta matriz simétrica, pues (S'ASyY = S'A’ (S'y = S'AS. 
La matriz simétrica {a'i} se transforma de igual manera por cambio de 


ejes en el correspondiente espacio de n— 1 dimensiones En-ı. 
La ecuación secular es la misma de la matriz SAS, es decir: 


e reee 02m 


de modo que si A, fuera raíz múltiple, será un cero del segundo factor, 
y entonces habrá también un autovector u'” en E... Mediante nueva 
rotación “alrededor” de u“, es decir que deje fijo este eje, y lleve el 
segundo a u'”, etc., se llega a una matriz diagonal, es decir con ceros 
fuera de la diagonal principal, siendo esta diagonal de la forma 


Ni Na Te. 
Ar, ...) Ax, Ao, e.s Az, .... Ass s.. A > 
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La ecuación secular queda en la forma 
[63-24] P() =(1—M)% (M—2) ... (1A—14,)” =0. 


Esta reducción es única salvo el orden; no así los ejes cuando hay 
un autovalor múltiple, por ejemplo %, pues si u% y u”% son autovecto- 
res, lo es toda combinación lineal uu -+ Bu, como se ve a partir de 
Au” = au, Au” =u, de modo que se obtienen subespacios pro- 
pios Es, > o E, Los vectores de dos subespacios propios distintos 
son perpendiculares por a,, y en cada Em se pueden tomar sistemas de 


vectores ortogonales, de infinitas maneras si ns > 1 (ver nota Il, c). 


6. Invariantes de un tensor simétrico. — Por el significado 
intrínseco ($ 63-1) de [63-19] son ¿invariantes los autovalores, 
y por tanto los coeficientes del polinomio característico P (1), 
(cfr. ejerce. 11). Limitándonos a tres dimensiones tendremos 
(S 63-5, a) 


Ci — A llis iz ! 
[63-25] P (à) = Qa Q2 — de oz 148 
(t31 Ugo: Ugg — l. | 


== — }” + J ~ — JA + 3a 
con los invariantes (lineal, cuadrático y cúbico) : 


-Ji = an + aze + Uss > 
[63-26] J2 = düz F Gega -F Qaar — Ai” — Uo — UË , 
Ja = det {æi} , (i, k= 1,2,38). 


Como (§ 63-5, b) la multiplicidad de un autovalor da la dimensión 
del subespacio propio correspondiente, son invariantes no solamente los 
untovalores, sino también sus respectivos órdenes de multiplicidad. 


NoTA. El invariante Jı ya se halló en $ 63-2, d. Del mismo tipo es 
el invariante J: pues puede expresarse también mediante J: = Un + 02 + 
-/- tt, donde as es el complemento algebraico o adjunto ($ 13-4, a) de 
ta en el determinante Asn = Js. 


7. Signo de una forma cuadrática. -— a) Por lo visto en 
3 63-5, una forma cuadrática n-aria 
i k tni 
1683-27 ] F = XN Uilk , 

dt 1 

su puede llevar, eligiendo los ejes de coordenadas ortonormales : 
coincidiendo con las direcciones propias de la matriz A = {@ir}, 
a la forma canónica diagonal 


[63-28] F = w'e? 


donde los a'i son los autovalores, y entonces están caracteri- 
viudos (salvo el orden) por la matriz A = ftx}. 
lón el campo real es de importancia fundamental el estudio 
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de los signos que puede tomar una forma cuadrática F. Si es 
F>0 (6 F < 0) para todo sistema de valores no simultánea- 
mente nulos de los v; la forma F se llama definida positiva 
(o negativa). Si en las mismas condiciones es F > 0 (F <0), 
siendo F = 0 para algún sistema de valores no simultáneamen- 
te nulos de los x;, la forma F se llama semidefinida positiva 
(negativa). Si F toma valores positivos y valores negativos 
se llama indefinida. La ubicación de la forma en una de estas 
clases es inmediata si se conoce su forma canónica diagonal, 
pues entonces 


1) La forma F es definida positiva (negativa) si y sólo 
si todos sus valores propios son positivos a';; > 0 (negativos 
a; < 0). 


2) La forma F es semidefinida positiva (negativa) si to- 
dos los valores propios son «';; > 0 (a; < 0), habiendo por lo 
menos uno igual a cero. 

En el segundo caso es detA = Ila';;=0 y la forma se 
llama degenerada (cfr. $$ 61-5 y 62-5), de modo que sólo las 
formas cuadráticas degeneradas pueden ser semidefinidas. 


b) La discusión de signos de la forma cuadrática n-aria 
[63-27] hecha en a, tiene el inconveniente de exigir el cálculo 
de los autovalores, raíces de una ecuación de grado n 


| di — A Re Cat 
[63-29] | Ea EEREN [| =0, 
| 


Más útiles son los criterios dados directamente en términos 
de los coeficientes aix de la forma, tal el siguiente teorema, cuya 
aplicación sólo exige el cálculo de los determinantes 


Qir Miz o.. Aig | 


Q 
< 
m 
~ 
to 
m~ 
x 
< 
A 


[63-30] H, = ra QAL: 
| EEEE DE | 
| Qn ja Caia i 


TEOR. 1. Condición necesaria y suficiente para que la for- 
ma cuadrática [63-27] sea definida positiva, es que se cumpla 


[683-31] PO e O gais HAr e 0 


Fara n1 cl teorema €s evidente. Bastará entonces (§ 2-2, b) de- 
mostrarlo para la forma »--aria [63-27] seponiéndolo cierto para for- 
mas fm--iDenries. Si [83-27] cs definida positiva cs au >0, y se 


Meno Le ideniidad. 
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, x Qi 2 1 n 
[63-32 ] F = ün ( y — YX) ) + AS 2 (41108 — Qirra) r, = 
x s: 


Qu ”, 2) 


2 
= (iu ( X e ) + G(%z ..., Tn), 


¡=1 Yu 


siendo la forma en menos variables G también definida positiva, pues 
para cualesquiera Zz, ..., £a podemos determinar siempre un valor de xı 
que anule el primer término del último miembro de la identidad anterior, 
cou lo que sì G dejare de ser positiva, lo mismo se podria lograr para F. 
Reciprocamente, si es a1 >0 y G definida positiva, también lo es PF. 
Pero en virtud de la hipótesis hecha, será G definida positiva si y sólo 
si son positivos los determinantes K,, K3, ..., Kn- análogos para G a 
los de [63-30]. Para completar la demostración del teorema basta veri- 
ficar que, teniendo en cuenta la forma de los coeficientes de G, se tiene: 


1 





TE y ia aa aE 


Ui an 


Kra . 


Para ello multipliquemos en H, (q > 1) las columnas s, (s=2,3, 
...,q) por au y del resultado restemos la columna 1 respectivamente 
multiplicada por a, (s=2,3,..., q), 


Gi Qunti — Anla »». Anli: — anli ... Aulia — anli 


Ax Url — Ur Ara .o. Analg: == Aigle s.s Qullqa = Qiqliq 
y desarrollando por los elementos de la primera fila se obtiene 
H, = Ko1/a1t”? ) (q = 2, 3, v .,N). 


Cambiando el signo de todos los coeficientes queda demos- 
trado también el corolario siguiente: 


COR. (Condición necesaria y suficiente para que la forma, 
cuadrática [63-27] sea definida negativa es que se cumpla: 


[63-33] H,<0, H2>0, H3<0, ..., (—1)”H, > 0. 


c) Útil entre otras cosas para el estudio de los signos de 
una forma cuadrática real es una sencilla forma canónica en 
el grupo lineal L, de las transformaciones lineales biunívocas 
($ 61-7, a): 


TEOR. 2. 19) En el campo real, toda forma cuadrática 
n-aria [63-27] puede reducirse por una transformación lineal 
biunivoca de las variables a la forma 


163-34] F= 2? + Za? + asi + Zp — 2p” = AR 
29) El número h de términos en [63-34] es igual a la ca- 


racteristica de la matriz {@ix} de coeficientes de F y por lo 
lanto invariante; 
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39) El número p de términos positivos en [63-34] es un 
invariante (llamado indice de inercia) de la forma F, es de- 
cir, depende de EF pero no del método usado para reducirla a 
la forma [63-34]. (Ley de inercia de SYLVESTER). 


DEM. 19) Excluyendo el caso trivial en que la forma cuadrática 
n-aria dada por [63-27] sea idénticamente nula (as, =0), podemos con- 
siderar dos casos: 


lı) Existe un as, 40. Podemos suponer que es anu 0; entonces, 
por la identidad [63-32], poniendo 


Yı = ( y Quti va , 


il 





se tiene 
F = y’ sgan +G, 


siendo G una forma cuadrática, a lo más (n—1)-aria, que no con- 
tiene a xı. 


12) Si para todo ¿ es as, =0, habrá un as 740. Podemos suponer 
que es as; poniendo 


1=3 


1 n 
mt = V2 | aa] [ Q(X +- %2) + 2 (As + an) Y, | 
1 


a = V2 aal | Qia (£ı — x2) + 2 (aia— an) xi | 


se verifica que la forma cuadrática H = F — (nm —n:*) sg as. no contiene 
xi, ni Zo. 

Si en el caso 1, ó la la forma cuadrática en menos variables G ó H 
no es idénticamente nula, le será aplicable uno de esos casos l, ó la y 
prosiguiendo así se lleva F a una expresión de la forma [63-34]. 


2%) Ver $ 61-6, nota. 


32) Supongamos que conjuntamente con [63-34] hubiera otra forma 
reducida 


[63-35] FEF = yè + yè + ... + Yë — Yor — ...—Y, 


con q Æp, por ejemplo q <p. Como ambas resultan de [63-27] por 
transformaciones lineales biunívocas, existe una transformación lineal 
biunívoca que lleva [63-34] a [63-35]. Interpretándola como un cambio 
de coordenadas (punto de vista alias, $ 61-2, a), [63-34] y [63-35] dan 
el valor T(x) de la misma forma cuadrática para un vector fijo x, con 
coordenadas z; en una base e y, en otra. 


Será: 
F(x) > 0 para x30 tal que 2.m=...=2=0 (*) 
F(x) <0 para x #0 tal que Y=... =Yo=Ym= +... =Y. =0(**), 


Las igualdades (*) y (**) definen subespacios vectoriales (nota 
I, as) de En; S, de dimensión n —(h — p), Sa de dimensión n — (n — h)— 
—q =h — q. Como la suma de dimensiones es n + p—q >n, Sı y $ 
tlenen un vector x = 0 común (de lo contrario habría más de n vectores 
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linealmente independientes en E,) y para ese x resulta: F(x) > 0, 
F(x) < 0, lo que no es posible. 


EJEMPLO. (Cfr. $ 62, ejercicios 8 y 9). Clasificar mediante el mé- 
todo de completar cuadrados, la cuádrica: 
wi + 3y? — 4xy — 2yz + 2x — 4y + 3 = 0. 
i Sacando x factor común y completando el cuadrado, se transforma 
así: 
æ? — 2g (2y —1) + 3% — 2y2 — dy +2=0 
(x — 2y + 1)°' — y — 2y: +2 =0 , 
y formando cuadrado con los términos en y, z, dan: —(y +2)* +2. 


La cuádrica es un hiperboloide de dos hojas ($ 62-2, ), pues su ecua- 
ción reducida es X?—Y*4Z*4+2—0, referida al triedo no ortogonal: 


x — 2y + 1=0 , y+z=0 , z= 


d) Consecuencia inmediata de las definiciones dadas en a 
es el siguiente teorema: 


TEOR. 3. En el campo real, el carácter de una forma cua- 
drática n-aria en cuanto a su anulación y sus signos, queda 
determinado por sus invariantes en La p (indice de inercia) 
y h (caracteristica), de acuerdo con el siguiente cuadro: 


¡¿0=p, definida negativa 
h=n+Y3 0<p<h, indefinida 
| p =h, definida positiva 


{0=p, semidefinida negativa 
h<n¿0<p<h, indefinida 
p= h, semidefinida positiva, 


NoTA. Con la signatura s =2p— h (número de términos positivos 
menos número de términos negativos en [63-34]), la clasificación ante- 
rior puede presentarse así: 

|s| =h=n, definida (positiva si s > 0, negativa si s <0); 
|s|=h<n, semidefinida (positiva si s > 0, negativa si s< 0); 
ls|<h<nm, indefinida. 


8. Ecuaciones normales de las cuádricas. — En la ecuación 
[62-1] de una cuádrica, la forma cuadrática ternaria formada 
por los términos de segundo grado, que llamaremos F, (y que 
resulta haciendo ¿=0 en [62-2]), caracteriza la intersección 
de la cuádrica con el plano impropio. La ecuación [62-1] pue- 
de llevarse a formas reducidas calculando previamente los in- 
variantes Jı, Ja Ja (de Fa), y A = det {dix} ($ 62-5, nota 1). 

Ya hemos visto que la anulación de A (discriminante de 
la cuádrica) caracteriza las cuádricas degeneradas ($ 62-5, a) 
y la de Jay = A las cuádricas sin centro ($ 61-1, d). Parti- 
remos justamente de Jy- Ap para distinguir dos casos: 
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a) Cuádricas con centro: A4, Æ 0. — La ecuación puede 
llevarse por una traslación (§ 62-1, d) y una rotación ($ 63-5) 
a la forma 
[63-36] WRK? + WY? F Wal HH Va =0 , 
referida a sus ejes principales. 

Para calcular los coeficientes basta identificar los invarian- 
tes [63-26] calculados a partir de [62-1] formando el polino- 


mio: característico, con los obtenidos de [63-36], lo que da el 
sistema de ecuaciones 


(| ai F Wa t Aa = di 
0411022 + MU 220 ga + 03011 = Ja 
| AM Wal = Aya 

040110220 33014 = A. 





[68-87] 


S 


Las dos últimas dan @4, = A/A, y las tres primeras 
muestran que los tres primeros coeficientes de [63-36] son 
los autovalores 2;, å», 23, soluciones de [63-22]. Entonces la 
ecuación de la cuádrica referida a sus ejes es: 


[63-38] aKF -H aXe F hZ + o 0. 
Ass 


NoTAS: 1. Para situar los nuevos ejes respecto de los antiguos se 
calculan sus parámetros directores mediante cl sistema homogéneo [63-21], 
para cada uno de los valores de ù que resultan de la ecuación secular 
[63-22]. Si estas raíces (valores propios) son distintas, habrá tres ejes 
($ 63-5. 4), si hay raíces coincidentes habrá infinitos ejes ($ 63-5, b); 
ello ocurre en las cuádricas de revolución. 

2. Comparando [63-21] y [63-22] con ejercicio 7, se ve que cada eje 
es normal a un plano principal, lo que resulta evidente en la forma re- 
ducida de la ecuación. Si la cuádrica no es de revolución hay tres planos 
principales que se cortan dos a dos según los ejes, si es de revolución 
hay infinitos (cfr. ejercicio 8). 


BY Cuádricas sin centro: Aj, =0. — Vimos en $ 62-3, a, 
que la ecuación puede llevarse a la forma [62-16]. Por una 
rotación alrededor del eje 2 puede hacerse desaparecer el tér- 
mino en zy (X 63-5) y queda en los nuevos ejes la ecuación 
en la forma : 

aX? F aY? d- 20242 = 0. 


De aquí se obtiene como en a por comparación de inva- 
riantes el sistema de ecuaciones 


[63-397 act Se = Juy Wae = Ja, —010'290%3? = A, 
Las dos últimas dan 0, = + V — A/Ja y las dos primeras 


muestran que «?,1, 4/2. son las raíces no nulas 21, àe de la ecua- 
ción que resulta anulando [63-25], siendo la otra ìs = 0 por 
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ser Ja = A4, = 0. Entonces la ecuación de la cuádrica (para- 
boloide) es: 


[63-40] MX? + LX? + 2 y —A/J2Z = 0. 


NOTA 3. Para situar los nuevos ejes respecto de los antiguos se cal. 
culan ante todo sus parámetros directores mediante el sistema homogé- 
neo [63-21], para cada una de las raíces A, à» lds=0 de [63-22]. A 
esta última corresponde la dirección del único eje de la cuádrica. 


Conocidas las direcciones de los nuevos ejes de coordenadas, falta 
determinar el origen. Como éste es la intersección (propia) de la cuádri- 
ca con su eje, es mejor seguir este otro camino que determina el eje de 
la cuádrica y no sólo su dirección: Como la forma de la ecuación redu- 
cida [63-40] muestra que el eje es intersección de planos principales (dos 
si 1,34 4, infinitos si A.=z), calculados para cada valor propio à, Às 
los parámetros l = un M = Wa, N = ù, se tiene por ejercicio 7, para cada 
uno la ecuación de un plano diametral (principal), y la intersección de 
ambos da el eje, 


Los otros dos ejes de coordenadas serán los trazados por el origen, 
perpendicularmente a cada plano principal si hay dos (4.7412), o bien 
si hay infinitos planos principales (%.= ħa), dos ejes cualesquiera per- 
pendiculares al eje de la cuádrica y entre sí. 


9, Clasificación de las cuádricas. — a) Al escribir en el 
apartado precedente las ecuaciones normales de las cuádricas 
con y sin centro hemos hecho una primera clasificación en 
base a un invariante A4, = J. Veremos cómo esta clasifica- 
ción puede proseguirse, utilizando solamente invariantes: Jo, 
Js = Ass, A, y las raíces M, ào às de la ecuación secular, to- 
dos ellos fácilmente calculables a partir de los coeficientes aix 
de la ecuación general de la cuádrica, lo que permite ubicar 
ésta en el tipo correspondiente. 


a1) Ajs 40: cuádricas con centro. En virtud de la ecua- 
ción normal [63-38] tendremos por $ 62-2, a, la siguiente cla- 
sificación, que abarca todos los casos posibles salvo el orden 
de los valores propios 1;, pues 4; 24213 = Aya, y entonces, por 
ejemplo sg (1, A44) = sg (Ad) : 


A>0, elipsoide imaginario. 
A= 0, cono imaginario. 
A <0, elipsoide real. 


0 -Æ sg A44 = sgh = 
= 88 lo = SE la | 


( A>O0, hiperboloide de una hoja. 
¿ A=0, cono real. 
| A<0, hiperboloide de dos hojas. 


0 488 As = Sg h Y 
/-sg de =8g dh 40 


a») Aj =0: cuádricas sin centro. En virtud de la ecua- 
ción nornial [63-40] tendremos ($ 62-3, b) los siguientes ca 
sos, Únicos posibles por [63-39], salvo el orden de los 1;: 
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Sg Ar = SB Ao + A <0, paraboloide elíptico. 
Æ 0 = ìs = Ås A=0, cilindro elíptico (o imaginario). 
0 Æ Sg ài Æ SE Ào Æ T >0, paraboloide hiperbólico. 
Æ 0 = h = Åy A = 0, cilindro hiperbólico. 

À Æ 0 =: = da = Ass = A, cilindro parabólico. 


El examen de las clasificaciones precedentes muestra que 
las cuádricas con discriminante A positivo son imaginarias o 
regladas, mientras que aquellas con A < 0 son reales no regla- 
das. Entonces: una cuádrica real no degenerada es reglada o no 
según que su discriminante sea positivo o negativo. 


b) La clasificación también puede hacerse usando solamen- 
te los invariantes J,, Jo, Ja= Ass y A, lo que tiene la ven- 
taja de no tener que resolver la ecuación secular [63-221], o 
sea 


[63-41] 14 — JX + JA — Ja = 0. 


En efecto, como todas las raíces de [63-41] son reales 
($ 63-5, a2), resulta del teorema de HARRIOT - DESCARTES 
($ 41-9) que hay tantas raíces 1; positivas como variaciones 
de signo en la sucesión de coeficientes 1, —J,, J2, —-J3, O 
sea como permanencias haya en la sucesión 1, J,, Jo, Ja = Ass. 
Examinando todos los casos posibles en a se llega a la siguien- 
te clasificación de las cuádricas, aún degeneradas : 


y E í A >0: imaginario 
an l J: > 0 y JAn > 0: Elipsoide UA <O: real 
ARO 7 [A >0: de una hoj 
. merboloi ja 
No degene: „Otros casos: Hiperboloides VA <O0: de dos hojas 
LA . A > 0: hiperbólico 
Au = 0: Paraboloides Í A< 0: elíptico 
( . 3, >0 y JA, >0: imaginario 
| Au 4 0: Cono l Otros casos: real 
(J >0 FIA > 0: imaginario 
h =3: Cilindro Š 1 Jâ < 0: elíptico real 
; A = menor princip. | J.—0: parabólico 
A=—0 | y J2 < 0: hiperbólico 
das ¡Ja > 0: ¿imaginarios con arista real 
ı = caracte- | An = 0 J, >0: imaginarios 
rística de A h= 2: Par de pla-; J: = 0: si = 0: uno impropio 
distintos 1 Jâ <0: reales pro- 
pios 


nos distintos 


h=1: Plano doble! Y c 


Ja < 0: 
: propio 
: impropio 


reales secantes 
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NoTa, La clasificación anterior a esta última no incluye, en el caso 
de cuádricas degeneradas (A —= 0), la distinción que resulta según la di- 
mensión de la variedad de los puntos singulares, dada por la caracterís- 
tica h de A, solución del sistema homogéneo obtenido anulando [62-221, 
dando un solo punto singular propio o impropio (h — 3) para conos o eil- 
lindvos curvos y los casos en que los conos o cilindros degeneren a su vez 
en pares de planos distintos (h = 2) ya reales (paralelos o no) ya ima- 
gvinarios (paralelos o no) o bien en planos coincidentes, es decir un plano 
doble real (h — 1) propio o impropio. 


c) Para una cónica 
[63-42] Cua? + cY? + 2exxy + 201% + 200y + Cu=0 , 
se hallan en forma análoga los invariantes (lineal, cuadrático y cúbico) 
I = cnu p Ca , Ca = Cula — CG , C = det, jea} , 


caracterizando C=0Q0 las cónicas que degeneran en pares de rectas, y 
‘ss = 0 las cónicas sin centro. 


Calculados estos invariantes en las formas normales de las cónicas 
con y sin centro: 


Cua + ca + Ca=0 , Cay H 2e =0 , 


y considerando los posibles casos de degeneración en dos rectas, se ob- 
ticne la siguiente clasificación de las cónicas: 


Cónicas con centro único, Ca 40: 


IC > 0, elipse imaginaria, 
Cm > 0'4 IC < 0, elipse real. 

C = 0, dos rectas imaginarias no paraielas. 
aae f C 40, hipérbola. 
q |l C = 0, dos rectas reales no paralelas. 


Cónicas sin centro único: 


C Æ 0, parábola, 
| C = 0, dos rectas paralelas [reales y distintas (si I =Q, 


Ca =0 una impropia), reales y coincidentes, o imagina- 
| rias, según que sea Cu(óCxm)< 0, Cu = Ca=0, 
Cu(ó Cx) > 0]. 
EJERCICIOS 


l. Un cuerpo sometido a deformación elástica sufre la acción de las 
lensiones (§ 63-1, c) 


q, . Bi- 2j —k , T, = 2i + 4j— 3k , T, = — i— 3j + 6k 


sobre lus secciones normales a los ejes v, Y, 2. Hallar la tensión T, 807 
bro la sección oblicua normal a n= (1/3)i— (2/3)j + (2/3)k, y el ángulo 
(Tun). 


“u 
... 


1%) Descomponer el tensor A de componentes vectoriales 
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A, =—3i+2—4k , Aj=5i—4+2k , A: = Tj — 6k 


en uno simétrico A' y otro antisimétrico A”; 2%) Demostrar que todo 
tensor antigimétrico tiene todos sus vectores A, paralelos a un plano (y 
hallarlo), y normales a las respectivas direcciones n; 3%) Comprobarlo 
en el A” 


3. Mediante la forma bilineal del tensor T del ejercicio 1, hallar la 
componente del vector T, en la dirección d — (2/7)1— (3/7)j + (6/7)k. 


4. Hallar las componentes normal y tangencial del tensor T en la 
dirección n (ejercicio 1), mediante la forma cuadrática de T. 


5. 1%) Hallar la cuádrica directriz del tensor T (ejercicio 1) y refe- 
rirla a sus ejes; 2%) Comprobar que el vector T, (ejercicio 1) es normal 
a dicha cuádrica en el punto P que sobre ésta determina la semirrecta 
r=Ín, (t> 0). 


6. Referir el tensor T de ejercicio 1 a sus direcciones principales y 
comprobar la invariancia de J,, J», Ja. 


7. Llamaremos plano principal de una cuádrica [62-2] a todo plano 
diametral perpendicular a la dirección de las cuerdas que biseca. Probar 
que una cuádrica tiene en general (ver ejercicio siguiente) tres planos 
principales (cfr, $ 63-5); cada uno conjugado con la dirección de pará- 
metros directores Us, Us, Us que verifican el sistema homogéneo [63-21] 
para los únicos valores de 2 para los cuales hay soluciones fuera de 
u; = 0 inadmisible, es decir, las raíces de [63-22]. 


8, Probar que: a) Si [63-22] no tiene raíces múltiples, hay como 
máximo tres planos principales (por $ 63-5 hay tres); b) Si [63-22] 
tiene una m doble puede haber infinitos planos principales (los hay 
por $ 63-5). 


9. Sean ài = a= À, ħa = — À los autovalores de un tensor. Hallar 
11 superficie directriz, el lugar geométrico de las direcciones según las 
cuales el valor del tensor es nulo y el lugar y módulo de Jos vectores del 
tensor correspondientes a ellas. 


10. Dados los autovalores 1, > ħa > As de un tensor, demostrar que 
la dirección cuyos cosenos directores respecto de las direcciones principa- 
les o propias del tensor son 


V (Ar — da) / (Aa — ha), 0, V (ha — Ra) / (a — da) 


tiene la propiedad de ser la línea de acción de la componente tangencial 
para cualquier plano que pase por ella, 


11. Para una matriz cuadrada A simétrica o no, el polinomio ca- 
racterístico det(A — 11) es invariante en el grupo lineal L,, es decir, 
para S regular del orden n de La, la matriz S'AS transformada de A 
por S, tiene el mismo polinomio característico que A. 


12. Para que dos matrices A y B sean transformadas una de otra 
en el grupo lineal (y también en el grupo ortogonal si A y B son simé- 
tricas) es necesario y suficiente que tengan los mismos polinomios carac- 
terísticos. 


13. a) Si dos matrices son conmutables AB = BA, lo son sus trans- 
formadas por una misma matriz; b) Deducir de ejercicio 12 que para 
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que dos matrices simétricas con valores propios simples sean conmutables 
es necesario y suficiente que tengan iguales vectores propios. 

14. Dado el tensor T de matriz) > E F 1°) Hallar sus autovalo- 
res y autovectores buscando el vector unitario u = gxi + yj que extrema 
la forma cuadrática a..u—2x* 4 4xy — y?, y luego el vector unitario 


normal a u y con igual propiedad; 2%) Llevar la forma cuadrática a 
forma diagonal. 


15. a) Verificar (con teor. 1 de $ 63-7) que la forma cuadrática 
binaria F(x,y)= 9x* + 12xy + 79y* es definida positiva; ¿cuánto valen 
entonces la característica h y el índice de inercia p?; b) Llevar F(x, y) 
a la forma [63-34]. 


16. Clasificar y reducir la cuádrica y* + xy + xz — yz — 2y = 0, de- 
terminando su centro y direcciones principales respecto de los ejes antiguos. 


17. Clasificar y reducir el paraboloide z = 9%° — 8xy + 3y? + 10x — 
— 5y + 2, determinando las direcciones principales, el eje y el vértice, 
respecto de los ejes antiguos. 


18. Clasificar y reducir el cono 2%’ 4 2y? + 52 + 8yz — 8zx + 2%y = 
= 0, determinando las direcciones principales respecto de los ejes antiguos, 


NOTAS AL CAPÍTULO XVII 


I. Bases de espacios vectoriales, Dualidad. — a) Ejemplos: a) Vi- 
mos en $ 60-2, notas 1 y 2, que E,, E, y Es son espacios vectoriales o 
lineales respecto del cuerpo de. los números reales como coeficientes, En 
estos espacios, introducidos en Cap. II, nota III, b, el elemento fundamen- 
tal no es el punto sino el vector, tomado como concepto primitivo (§ 1-7). 
La importancia de este punto de vista está señalada por las múltiņles 
aplicaciones de los espacios vectoriales a diversas cuestiones de la Mate- 
mática y la Física. 


aa) Los conjuntos ordenados de números reales 


[XV11-1] a = 341,42... Ant = Jar) , 


con las operaciones a + b=4a: + 3b,) 44% + bip, y ha 4h), consti- 
tuyen un espacio vectorial de n dimensiones E, (Cap. II, nota III) con 
la base 


[XVII-2] =D: y di dr 0) e. 04 
in = 410,0,...,1} , 


siendo la expresión de [XVII-1] en esta base 


n 
[XV11-3] a = > Orla . 
¿-:1 


Los coeficientes de a, se llaman coordenadas (o componentes) del vector 
a con respecto a la base [XVIT-2] (8 60-3, b). 
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Este es un caso particular del espacio M,,n de matrices ($ 61, ejer- 
cicio 10). 


as) Si en [XVII-1] se admiten componentes az complejos y toma- 
mos como coeficientes 1, números complejos, tendremos un espacio vecto- 
rial de n dimensiones respecto del cuerpo de los números complejos. En 
este caso el concepto de dimensión lineal con respecto al cuerpo de coefi- 
Ae no corresponde a la noción intuitiva de dimensión, como se ve con 
n=l, 


as) El conjunto F de las funciones reales f(x), g(x) definidas en 
ax=«w=b con la suma Síx)=f(x)+g(x) y el producto Af(*) consti- 
tuye un espacio vectorial de elementos indicados por f, g, ..., pues es 
un grupo abeliano respecto de la suma, y se verifican [60-6], [60-7] y 
[60-8]. En este caso no podemos dar una base del espacio, pero como 
es posible dar “vectores” linealmente independientes en número arbitra- 
riamente grande, diremos que F tiene dimensión infinita. 


as) Un subconjunto S de un espacio vectorial E se llama subespacio 
vectorial de E si es espacio vectorial, con la:suma y el producto por un 
número como casos particulares de los definidos en E. Para ello basta 
que conjuntamente con dos vectores a y b de S, esté en S toda combi- 
nación lineal ìa + pub. 

El conjunto F, de las funciones reales f(x) acotadas en a<x<b 
es un subespacio vectorial de F, el conjunto C de las funciones reales 
continuas en a Sx Sb es un subespacio vectorial de F., y por tanto 
de F. 


do) Si S es un subespacio vectorial de E y aE, el conjunto de vec- 
tores b = ao +a, acS, se llama variedad lineal (de E, congruente a S, 
y por ao). 


b) Espacios de dimensión finita. — bı) Todo espacio vectorial de n 
dimensiones es isomorío ($ 1-6) al espacio E, considerado en d pues 
llamando i, ..., in a los vectores de una base, todo vector a se expresa 
en la forma [XVII-3] y puede asociársele con correspondencia de ope- 
raciones el vector [XVII-1] de E,. 


ba) Sea i, ..., in la base [XVII-2] de E,. Si existen n vectores 
€1 €2 ..., €n tales que 


n 
[XVIT-4] i = È eùr , 
1 


debe ser A= det. 4A;} 0, pues de lo contrario habría una relación 
lineal entre las columnas de la matriz Jj.» ($ 14-3, b), y por tanto en- 
tre los vectores iz. Pero entonces ($ 61-3, b), la transformación [XV11-4] 
es invertible y define un cambio de base. Entre las componentes de un 
vector a en una y otra base, se obtiene de 


n n 
a= I zi = Y Cedr = Y ye , 
k=1 k, j=1 kz=1 


la relación (efr. § 61-2 y 3) 


n 
[XVII-5] Y= Y Ant. 
k=1 


b:) Todo conjunto de r<m vectores linealmente independientes 
€ ..., €,, es base de un subespacio (as) S, de Es, y todo subespacio de 
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E., puede considerarse engendrado en esta forma. Si los vectores lineal- 
mente independientes erm, .., €n que engendran un subespacio Tan-r, for- 
man conjuntamente con los anteriores una base €, ..., €, de E,, dire- 
mos que los subespacios S,, T,-. son suplementarios en E,. 


c) Espacio dual o adjunto de En. — cı) Funcionales lineales y for- 
mas lineales. — Si a cada elemento x de un espacio vectorial E se hace 
corresponder un número F(x), diremos que F(x) es un funcional defi- 
nido en E; lineal si 


[XVII-6] F(x + uy) = F(x) + uF (y). 

En los espacios F, F, y C, (a, y as), F(x) = F(f) hace corresponder 
un número a cada función, y de allí el nombre de funcional. Funcionales 
en C son 


b b 
P(E) = | tía , G(£)= f(a) , H) = (2) ) 


de los cuales son lineales los dos primeros pero no el tercero. 
En el espacio E, todo funcional lineal F(x) corresponde a una forma 
lineal en las componentes de x, pues de x= > %xi. resulta por [XVII-6] 


[XV11-7] F (x) = XF (i) = Jaxa , 0% = F(i). 


ca) Espacio dual. — Dadas en E, las formas lineales [XVII-7] y 
G(x)=>381%:x, definamos la suma [F + G], y el producto [AF] por un 
número, mediante 
[F + G](x) = F(x) + G(x) = 3(0% +Bx) £x . 

[AF] (x) = 1F(x) = 35(0,)%1- 
Es inmediato verificar que entonces el conjunto de las formas linea- 


les [XV11-7] constituye un espacio vectorial, que llamaremos espacio dual 
do E,, indicado por E,*, Las n formas lineales (proyecciones) 


[XVII-9] P,(x) = Yi ..., P,(x) = Enr , 


son linealmente independientes, y por [XVII-8] y [XVII-7] constituyen 
una base de E,*, que entonces tiene n dimensiones. La base [XVII-9] de 
E,* se llama base dual de i,, ..., ln. 


[XVII-8] 


II. Espacios vectoriales euclídeos. — a) Producto escalar, ortogona- 
lidad y norma. — as) Un espacio vectorial E se llama euclídeo cuando 
a cada par de elementos a, b corresponde un número a.b llamado pro- 
ducto escalar que tiene, con respecto a las operaciones que caracterizan 
el espacio vectorial, las propiedades [60-15], [60-16], [60-17] y [60-22]. 


EJEMPLO 1. En el espacio C (nota 1, as), el número 
b 
f.g = S Í ()g (2) de 
a 


os un producto escalar de los “vectores” f(x) y g(x), con las propieda: 
des antedichas. Para este caso suele conservarse también la antigua no- 
tación (f,g) (cfr. $ 60-6, g). 


da) Si E es de dimensión finita, todo producto escalar a.b está 
dado por una forma bilineal 3 g.;0¡bs simétrica (9ix=gx:) no degene- 
rada (8 61-6, nota), en las componentes de a y de b en una base 
o. e...) 6. 

En ofecto, si a=Yase,, b= Yb,e. se tiene por [60-16] y [60-17] 
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n 
[XVII-10] a.b= X* abse.e = 
1, l=1 1, 
siendo gis = €: .€; =€;.€, = gri por [60-14]. 
Finalmente, el determinante g = det. {gı}, llamado determinante de 
GRAM de la base ex, ..., en, es distinto de cero en virtud de la condición 


de plenitud [60-22]. En efecto, si a.b=0 para todo a, lo que equivale 
por [XVII-10] a 


[XV11-11] Dagabs = 0 , (i= 1, 2, ..., n) 


YJixQs b, 
1 


i Ma 


resulta por [60-22] b=0. Esto significa que el sistema homogéneo 
[XVII-11] no es compatible ($ 15-6) y entonces ($ 15-6, b) es g 40. 
Se ve enseguida que: recíprocamente, todo espacio vectorial de di- 
mensión finita referido a una base €, ..., en se convierte en un espacio 
euclídeo mediante una forma bilineal simétrica no degenerada que intro- 
duzca el producto escalar entre dos vectores cualesquiera del espacio. 


Si efectuamos un cambio de base (nota I, bə) 


n 
e= © Àp 
j=1 


y formamos respecto de los mismos vectores a y b referidos a los nuevos 
ejes a = Xor0'1 b= 3Bre', el producto escalar 


a 
a.b= X  ynomBx 
h,k=1 


con ym = €ne', = e'1e', = yu resulta el mismo número [XVI1-10], es de- 
cir, el valor del producto escalar es invariante respecto del cambio de 
base de referencia. Para verlo, basta sustituir 


n 
Yar = enr. er = È Apdare » 
p a=1 


y tener en cuenta que es 


n n 
(477 E y Aphan , ba = y harr , 
h=-1 e=1 


para obtener 


5 YarAnBe = >` Í 5 Opa ApnhaxOnBx } = 


h, k h, k Pp, q 
= 2 { Ioa E (Amran) (Aabe) } = È Jplpbe. 
Pq h, k Pp, q 


La importancia de este resultado es fundamental, porque entonces 
se dice que el producto escalar, mediante la correspondiente forma bili- 
neal simétrica no degenerada, introduce una métrica en el espacio vecto- 
rial, métrica que así resulta independiente del sistema de referencia (cfr. 
nota III, b). 


Se dice que el cambio de base es una congruencia si se conservan 
los coeficientes de la forma bilineal simétrica, es decir si 


, , 


€Onh.Ox — Ya = Un —= Cr. & , (h.k=1,2,....n). 
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Para el caso de n= 3 y triedros de referencia del mismo sentido 
(5 60-3), la congruencia se convierte en una rotación. 


a,) En un espacio euclídeo, diremos que los vectores no nulos a y b 
non ortogonales si a.b=0. Se llama norma Na = |ja|| de un vector a, al 
producto a.a. 


EJEMPLO 2. En el espacio C (nota I, as) para el intervalo 0 <x< 
“-2x, son ortogonales los “vectores” fo(x)=1, f,(x)=cosxw. También 
lo son dos a dos los infinitos “vectores” f,(x)= cos nx, gn(x)= sen nz, 
(n=1,2,...). Las normas valen Nf.—=2x, Nf.= Nfa=...=Ng= 
- Nga = ... =x (ver § 53-1, ejemplos 1 y 2). 

En un espacio euclídeo de dimensión finita, la norma está dada por 
la forma cuadrática no degenerada; 


[XVII-12] Na = a.a = 23gidi0r , det. {g} Æ+ 0, 


h) Espacios propiamente euclídeos; ángulo, — Un espacio euclídeo 
© se lama propiamente euclideo si en él la norma es definida positiva; 
es decir, si 


[XVII-18] Na 2 0 ysólo =0 si a=0. 

Entonces a cada vector a corresponde un número no negativo llamado 
módulo de a: a = móda = V Na, y se verifica entre el producto escalar 
y el producto de los módulos la desigualdad de CAUCHY - SCHWARZ (cfr. ej. 
25, 8 60): 
| XV1-14] la.b| S ab. 

En efecto, por [XVII-13] el trinomio de segundo grado en 1, 

Na + b) = ¿¿Na + 2Z%1ab + Nb 


cs >0 y de aquí resulta (a.b)? < Na.Nb, es decir [XVII-14]. Como 
N(a + b) sólo puede anularse para un A si a y b son paralelos, re- 
sulta que en [XVII-14] vale el sijro = si y sólo si a y b son paralelos. 

En § 60-5 a, definimos el producto escalar [60-12] mediante el án- 
gulo; ahora podemos definir el ángulo en cualquier espacio propiamente 
vuclídeo mediante el producto escalar. La desigualdad de CAUCHY- 
SCHWARZ asegura que — 1 5 (a.b)/(ab)&1, y entonces existe un án- 
kulo real y y sólo uno, tal que 

a.b 


[XVII-15] cosg = ~ , 0 





IIA 


pEn , 


el cual llamaremos ángulo de los vectores a y b: ọ = (a,b). 
Si el espacio es de dimensión finita tendremos 


Z girdiby 
[XVII-16] cos (a, b) = — === + 
? VI gir V3gibDibe 
0) Bases ortonormales. — c,) En un espacio propiamente euclídeo 
de dimensión finita, una base i, i» ..., in se llama ortonormal si está 


constituida por vectores dos a dos ortogonales, y normales o unitarios, 
om decir, de norma 1: 


[XVII-17] i.i = d. , (8.=0 si rs =1 si r=3). 


A partir de una base cualquiera e, ..., e, puede construirse una 
bnso ortonormal i,, ..., in mediante el llamado proceso de ortonosmali- 
zación de E. SCHMIDT que pasamos a describir. Poniendo 


ho=e. ; Jj=4Aj+e€e ; js = Hdi + bas + €» ; o. $ 


ningún je puede nnularse, pues es combinación lineal de los e, con coe- 
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ficientes no todos nulos. Los coeficientes 2, Ha, Me, ..-, pueden determi- 
narse de modo que cada vector j- sea ortogonal a los anteriores: 


19) ja s jı = AJA + €, Ja =0 da da, pues y Æ O; 
29) ja . jı mj’ + e3 . jı = 0 y 
js . jə uja + e&.je=0 
dan m y p, pues j^ #0, ja% 0; ete. 


Dividiendo cada uno de los vectores j- por su módulo, se tiene una 
base de vectores i,=j,/j-, que verifica [XVII-17}. 


Ca) En una base ortonormal [XVI1-10] y [XV11-12] se reducen a 
[XV11-18] a.b= sab. ; Na = as”. 


ca) De paso vemos nuevamente que mediante una transformación 
lineal, una forma cuadrática definida positiva ($ 63-7, a) 3gix4:ax puede 
transformarse en una suma de cuadrados (cfr. $ 63-7, c y d). 


d) Dualidad en espacios euclídeos de dimensión finita. — Para cada 
b fijo, el producto escalar a.b es por [XVII-10] una forma L(a), lineal 
en las componentes de a. Recíprocamente, toda forma lineal L(a) = 
= Jha. proviene del producto escalar por un vector bien determinado b, 
pues el sistema 


Su YirDr = Ài 


tiene solución b, única (§ 15-4, b) por ser det. {g} #0. 

Por consiguiente, un espacio euclídeo de dimensión finita E,, gracias 
al producto escalar, puede considerarse idéntico a su espacio adjunto o 
dual E,* (Nota I, ca). 


III. Espacios puntuales afines. — a) En $ 60-1 vimos cómo se in- 
troduce en el espacio ordinario la noción de vector a partir de los pun- 
tos. En los espacios vectoriales o lineales el concepto primitivo ($ 1-7) 
es el de vector y podemos proceder a la inversa: 

Un conjunto A, de elementos P, Q, R, ..., llamados puntos, se llama 
espacio puntual afin de n dimensiones si a todo par ordenado (P,Q) 
de puntos corresponde un elemento (vector) indicado PQ, de un espacio 
vectorial E, de n dimensiones (espacio vectorial asociado), de modo que 


19) PQ = PR + RQ ; 


29) Dado un punto OtA,, a todo vector aE, corresponde un punto 
A y uno solo, tal que OA =a. 

De 19) se deduce para R=Q que QQ = 0, módulo de la adición en 
E, y para P=Q que 0 = QR + RQ; entonces, por ser el inverso de un 
vector en el grupo aditivo igual a su opuesto (§ 60-2, nota 3) queda 
QR =: —- RQ = (—1) RQ. 

Se dice que OA es el vector de posición del punto A respecto del 
origen O o también que OA sitúa el punto A respecto de O. 

Sistema de coordenadas en A, es todo conjunto formado por un 
punto O (origen) y una base e,, ..., en del espacio vectorial asociado. 
Lo indicaremos con J0,e,?. 

Coordenadas de A en el sistema ¿0, esp, son las componentes de OA 
en la base e, ..., €.. De AB=AO + OB=0B-— OA resulta que las 
componentes de AB en una base e, ..., e, son las diferencias b,— a, de 
coordenadas de B y de A en un sistema 40, exp. 


b) Espacios puntuales propiamente euclídeos. Distancia. — Un es- 
pacio puntual afín se llama (propumente) euclídeo cuando lo es el es- 
pacio vectorial asociado. 

En un espacio puntual opake euclídeo, a cada par de puntos 
eorresponde el número (P, Q) = mód PQ, independiente del sistema de 
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roferencia (nota YI, az). Este número puede llamarse distancia entre los- 
puntos P y Q, pues verifica las condiciones (axiomas de la distancia) : 


DJ) 0(P,Q)> 0 y sólo =0 si P=Q; 
D-a) e (P, Q) = e (Q, P); 
Ds) o(P,R) S o(P,Q) + e(Q,R), (desigualdad triangular). 


Las dos primeras son inmediatas. Para demostrar la tercera obser- 
vemos que en E,, por la desigualdad de CAUCHY - SCHWARZ [XVII-14], 
so tiene: 


(a+ b)’ = a -+ 2a. b + b’ S a + 2ab 4+ b = (a+b) , 
la+b]<Sa+b , 


y aplicando esta relación a PR=PQ-+QR resulta Da. 


Si M y N son dos puntos de coordenadas x; Y %*+A%Y* en un sis- 
tema 40,e;) será por a, MN — 5 Axxtz, y entonces 


[XVII-19] @(M, N) = EgaAZ:Axı , Yi constantes, det.Jgu? > 0. 
Cuando el sistema J0,e,) corresponde a una base ortonormal es 
[XV11-20] (M, N) = 3(Ax;,)?. 


IV. Resolución práctica de los sistemas de ecuaciones lineales. — 
n) Introducción. — Aun conociendo perfectamente los fundamentos teó- 
ricos de la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales, quien sin 
preparación intenta resolver un sistema que sólo tenga diez ecuaciones 
con diez incógnitas, queda pronto desbordado por las operaciones numé- 
ricas requeridas al efecto. Ello lleva a obrea oriT injustamente la difi- 
cultad de dicha resolución que, adecuadamente orientada, puede superarse 
cn un tiempo razonable. En algunas aplicaciones se presentan sistemas 
donde los coeficientes de los términos diagonales sobrepasan numérica- 
mente a la suma de los correspondientes de los demás términos lineales 
de cada ecuación, siendo además simétrica la matriz del sistema. Para 
esos casos se obtienen resultados suficientemente exactos mediante la re- 
gla de cálculo, sin necesidad de utilizar máquinas de calcular. 


Un sistema lineal con igual número de ecuaciones que incógnitas: 


Anti + Ata + ... F Anr = kı 
[XVII-21] anki + Aaw: H ... H Antr = ka 
Qni + Anxa + ... + amin = kn , 


de matriz cuadrada A=—¿a,,+ de orden n y determinante A 40, se re- 
suelve por la regla de CRAMER (§ 15-4): 


[XVII-22] wats RASA y 
j=l 


donde Aj, es ei adjunto del elemento aj, en A. 

Si simbolizamos por X y K las matrices vectoriales (§ 61-4, d) de 
una sola columna {gı} y {k:} de las incógnitas y de los términos cons- 
tantos, el sistema [XV11-21] puede escribirse 


[XVIT-23] AX=K , 


donde AX es la matriz producto de clase (nm, 1), es decir, también de una 
sola columna, tal que sus elementos se obtienen por el producto escalar 
do cada fila de A por la única columna de X. La solución [XV11-22] 
viene dada por 


[XVIT-24] X= AK , 
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donde la matriz inversa A” de A, de orden n, tiene por elemento de fila i 
y columna j el A,¡/A, 


Pueden calcularse simultáneamente A y sus menores A, por el pro- 
cedimiento sistemático (ver b) de F. CHIO (Mémoire sur les fonctions 
connues sous le nom de résultants ou de déterminants, Turín, 1853), pero 
en general y sobre todo para matriz asimétrica, resulta menos engorroso y 
más sistemático seguir el método de reducción sucesiva de K. F. GAUSS 
(Theoria Combinationis, Supplementum; Werke, vol. IV), que por ejem- 
plo GULDAN (nota V, 8) prefiere al método de los determinantes, dando 
del mismo un esquema gráfico intuitivo (ver c). 


b) Cálculo numérico de determinantes. — La posibilidad de anular 
en un determinante todos los elementos de una línea excepto uno ($ 13-4, 
ca), es la base de la regla práctica de CHIO; para ello se elige como 
elemento pivote uno del determinante que sea igual a la unidad; si esto 
no ocurre, se prepara el determinante sacando factor común de toda una 
línea el elemento que convenga tomar como pivote, convertido así en la 
unidad. Una vez hecho esto, la regla dice que el determinante con dicho 
elemento pivote unitario situado en la fila l y en la columna k es igual 
a (—1)'** por el determinante de un orden menor obtenido tachando la 
fila l y la columna k que contengan el elemento pivote y disminuyendo 
cada elemento restante en el producto de los elementos de la fila y co- 
lumna suprimidos situados en los pies de las perpendiculares trazadas por 
el elemento que se modifica. Los elementos que quedan tienen. por adjun- 
tos los mismos valores que los elementos correspondientes de que proce- 
den en el determinante primitivo. 


En efecto, la regla anterior eyuivale a restar de cada fila los ele- 
mentos de la fila l? multiplicados por el factor à igual al elemento de la 
fila que se modifica situado en la columna k. Esta operación equivale a 
restar un determinante nulo (§ 13-3, Cor.) y con ello se anulan todos los 
elementos de la columna k distintos al pivote, siendo por tantc el adjunto 
de éste igual al determinante primitivo al desarrollarlo por la columna k. 
Por ejemplo: 


a — hsb) Or Ox Qs : As Qs 


bi ba 1 | bebe) [bs ba 0 a aaa a: — cds 


ba bs | 
Cı — Cabı Cs — Cabs = 
da — dab, ds — dsbs | 
e6 — eaba €, — €sb, | 


bı ba 


a a D Kiai b 
Ce cab) Ci C2 Ca » Ca Cs e C301 2 302 
d n dab ) dı da da E da da dı E dabı dz == dab» 


i eı — Ebi ez — esb 
e — esb)| e, €s es : €s €s 1 301 €2 302 


ooorno 


Qı — Qabı 04: —Gsbz Q, — Qib: as — tabs 
Cı — Cabı Ca— Cab? Ci — Cab, Cs — Cabs 
dı — daəbı də— dsb: dı — dub, di: —dabr| * 


e, — €xb, €s— esbz € — esb; €s-— eb: 





= (—1) 2+3 


donde el adjunto de cı en el primer determinante es igual al adjunto de 
c,—Csb, en el segundo determinante, que es el del último determinante 
multiplicado por (—1)**, 

Una reiteración del proceso hasta llegar a un determinante de cuarto 
orden permite, mediante el cálculo de los adjuntos de los elementos de 
éste, hallar a la vez el valor del determinante primitivo y de 16 de sus 
adjuntos. Cambiando de elemento pivote en el determinante primitivo se 
hallan los restantes adjuntos y la obtención rcpetida de algunos de ellos 
sirve de comprobación de los cálculos. 


c) Método abreviado de Gauss. — Si suponemos que se ha de resol- 
ver un sistema de cinco ecuaciones (1%), (2*), (3*), (4*), (5*) con 
cinco incógnitas 2x,, %z, %a, Xa, Xs, el procedimiento consiste en sustituirlo 
por un sistema equivalente de las que llamaremos ecuaciones principales 
(I) a (V) y que van formándose de mancra que (II) tenga sólo cuatro 
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incógnitas xs a xs, (111) tenga tres xa a xs (IV) dos x, y xs (V) una 
sola x,; entonces por (V) se obtiene xs, que sustituida en (IV) da x,, 
con ambos valores x, y xs en (III) se obtiene xs y así se llega sucesiva- 
mente a obtener x, por (1). 

Es muy conveniente efectuar el cálculo numérico en forma tabular, 
debiendo estar contenidas en la tabla todas las operaciones necesarias 
para la resolución. El esquema del método (esquema A) muestra clara- 
mente la sucesión de operaciones a efectuar: para ello se han sustituido 
los valores numéricos de los coeficientes por letras con índices en la for- 
ma usual (§ 15-4), los términos diagonalcs se distinguen por tener sus 
dos índices iguales, y los independientes en el segundo miembro se indi- 


ESQUEMA A. Sistema simétrico de ecuaciones. 














Marcha del cálculo) æ La La xı xs |k k’ |Control 
(1*) Qı Ora Cas Qu Cas kh Kk, $1 
(2*) (412) Qz Azs Ora Ao |Ka fa 82 
(3%) (aia) (23) Qas Qa Aa ka k'a Sa 
(4*) (ar) (aa) (au) Qu Qis Ka k', Sa 
(5*) (ai) (az) (aax) (a) Qan ks Ú5 Ss 
(1) = (1%) Ca Ora Qia Qi Clas k, K, 8, (1) 
(2*) (an) Qn da da Qs |k k's j sa |(2) 
— (41/41) .(1) (—4.12) 12.3 biao bisa bi. [Kira kr. S1.2 (8) 
3) 
(D= E,, da gos gu gs K Kaj) s |W 
(3*) (a3) (as) Las aun as |ks ka Sa (5) 
— (411/41) .(1) (—41) (D13.2) bis.s biua  bis.a | kaa K'iri 81.3 (6) 
— (galge) . (11) (—-4=) b23. baia bosa [Koa K'’2.a S2.s (7) 
(111) = S ga ga gs |Ka K's | Ss |(8) 
(4*) (au) (aa) (aa) Qis Qis ka Ki S4 (9) 
—(41/411). (1) (—a) (bu.2) (baia) bua bisa | Kara k'as Si. (10) 
= (galge) . (II) (—-J:1) (bas) bosa dos. Ka.4 Ka, Sas (11) 
== (Yu 191) . (111) (—Ya:) basa bas. Ka. Ks. Sa.s (12) 
2 
(V) = p gu gs Ke KA| S$ |03) 
(5*) (ais) (025) (das) (dus) ass | ks k's Ss (14) 
=> («1/a11) $ (I) (—as) (bis.2) (bisa) (Dis...) bis.s ka.s Cas S1.0 (15) 
— (gsl ge). (II) (—gs) (ban.a) (bos.1) bos.s |Ko.s K'o.) Sas (16) 
- (91 33) (TIL) (—-J:) (bas.1) basas |Ka.s K'a.s Sas |(17) 
-(9u/ gu) .(1V) (—9:) Dis.s |Ks.s K'a) Sis (18) 
(V) = y gss. K: K’ Ss (19) 
(14) 
De (V): A Ko! Yo , 
” (IV): Tt, = (Ki — Yuto) / Yu , 
is (III) è Xa = (Ks — xs — Yuta) Ya; 
„» (IT): Tı = (Ka — Jaks — Yuka — aka) lJa ; 
w (1): xi = (ki — Qa — Ra — QiaXa — Ara) / An 5 
A = Angof. 
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cie a A + =2E80L ag i — ¿YB — e 
2L0'1 + Tors 236 : ya 006 980'1 j TE 
LZ'ZII ; 90' 12'Z01 
1 o + == == f a = ZAR ! AS A, e Ig — = ig 
; pe o P6'LOT R T9'SEI— nee” G9'981 — aort 
TeL — Ez'ga — 81r'0p + . GIA) 


(1A) (11301 /p9'2€) + 
(A) (90'6vT/99'L)— 
(AD (LE ZIL/SZS'PP)— 
(ID) “(2'P8/2p)— 

(aL) 


| (A) 


(A) "(S0'6P1/PZ'9p) + 
(AD) (23311 /S1'Zp)— 
(111) '(1'p8/£8'88) — 
(11) '(28'801/69'6p) — 
(1D (82/8p)— 

(+9) 


(A) 


(110) (1'p8/L1'6) + 
(11) (1€'801/69'6p) — 
(1) (81/8v)— 

(+9) 


(AD) 


1D) (1'P8/93'L)— 
(1) (1€'201/81)— 


29133 + 8£'y8 — 
0'161 + 


681 — ave — | t3e — | oo + 
Te T v9'8 #98 — 
ekz + 8} + pS 

s£ 











+ («P) 
9er] |  zr+ | esse + | ore — | szu O Oo O (up 
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enn por kı, ka (Kə), ka, (Ks), ..., pudiéndose incluir también otro o va- 
rios conjuntos de valores k' para estos últimos, correspondientes a otros 
casos de carga en la aplicación a la Estática, los que se resuelven simul- 
táncamente, gran ventaja del método de resolución numérica sobre el de 
nproximaciones sucesivas, 

En las ecuaciones auxiliares se distinguen los coeficientes que van 
modificándose por un índice suplementario que indica la ecuación princi- 
pal que va a obtenerse. Por la simplificación obtenible se trata primero el 
caso del sistema simétrico de ecuaciones que es el que se presenta más 
en la práctica. 


c) Sistema simétrico de ecuaciones. — Para simplificar la compren- 
sión y demostración del método se han incluído en el esquema A todos 
log coeficientes que realmente figuran en las ecuaciones, pero los escritos 
entre paréntesis no deben inscribirse por innecesarios al formar la tabla 
de resolución en la práctica del método, según puede verse en el ejemplo 
numérico subsiguiente (esquema B). 

He aquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo a seguir en 
el esquema A para n= y aclarar en el ejemplo numérico. 


1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*), omitiendo los 
coeficientes a la izquierda de la diagonal principal. Es conveniente tam- 
bién inscribir una columna de control cuyos elementos sean las sumas 8; 
(i=1,2,...,5) de los elementos de cada fila (incluso los omitidos) con 
(o sin) el (o los) termino(s) independiente (s). 


2. Inscripción de la misma ecuación (1*) como ecuación principal 
(1) en la fila (1). 


3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 


4, Multiplicación de la ecuación principal (1) por el factor —(G13/a1) 
en la fila (3). Para el control debe efectuarse la misma operación con ss. 


5. Obtención de la ecuación principal (11) en la fila (4) como suma 
de las filas (2) y (3). Puede, como control, obtenerse así S= 8: + 81, 
que debe también ser la suma de los elementos de la fila (11). 


6. Inscripción de la ecuación dada (3*) como fila (5). 


7. Multiplicación de la ecuación principal (1) por el factor —4413/ 411) 
en la fila (6) y de la ecuación principal (11) por el factor — (9/92) en 
la fila (7). Para el control deben efectuarse las mismas operaciones con 
Bi y Sa. 


8. Obtención de la ecuación principal (111) en la fila (8) como suma 
de las filas (5) a (7). Puede como control obtenerse así Sa, que debe 
ser también la suma de los elementos de la fila (111). 


9. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 
las principales en forma análoga, siendo: 


bis. = — (013/01) 045 con Lj > 2 ; 
bris = — (gril gm) gnu con h>2 5; 1j>3 5; 
kx = — (41/04x)k, con ¿> 2 
Kr.y = — (gril gan) Ka con h>2 3 ¿j>3 5 


y análogamente para 8,.; y Sa.;; hasta llegar a escribir la última ecua- 
ción principal (V) en la Fila (19). Si en las ecuaciones principales se 
nuulan algunos cocficientes, desaparccerún las correspondientes ecuacio- 
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nes auxiliares que se deducirían de los factores anulados de multipli- 
cación. 

10. Obtención retrógrada de las incógnitas xs a xı a partir de la 
última ecuación principal (V). 

Éste es el método de GAUSS-DOOLITTLE (M. H. DooLITTLE: Method 
employed in the solution of normal equations and the adjustment of trian- 
gulation; U. S. Coast and Geodetic Survey Report 1878). 

Es fácil ver que multiplicando la ecuación (11) por a. se obtiene: 





























(11) Qi Ora e 011 hs do + Qi Qis du Qi pjs da ka ñ 
Mi Az Qua Qz Cha Qa Ora azs Ga ka 
Asimismo, en lugar de (111) se puede escribir 
| Qu Qai Oha Qi Qia Qa | Qiu Orz Or Qu Ora kı 
(IIL) |an Qz da | £s -+ |ia 022 da | 24 +] Om Qe an| xs =) du Q2 ke], 
Qia Q23 Qa Qi Qa Qu Qis A2 3s tais Qa ka 





y finalmente 


Mi Qu Os Ou ha 
Q An As Qn Ka 
(V9 Ax =| ta an Ga da Ka| , 
Qu Un Aw Qu ks 
Qis azs Am Qus ks 


pero mejor que calcular estos determinantes es seguir el procedimiento 
indicado. 


Obsérvese que el método sirve también para calcular cómodamente el 
valor de un determinante, en este caso el A simétrico del sistema, pues 
resulta A — 01192999490 


En efecto, el sistema (1%), (2*), (3*), (4%), (5%) se sustituye por 
el (D), (11), (11), (1V), (V), donde cada fila de estas últimas se ha 
obtenido agregando a la correspondiente de las primeras una combina- 
ción lineal de otras, Por tanto el determinante del sistema de ecuaciones 
principales tendrá el mismo valor A que el del sistema dado. El determi- 
nante del sistema de ecuaciones principales es triangular derecho (tiene 
nulos todos los elementos que están debajo de la diagonal principal) y 
por tanto su valor es el producto de los elementos de la diagonal prin- 
cipal, pues al desarrollar por la primera columna será igual al primer 
elemento por su adjunto y así se sigue sucesivamente. 


Ca) Sistema asimétrico de ecuaciones. — Este caso se distingue del 
anterior en que ahora los factores de multiplicación de la primera co- 
lumna (Marcha del cálculo) no se obtienen simplemente de los términos 
de las ecuaciones halladas anteriormente, sino que deben formarse espe- 
cialmente, Pero en este caso, la marcha del cálculo es también muy fácil 
y puede ser completamente sistematizada. Ahora en la etapa de obtención 
de una ecuación principal, para escribir cada ecuación auxiliar correspon- 
diente, se empieza por determinar su primer coeficiente no teóricamente 
nulo tal que sumado a los de la misma columna de las anteriores ecua- 
ciones auxiliares de la misma etapa dé suma nula; este coeficiente divi- 
vidido por el coeficiente diagonal de la respectiva ecuación principal es 
el factor de multiplicación que modifica ésta. En el esquema C designa- 
mos el numerador de dicho factor modificante de las ecuaciones principales 
(II) a (IV) por —>Sn1(%2), ..., —YXv[X3), ..., donde el índice romano 
indica la etapa de obtención de la respectiva ecuación principal y la in- 
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cógnita indica la columna de coeficientes que da dicho numerador. Así 


da + bus — Sm (%2) =0 , 
Gs + bis + beso — ví) = 0 , etc. 


Lo demás del cálculo es análogo al caso de sistema simétrico. He 
aquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo, a seguir en el es- 
quema C, 


1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*). Es conveniente 
escribir también una columna de control cuyos elementos sean la suma s, 
(i=1,...,5) de los elementos de cada fila i con (o sin) el término in- 
dependiente. 


ESQUEMA C. Sistema asimétrico de ecuaciones, 

















Marcha del cálculo] xı æa La La xs |k [Control 
(1*) Ch Qis das Or Qis kı 81 
(2*) An Qa an la da | ka 82 
(3*) an Um Aa As dæ» |ka Sa 
4* ) Ca Uuz Cia Qu Cas ka Ss 
(5*) Us Usa Usa Use Ass ks 83 
(1) = (1%) du Us Qu Qu aws [ki | s |(1) 
(2*) an Qa as au as |ka 8&1 |(2) 
—(a2/411).(1) —a Dr2.: Dis. bu. bis.a | kara 83 |(3) 
(D) = Ei, Ja Ju 0 aK |s (4) 
(3*) da Um Oo Lo as |ks 8  (1(5) 
— (031/0111). (1) — an biz.s bis.s bu.s bis.3 ka.s 81.3 (6) 
—(3u(2+) /92). (11) —3m(%2) basa bo.a bas.3 |K2.3 Sas |(7) 
(III) = E gu 9 gu Ka | Sa N8) 
(4* ) Us Qa Qia Us Qis Ka 84 (9 ) 
— (a/u). (I) —ün bra Dis. bisa bisa | kaa 814 |(10) 
— (Jiv (x2) 1 Ya) . (11) —3v (x2) bo.a Don. dx. |K2.4 S2.4 (11) 
— (Xiv (%3) 1 Ya) . (IIT) —3 1 (x3) Das.s Dos.. |Ks.s Sas (12) 
12) 
(5*) Uds Usa Osa Usa Us ks 5 (14) 
— (451/11) . (1) —4sa bx, Dis.5 bus biss | ka.s Sis |(15) 
== (Xv (xa) lge) . (11) —Xv (x2) da.s bais bss.s |Ka.z Sz.s (16) 
—(Xy (xa) 1 Yss) . (III) —XYXv (xa) bais bass Ka.s Sas (17) 
— (v (xı) /gu). (IV) —35v (x) bis.s K.s Sas (18) 
(18) 
ES š á 1 
(V) = 24) Yo K: S ( 9) 
De (V) : y = Ks/ Yos 5 
» (IV): w = (Ki — gests) / Ju ; 
” (III) : Ta = Ks — Jati — Juta) 1 9ss > 
» (II): Xa = (Ka— gats — Junt — Jax) lJa ; 
» (I): xı = (ka — sts — hX, — hta — hta) [Ar 3 
A = agJoggapm. 
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2. Inscripción de la misma ecuación (1*) como ecuación principa) 
(I) en la fila (1). 

3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 

4. Inscripción en la fila (3) del coeficiente —uz de la incógnita x, 
tal que az —42=0, y multiplicación de la ecuación principal (1) por 
el factor —(an/a.) en dicha fila (3). Para el control debe efectuarse 
la misma operación con sı. 

5. Obtención de la ecuación principal (11) en la fila (4) como suma 
de las filas (2) y (3). Puede como control obtenerse así Sz= 82 + 81, 
que debe ser también la suma de los elementos de la fila (II). 

6. Inscripción de la ecuación dada (3*) en la fila (b). 

7. Inscripción en la fila (6) del coeficiente —anm de la incógnita xv: 
tal que as — 4 =0, y multiplicación de la ecuación principal (1) por el 
factor — (43/41) en dicha fila (6). 

8. Inscripción en la fila (7) del coeficiente —3Snm(x1) de la incógnita 
%. tal que aa + br. — Xui(%1)= 0, y multiplicación de la ecuación prin- 
cipal (II) por el factor —(Xim(%3) /Ya2) en dicha fila (7). 

9. Obtención de la ecuación principal (111) en la fila (8) como suma 
de las filas (5) a (7). Puede como control obtenerse así Sa, que debe 
ser también la suma de los elementos de la fila (III). 

10. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 
las principales en forma análoga, hasta llegar a escribir la última ecua- 
ción principal (V) en la fila (19). 

11. Obtención retrógrada de las incógnitas x, a %ı a partir de la 
última ecuación principal (V). 

Aquí también, con la misma demostración que en el caso simétrico, 
el determinante del sistema valdrá A = 19909495, siendo éste el mé- 
todo mejor para calcular numéricamente un determinante asimétrico o 
simétrico cualquiera. 


d) Método de CHOLESKY-BANACHIEWICZ. — Para un sistema simé- 
trico de ecuaciones lineales tal que la matriz del sistema sea definida 
positiva puede aplicarse el método de CHOLPSKY-BANACHIEWICZ que ne- 
cesita n extracciones de raíces cuadradas. 

He aquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo, a seguir 
en el esquema D y aclarar en el ejemplo numérico para n=5 (esquema 
E; el mismo sistema de ecuaciones esta resuelto en GULDAN, citado en 
nota V, 8, por el método dado en c, y otro similar) : 


1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*), omitiendo los 
coeficientes a la izquierda de la diagonal principal. Para mayor claridad 
en el esquema D se han escrito entre paréntesis los términos que no es 
necesario inscribir, como puede verse en el ejemplo numérico (esquema 
E). Es conveniente escribir también una columna de control cuyos ele- 
mentos sean la suma 8, (i=1,...,5) de los elementos de cada fila (in- 
cluso los omitidos) con (o sin) el término independiente. 

2. Obtención de gu= Van y división de la ecuación (1*) por gu 
para obtener así la ecuación principal (I) en la fila (1). Para el con- 
trol debe efectuarse la. misma operación con si de modo que S, —=81/ gu. 

3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 

4. Multiplicación de la ecuación principal (1) por el factor —gw en 
la fila (3). Para el control debe efectuarse la misma operación con Sı. 

5. Obtención de ga = V aa + bız.s, y división de la suma de las filas 
(2) y (8) por ga para inscribir la ecuación principal (lI) en la fila (4). 
Puede como control obtenerse así Sa= (sa + Sı.2)/g2, que debe ser tam- 
bién la suma de los elementos de la fila (II). 


6. Inscripción de la ecuación dada (3*) como fila (5). 


7. Multiplicación de la ecuación principal (1) por el factor —gis en 
la fila (6) y de la ecuación principal (11) por el factor —ga en la fila 
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(7). Para el control deben efectuarse las mismas operaciones con S, y Ss. 

8. Obtención de gsə= V ds + bu. + Dm, y división de la suma de las 
filas (5) a (7) por Ys para inscribir la ecuación principal (III) en la 
fila (8). Puede como control obtenerse así S= (8 + Sis + Sz.1) / Ys, que 
debe ser también la suma de los elementos de la fila (111). 


ESQUEMA D, Método de CHOLESKY-BANACHIEWICZ para sistema simé- 
trico con matriz definida positiva. 




















Marcha del cálculo 23 Xa £s La x%s |k (Control 
(1*) Au A Mas Qu ms | kı 8 
(2*) (au) Clos az Au As ka 82 | 
3* (Ora (aa) Qas Aza Qas ka 83 
(4*) (414) (aa) (aa) Css Cas kı 84 
(5*) (a) (as) (Um) (as) Ass ks 35 
Un = Van; (I)=(1*) [9u Yu gia gia gu is K: S, (1) 
(2*) (012) Aza (os Aa as ka 82 (2 
—Y1 . (I) (—-412) Dxa.2 bis.a bu.s bis.2 Kia Ba a (3) 
Qua = Vda + bx2.2 im 
(II) = (1/92 ,, Joa Jos Dos ga |Ka Sa (4) 
(3*) (A) (aa) ss aa ds | ka 8&  |(5) 
—Yaa . (1) (—415) — (dx.1) Drs. bus bisa | Kia | Sis |(6) 
—gn . (II) (— 429) boss bas.a b.s | Kas Sz.a (7) 
Ju = Vs + Diga + a 
(II) = - (1/90) 2,5 Jos Yes Ys |Ks Sa (8) 
(4*) T 
—gu . (I) (—-411) (biaa) (bu.a) bis. bisa | Kia Saia (10) 
—gu . (II) (—Y292)  (ba.n) bos. bos.4 | Koa S24 (11) 
—gs . (III) (—g9aga) Des. bss. | Ks.s Sas (12) 





(IV) (1/91) 2 y, Ds gs |K Si (13) 
(5*) (—005) (as) (aw) (de) des [Es | 86 (14) 
—Y95. (1) (Qis) i (bis.2) (bis.3) (bis.1) bis.6 Ki.s Sis (15) 
—gs . (II) (—gzgs) (bs.s) (bæ.) bw. | Kz.s Sas |(16) 
—Yos . (111) —Yogw) (bss) dass | Ks.s Sas |(17) 
— Yu (IV) —Yu9s) ba. | Kas Sis (18) 
"u = V das + bis.s + T 5 

(V) = (ad, Ya |K; Ss 1(19) 

De (V): Ts Ks/ ges ; 


”» (IV): x = (Ke— gst) /gu ; 

» (III): xs = (Ks — Jats — Jut) [9s 5; 

„ (II): xa = (Ka — Yuso — Yala — Para) /Ya  ; 

LE) Yi = (Kı — YinCo — YriLa — Gres — Ya) [gu , 
À = Qa ga Yu ga gu. 
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9. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 
las principales en forma análoga, hasta llegar a escribir la última ecua- 
ción (V) en la fila (19). Si la matriz del sistema no fuera positiva de- 
finida aparecerán raíces cuadradas de números negativos con resultado 
imaginario. 


10. Obtención retrógrada de las incógnitas xs a xı a partir de la 
última ecuación principal (V). 

Si multiplicamos la ecuación (I) por gn, la (II) por g» y así suce- 
sivnmente, el sistema obtenido es el deducido de (1*), (2*), (3*), (4*), 
(6*), agregando a cada fila de estas últimas una combinación lineal de 
otras. Por tanto, es A = gi? ga ga ga? gss. 


e) Existen también otros métodos de resolución como el de B. I. 
CLASEN (Brux. Soc. Sc. 12, A, pág. 50-59; B, pág. 251-281; 1888), lla- 
mado también “método de los coeficientes iguales”, y el de A. TERRACINI 
(Un procedimiento para la resolución numérica de los sistemas de ecua- 
ciones lineales, Ricerche di Ingegneria, III, n? 2, 1985; trad. en Revista 
Electrotécnica, 27. pág. 427-436, Bs. As., 1941), de eliminación simultá- 
nca de incógnitas. 


f) Si en la aplicación del método de Gauss sólo se requieren dos o 
tres cifras significativas finales, basta el uso de la regla de cálculo, y 
entonces la obtención de todos los coeficientes de una misma ecuación au- 
xiliar se hace con una sola posición de la reglilla determinada por el 
factor que modifica la respectiva ecuación principal de las anteriormente 
obtenidas; para evitar errores conviene escribir previamente todos los sig- 
nos de los coeficientes a obtener, cosa fácil por resultar todos ellos los 
mismos o todos distintos respecto de los correspondientes de la ecuación 
principal que se modifica. 

Por otra parte, el procedimiento así abreviado de GAUSS puede ser- 
vir para Controlar los resultados que se alcancen en forma más prolija. 
Se aconseja siempre en labores de compromiso, la colaboración de dos 
calculistas independientes que comparen sus resultados en cada oportu- 
nidad. 

Existen formas condensadas de resolución apropiadas al uso de má- 
quiuas de calcular que mejoran los métodos de GAUSS-DOOLITTLE y de 
("HOLESKY-BANACHIEWICZ antes explicados. 


g) Métodos de aproximaciones sucesivas. — Cuando el número de in- 
cógnitas es muy grande, por ejemplo en el cálculo de estructuras hiperes- 
táticas en alto grado, la resolución directa del sistema de ecuaciones es 
muy laboriosa y entonces se recomienda emplear métodos de aproximacio- 
nes sucesivas, 

Respecto del sistema [XVII-21], designemos por ti, re, ..., Fa UN SİS- 
toma de valores aproximados, y por € €z ..., €n los respectivos errores 
do cada ecuación, tales que 


n 
[XVII-25] e = ki — 5 Qifti , i = 1, 2, sop Mo 
j=1 
Si en la primera ecuación del sistema [XVII-21] sustituímos vz, Ya, 
«y En POT Ya, Ya, ..., Yn, en la segunda %i, Xa, ..., £n POF Yi, Ya, ..., Ya, 
y nsí sucesivamente en la n-ésima %,, Ya, ..., Ln-1 POX Tr, Toa, ..., Ta- OD- 
tendremos como nuevos valores “más aproximados de las incógnitas”: 


[XVIT-26] xı = 71 + (61/01); X: = Ya + [(€2/0o); ...; 
La = Ta + (en/an); 


sto es el Hamado método de iteración, convergente cuando los coeficien- 
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tes de los términos diagonales preponderan en valor absoluto sobre la 
suma de valores absolutos de los demás coeficientes de los términos linea- 
les en la misma ecuación. 

En general es más conveniente el método sucesivo de P, L. SEIDEL 
(Minsch. Abh., 11, Abt. 3, pág. 81, 1874), donde se aprovechan en la 
segunda y posteriores ecuaciones los nuevos valores de las incógnitas que 
van obteniéndose en la misma etapa. Así se toma: 


2% = Y + (kx — Our — Orafa — Masa — .. .— GanYr)/0n , 
£a = Ya + (ka— Qi — azarı — üzrs — ... — antn) / oa , 
[XVII-27] £s = Ta + (ha — Mati — Ola — OY — ... —QgnYn) / Mos, 


En = Ya + (kn — ann £1 — An, X3 — a — 
— Anp- 8En-1 — Annta) / Ln... 


Si designamos por R la matriz de una columna Jr, de los valores 
aproximados de partida, el método de R. von MIsES consiste en tomar 
como valores más aproximados los dados por la matriz de una columna 
X =4%,), tal que 


[XVII-28] X=R+a(K—AR) , 


donde a es un número real adecuadamente elegido para asegurar la buena 
convergencia del procedimiento. 

Si la matriz A del sistema [XVII-21] de e reales lo es de 
una forma cuadrática positiva definida, sean m>8> ... > >0 sus 
autovalores o raíces características, es decir, las de la ecuación 


au — n a Oia ... Can 
an Qaa — N Qz Wa Qan 
[XVII-29] aa da Aw—NN ... Am =0 ; 
Qni Qna Ana i Ann — 


entonces se elige a tal que sea 
[XVI11-30] l/a > MM.. > MM > 0. 


Para justificarlo, consideremos el método general de L. CESARI: Sulla 
risoluzione dei sistemi di equazioni lineari per approssimazioni successive 
(Atti Accad. Lincei, Rend. VI, 25, pgs. 422-428, 1937; Id. Rassegna delle 
Poste, dei Telegrafi e dei Telefoni, Anno IX, 4, 37 pgs., 1937) que gene- 
ralizando el de M. PICONE, sintetiza los métodos anteriores con estudio 
exacto de su convergencia. 

Dado el sistema [XVII-21] de coeficientes reales o complejos, supon- 
gamos sea el determinante A 40 y consideremos dos matrices B y C de 
tipo (n,n) y a un número real o complejo, tales que 


[XVII-31] B+C=a4a4 ; C#0 ; BÆO 

Si ahora à es un parámetro variable en el cuerpo complejo, R una 
matriz del tipo (n,1) arbitraria en el cuerpo complejo, el sistema 
[XVII-32] (B+4C)IX(4) = aK + (A—1)CR_>»», 
que para 1=1 coincide con el sistema [XVII-23] = [XVIT-21], tiene por 


solución la matriz X (A) de tipo (n,1), función racional de A. Si r es el 
menor de los módulos de las raíces de la ecuación algebraica en 1: 


[XVIT-33] B+10C=0 , 
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puto por haber supuesto el determinante B+ 0, entonces para todos 
os números |1|<»r es convergente: 


[XVIT-34] X(A) = X(0) + (4/110)X'(0) + (0/2)X"(0) + ... , 
donde si 1<r, la X=X(1) es la solución del sistema [XVII-21] = 
= [XVII-23]. 

Si se pone 
X. = X(0), X, = X(0) + (1/1)X'(0), Xa = X, + (1/21)X” (0), ..., 
so deriva [XVII-32] 

CX(A) + (B+10)X'(A) =CR , 
y se sigue derivando sucesivamente 
(p+1)CXP() + (B +10)X°™® (1) = 0 , (p=1,2,...) , 

basta hacer entonces A= 0 y sumar para que resulte: 
[XVIl-35] BX. = «aK — CR; BX» = 0K — CX,, (p=0,1,2,...). 


Las igualdades [XVII-35] representan un algoritmo de aproximacio- 
nes sucesivas que tiene como valores iniciales para las incógnitas los ele- 
montos de la matriz R y que converge cuando y sólo cuando converge la 
serie [XV1I-34] para 1=1 y por tanto si es r > 1. 

Este fundamental teorema de PICONE-CESARI fué dado por el pri- 
mero para un grupo inicial nulo (R=—0) y ha sido generalizado por el 
segundo. 

El método de iteración [XVII-26] no es más que la aplicación de 
[XVII-35] con a =1, si se toma 


[XVII-36] 

di 0 0 0 %1 kı 0 Qu s Anl [7% 
| 0 az 0 0 %a Ka | an 0 dz Aan L Ta 

0 0 Qas 0 xs p=3% ka S — i dm Aa 0 Can Ya 
A a a 


B X = K — C R 
con B + C= A cumpliendo [XVII-31]. 


El método de SEIDaL [XVII-27] pona de tomar con a= 1, primera- 


mente para xı =f, Xs = Ta Xa = Ta, ..., En = Tn: 
«au 0 0 ... 0 
Ca 1 0 Ee 0 
[XVI11-37'] CG 01 ... 0 = 
poanie de i Fj- 
B X = K — 
0 Cia Qis E Uin Y1 
Aa — Ca Aa — 1 Oz Sida Uen Ta 
— ;\ sı —ê Am Ga—1l ... Am Ya 
añ cid i O ss a Moral RK a ] 
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donde ca = @€2/€1, Cs= Onxlo/€x, ..., Cn = Qu€n/eı; después, para x:="Y7', 
Xa = Ta, La Tay e.e, En =E Tn: 


1 c 0 E 0 tı kı 
O as 0 ... 0 da ka 
[XVI1-37”"] O ts 1 ... 0 a p=x3 hi p— 
(pa L ta) 
B X = K — 
Qa — 1 AN Cra Can r? 
an 0 az Qon T2 
— An Ga — Cs Osa — 1 Aan T3 
Poa EA aan — 1 a ; 
— C R 
donde Ci, = G61/€s, Ca= Ozzl3/€2, ..., Cn= Qastn/€2, y así sucesivamente. 
El método de von Mises resulta de tomar 
[XVII-38] B + àC = I + à(«aA— I) , 
10 .. 0 l 
donde I es la matriz unidad 0 1 0 y a es un número real 
00 ... 1 | 


que cumple [XVII-30] para A matriz de una forma cuadrática definida 
positiva. En efecto, la ecuación [XVII-29] escrita 


[XVII-29"] A=nu=0 , 
se convierte en la [XVII-33] por el cambio 
[XVII-39] A =1/(1—an) , 


pues en [XVII-38] quedará 
B+4C=a(A—nD/(1—on , 

que muestra es YOR] equivalente a [XVII-33] si es siempre 
1l—on >0, (¿=1,2,...,1), es decir, si se cumple [XVI1-30]. 

Por ser 

hh = 1/(1—oni) > 1/(1l—am)=%A >71 , (¿=1,2,...,n) , 
habrá de cumplirse 
[XVIT-40] 1/(1l—nm:m)>r>1 , 
y entonces cuanto mayor sea la razón nı/ņn, tanto más se acerca r a 1 y 
la convergencia del método de VON MISES es más deficiente; práctica- 
mente resulta inaplicable para yn./n > 10. 

Una evaluación aproximada de y. para ensayar en [XVII-40] un 
valor aproximado de a viene dada por 


[XVI-A] |m] < Máx (laal + loal +. + laal), 


pues para n = ta, al verificarse [XVII-29], existirán valores de és, $z, ..., En 
no todos nulos tales que: 

N» £1 = u$ + Gro Ez +... + anr , 

Na $a = dat + Qos $2 +... + Qan En , 


Na En = An a + amg + ..s + Gn En , 
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suponiendo por ejemplo que |:| es el mayor de los módulos | fl, 
lab ons ën l, será 

Im] < Jan] + |aal + ... + |] , (h=1,2,...,n) , 
de donde se deduce seguramente [XVIT-41]. 

Observemos que en el trabajo de CESARI, aunque referido a un ejem- 
plo de tres ecuaciones de coeficientes positivos, se pone descuidadamente 
«in demostración como cota superior de las raíces el 

i Máx (Qa + Qia + Gia). 

t= 1l, ó, 
Para ver que en general no pueden suprimirse en el segundo miembro de 
[XVII-41] las barras de valor absoluto, sea la matriz simétrica 


1 0 0 
a=(0 9) 
0 —8 9 


de una forma cuadrática definida positiva, pues A = 17 > 0, As = 9 > 0, 
@u=1>0. La ecuación característica correspondiente es 
1—n 0 0 
0 9—n —8 
0 —8 2%—xí 
con A(2)=15>0 y A(+0)<0, lo que prueba es 
M > 2 > 1 = Máx (Qia + Qia + Gs). 


í=1, 2, 


A (n) = = — n? + 19r? — 35n + 17=0 , 








Un estudio más detenido de los métodos iterativos, con mejoras im- 
portantes, ha sido realizado por H. HOTELLING: Some new methods in 
matrix calculation (Annals of Math. Statistics, 14, 1943, pág. 1-34). 

Un criterio de convergencia en el que se prescinde de los autovalores 
| se encuentra en P, E. ZADUNAISKY: Un método de iteración para la 
resolución de sistemas de ecuaciones lineales algebraicas (Revista de la 
Unión Matemática Argentina, vol. XVII, 1955). 


h) Elección de valores aproximados iniciales. Método del sistema re- 
ducido. — Ya hemos visto que en todo método de aproximaciones suce- 
sivas convergentes podíamos elegir la matriz R, de valores iniciales, arbi- 
traria. Esto constituye una de las importantes ventajas del método, pues 
cualquier error no descubierto va sucesivamente eliminándose, aunque 
alargue el número de etapas de aproximación a efectuar. Sin embargo 
para acortar éstas y operar en forma rápidamente convergente, es im- 
portante partir de valores iniciales que sean aproximados lo menos gro- 
seramente posible. ' 

En el caso favorable usual en que el valor absoluto del coeficiente 
del término diagonal supera a la suma de los valores absolutos de los 
demás coeficientes de los términos lineales en la misma ecuación, suele 
tomarse en [XVII-21]: 


[XVII-42] r = kil Qua , (= L, 2, .. an) , 
lo que equivale a suponer inicialmente despreciables los demás términos 
lincales respecto del diagonal. 


ln otros casos, se igualan a x,, todas las incógnitas en la primera 
ecuación, a x en la segunda y así sucesivamente, obteniéndose 


[XV11-43] ro=kd 3 04, (1=1,2,...,8). 
¿= 


El método del sistema reducido, debido a R. GULDAN (citado en no- 
tn V, 8), aplicable al cálculo de estructuras muy hiperestáticas, consiste 
en elegir del sistema dado un núcleo de ecuaciones en pequeño número 
para resolverlo en forma directa y completa; como en dicho núcleo figu- 
rarán más incógnitas que ecuaciones, en vez de anular groseramente las 
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sobrantes o seguir otro ciego arbitrio cualquiera, se tiene en cuenta su 
significación mecánica y el hecho de que en las ecuaciones nodales figu- 
ren las deformaciones de giro en los nodos vecinos. Entonces se efectúa 
una evaluación relativa de las incógnitas de deformación sobrantes, me- 
diante su relación con las deformaciones vecinas, que figuran como incóg- 
nitas propias del núcleo de ecuaciones a resolver; aunque no se conozcan 
previamente los valores de las deformaciones incógnitas, las característi- 
cas de la estructura que se calcule suelen permitir efectuar una evaluación 
muy aproximada de la razón en que deben estar dos deformaciones de 
giro vecinas. 

Así, con la resolución de un reducido grupo de ecuaciones, se consi- 
gue obtener valores muy aproximados para las incógnitas de partida, 
base apropiada para la determinación de las demás incógnitas mediante 
cada una de las ecuaciones restantes, que se emplean una a una para 
determinar cada nueva incógnita en valor aproximado, sustituyendo las 
variables ya conocidas por sus valores y las demás que aún puedan exis- 
tir por una “evaluación relativa” como los anteriormente empleados. Cada 
nueva incógnita determinada puede ser comprobada someramente por su 
“evaluación relativa” antes aplicada para corregir así gruesos errores. 

Una vez conocidos valores iniciales aproximados para todas las in- 
cógnitas en esta primera etapa del cálculo, se pasa a la segunda etapa 
para mejorar dichos valores. Entonces puede emplearse el método de 
SEIDEL usual de aproximaciones sucesivas o volver a aplicar el sistema 
reducido con aún menor número de ecuaciones de partida, donde las “eva- 
luaciones relativas” a efectuarse están ahora facilitadas por los valores 
aproximados ya conocidos. Mejorados así todos los valores, la convergen- 
cla es tan rápida que en una nueva etapa, los valores alcanzados son ya 
sensiblemente los mismos que los anteriores dentro de la aproximación 
requerida en la Construcción, pero en casos especiales puede procederse 
a efectuar las etapas sucesivas de aproximación que eventualmente fue- 
sen necesarias. 

El significado mecánico del método es inmediato. El sistema redu- 
cido se refiere a una pequeña parte de la estructura imaginada aislada 
y las incógnitas sobrantes son las deformaciones de giro de los nodos 
vecinos a los nodos que están en la parte aislada y con relación a los 
cuales se evalúan aproximadamente. El método es especialmente útil en 
estructuras de nodos desplazables, donde los términos correspondientes a 
los corrimientos de éstos perturban la convergencia de los procedimientos 
usuales de iteración. Lo mismo ocurre cuando la estructura presenta par- 
tes irregulares; conviene siempre comprender en el sistema reducido esas 
partes, y las de contorno, donde las reacciones exteriores influyen tam- 
bién especialmente en las deformaciones que figuran como incógnitas. 


V. Bibliografía. — 1. Los orígenes del Cálculo vectorial pueden ubi- 
carse en los trabajos de HAMILTON (1843) y de GRASSMANN (1844), que 
adoptaron puntos de vista diferentes, y cuyas ideas pueden verse en las 
obras de valor histórico: 

W. R. HAMILTON: Lectures on quaternions. (Dublín, 1853). 

W. R. HAMILTON: Elements of quaternions. (Londres, 1866). 

H. G. GRASSMANN: Die lineare Ausdehnungslehre. (Wigand, Leipzig, 
1844, 1878). 

H. G. GRASSMANN: Die Ausdehnungslehre. (Berlín, 1862; Leipzig, 
1894, 1896). 

De esta última obra hay traducción castellana: Teoría de la exten- 
sión. Nueva disciplina matemática expuesta y aclarada mediante aplica- 
ciones. (Col. Historia y Filosofía de la Ciencia; Espasa-Calpe, Argen- 
tina, Bs. As.-México, 1947). 

Debido tal vez al carácter muy abstracto de los trabajos de GRASS- 
MANN, ha privado en el desarrollo ulterior de la teoría la influencia de 
HAMILTON con su álgebra de los cuaterniones (Cap. II, nota III, d) y 
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mun aplicaciones mecánicas. No obstante, las ideas de GRASSMANN tuvie- 
ron algunos defensores y continuadores tenaces; así, C. BURALI-FORTI, 
en el Prefacio de su Introduction a la Géométrie différentielle suivant 
la méthode de GRASSMANN (Gauthier-Villars, París, 1897), dice: “Las 
obras de HAMILTON son precedidas por la Ausdehnungslehre de GRASSMANN 
(1844) que, por la potencia y la simplicidad de las operaciones, sobrepasa 
n todos los otros cálculos geométricos. La forma de exposición, excesiva- 
mente abstracta, adoptada por GRASSMANN, ha retardado la difusión de 
ln Ausdehnungalehre, de suerte que aún hoy se emplea el cálculo bari- 
cóntrico, la teoría de las equipolencias, o los cuaterniones, y con más fre- 
cuencia aún la geometría cartesiana, para resolver cuestiones geométricas 
que tienen una solución muy simple con el método de GRASSMANN”. Tam- 
bión F. KLEIN, en el volumen II (Geometría) de su obra citada en Cap. I, 
nota 1V, 12, da gran importancia a las ideas de GRASSMANN, basándose 
eu cllas para muchos de sus desarrollos. 

De uno de los discípulos de HAMILTON es la obra: 

P. G. TAIT: An elementary treatise on quaternions; (Oxford, 1867; 
Cambri.ige, 1873, 1890), 
que tu o gran influencia en su época, pero el cálculo de HAMILTON se 
transformó por completo gracias a HEAVISIDE y GIBBS, quienes lo convir- 
tieron en un instrumento más adecuado a las necesidades de la Física, y 
cuyas ideas están expuestas en: 

O. HEAVISIDE: Electromagnetic theory; (Londres, 1894), 

y en la obra clásica aún en uso, que en sucesivas ediciones y reimpresio- 
nes se publica desde 1901: 

J. W. GIBBS y E. B. WiLsoN: Vector analysis. (Yale Univ. Press, 
New Haven, 72 impresión, 1931). 

Otra obra clásica, de gran valor histórico por la influencia que ha 
ejercido, es: 

C. BURALI-FORTI y R. MARCOLONGO: Elementi dì calcolo vettoriale; 
(Zanichelli, Bolonia, 1909, con reedición posterior; traducción francesa, 
París, 1910), 
completada en: 

C. BUuRALI-FORTI y R. MARCOLONGO: Analisi vettoriale generale e 
applicazioni, (4 vols., 2% ed., Zanichelli, Bolonia, 1929; trad, francesa, 
París, 1929). 

También es clásica y excelente 

J. B. PoMEY: Principes de calcul vectoriel et tensoriel; (Chiron, Pa- 
rís, 1923), 

y su contemporáneo 

A. CHATELET y J. KAMPÉ DE FÉRIET: Calcul vectoriel. Théorie. Appli- 
cations géométriques et cinématiques. (Gauthier-Villars, París, 1924). 

Inspirándose en 

J. G. CoFFIN: Vector analysis; (Wiley, Nueva York, 2% ed., 1911; 
trad. francesa de A. VÉRONNET, París, 1914), 
siguió la obra de desarrollo y de términos originales, poco divulgados, 
pero con notación muy simplificada, de 

A. VÉRONNET: Le calcul vectoriel. Cours d'Algebre, de Mathérati- 
ques spéciales et de Mathématiques générales. (Gauthier-Villars, París, 
1933). 

Obras contemporáneas en alemán son: 

C. RUNGE: Vektoranalysis; (2 vols., Hirzel, Leipzig, 22 ed., 1926; hay 
traducción inglesa: Vector Analysis, Duttun, Nueva York, 1919); 

M. OO Vorlesungen über Vektorrechnung. (Akad. Verlag., 
Leipzig, 6% ed., 1959); 

W. y. INGNATOWSKY: Die Vektoranalysis und ihre Anwendung in 
dor theoretischen Physik. (2 vols., Teubner, Leipzig, 32 ed., 1926). 

2. Contienen adecuados desarrollos sobre álgebra vectorial muchas 
obras de contenido más amplio dentro del cálculo y análisis vectorial y 
tensorial: 
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Una excelente introducción elemental con aplicaciones diversas y en 
especial a la Geometría analítica, dan los tres primeros capítulos del pe- 
queño libro: 

R. BRICARD: Le calcul vectoriel. (Colin, París, 7% ed., 1950). 


Con la misma finalidad geométrica, introduce el método vectorial y 
cálculo de matrices en forma didáctica, con todo rigor y orientación su- 
perior, la excelente obra: 

L. BIEBERBACH: Analytische Geometrie; (Teubner, Berlín, 2% ed., 
1932); refundida en: Einfúhrung in die analytische Geometrie (4% ed., 
Verlag f. Wiss. u. Fachbuch; Bielefeld, 1950) ; 
continuada en 


L. BIEBERBACH: Projektive Geometrie, (Teubner, Berlín, 1981); 

L, BIEBERBACH: Differential Geometrie, (Teubner, Berlín, 1932). 

Una exposición precisa, orientada hacia las aplicaciones, da la pe- 
queña obra alemana traducida a varios idiomas, entre ellos el castellano: 

R. Gans: Introducción al análisis vectorial. (Labor; Barcelona-Bs. 
As.; 2% ed., 1940, traducción de la 52 ed. alemana). 

También con diversas aplicaciones geométricas y físicas están los si- 
guientes cursos didácticos, citados en orden de dificultad de estudio, el 
primero traducido del inglés: 

H. B. PHILLIPS: Análisis vectorial. (“UTEHA”, México, 1946). 

J. H. TAYLOR: Vector analysis with an introduction to tensor analy- 
sis. (Prentice Hall, Nueva York, 1939). 

H. V. CRAIG: Vector and tensor analysis. (McGraw-Hill, Nueva York, 
12 ed., 5% impr., 1943). 

Comenzando con una discusión sobre números reales y complejos, da 
una clara exposición de los elementos de Algebra vectorial: 

H. ScHmIDT: Einführung in die Vektor- und Tensorrechnung unter 
besonderer Berücksichtigung ihrer vohysikalischer Bedeutung. (VEB Ver- 
lag Technik, Berlín, 1953). 

Basado en lecciones de su autor en la Universidad de San Pablo y 
destinado a dar la base mínima indispensable para estudios de ingeniería 
es el pequeño libro, de exposición simple y precisa: 

J. O. MONTEIRO DE CAMARGO: Cálculo vectorial. (Ed. Renascença, San 
Pablo, 1946). 

De carácter más abstracto, con método axiomático y diversas aplica- 
ciones geométricas, es: 

P. Pi CALLEJA: Introducción al álgebra vectorial. (Univ. de Cuyo, 
Bs. As., 1945). 

Una exposición didáctica, con numerosos ejemplos y ejercicios con 
respuesta cuando ella es necesaria, y extensas aplicaciones a la Geome- 
tría y a la Estática, es: 

S. NARAYAN: A text book of vector algebra (with applications). 
(Chand and Co., Delhi, 1954). 

Trata el Álgebra vectorial con rico material de aplicaciones geomé- 
tricas el libro siguiente, que aunque de contenido elemental presupone una 
cierta madurez matemática : 

L. CHATTELUN: Calcul vectoriel. I. Algèbre. Algèbre linéaire. Appli- 
cations. (Gauthier-Villars, París, 1952). 

Estudio detenido del Álgebra y Análisis vectorial y aplicaciones a la 
Geometría diferencial de curvas y superficies, da: 

G. BOULIGAND: Les principes de l’analyse géométrique. I. Leçons de 
Géométrie vectorielle. Préliminaires à létude de la théorie d'EINSTEIN. 
(3% ed., 1949); II. (A) Opérations et Groupes. Topologies; (B) Géometrie 
infinitésimale directe, Base méthodologique (1950), (Vuibert, París). 

Una exposición articulada con los conceptos fundamentales y estruc- 
turas algebraicas del Álgebra moderna da: 

T. L. WADE: The Algebra of vectors and matrices. (Addison-Wesley; 
Cambridge, Mass.; 1951). 
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Por la variedad y riqueza de su contenido, debe destacarse la obra 
con numerosos ejemplos y ejercicios, muchos de los cuales amplían la 
teorin con tópicos no tratados en los textos comunes: 

i y BRAND: Vector and tensor analysis. (Wiley, Nueva York, 3% ed., 
1948 

Cubre un amplio conjunto de tópicos de Matemática y Física, comen- 
zimdo con un primer capítulo sobre Álgebra vectorial en E, y terminando 
con una introducción a los operadores lineales en el espacio de HILBERT, 
ol libro enciclopédico, que busca dar una exposición unificada sobre vec- 
tores, matrices, tensores y operadores lineales, y una orientación en el 
cúmulo de aplicaciones, aunque sin alcanzar nunca mucha profundidad: 

F. OLLENDORFF: Die Welt der Vektoren. Einführung in Theorie und 
Anwendung der Vektoren, Tensoren und Operatoren. (Springer, Viena. 
1050). 


3. Sobre transformaciones lineales y matrices están las obras de MAc 
DUFFER y de VAN DER WAERDEN citadas en Cap. III, nota Il, 4. Exposi- 
ciones elementales contienen la obra de FRAZIER, DUNCAN y COLLAR citada 
un Cap. III, nota II, 4; los capítulos centrales de la excelente de BIRKHOFF- 
Mao LANE citada en Cap. I, nota IV, 5; la de AITKEN citada en Cap. X, 
nota V, 3; y las siguientes: 

R. R. STOLL: Linear algebra and matrix theory, (McGraw-Hill, Nue- 
va York, 1952); 

W. L. FERRAR: Finite matrices, (Clarendon Press, Oxford, 1951); y 
las citadas en la segunda edición del volumen I (Cap. III, nota II, 2): 

R. A. BEAUMONT y R. W. BALL: Introduction to modern algebra and 
matrix theory, (Rinehart, Nueva York, 1954); 

M. MORAND: Introduction mathématique aux théories physiques mo- 
dernes. 1re. partie: Nombres complexes, nombres hypercomplexes, matri- 
cce, opérateurs, applications élémentaires, (Lib. Vuibert, París, 1947); 

F. Niss: Determinanten und Matrizen. (Springer, Berlín, 3% ed., 
1948). 

Orientadas para ingenieros están las obras, citadas en la segunda 
edición y siguientes del volumen I (Cap. III, nota II, 4): 

M. DENIS-PAPIN y A. KAUFMANN: Cours de Calcul matriciel appli- 
qué, (Albin Michel, París, 1951); 

R. ZURMÜHL: Matrizen. Eine Darstellung für Ingenieure. (Springer, 
Borlín, 1950). 

Un estudio completo de los determinantes de cualquier número de di- 
mensiones contiene: 

M. LECAT: Leçons sur la théorie des déterminants à n dimensions. 
(Hermann, París, 1910). 

Una exposición condensada en 50 páginas, de la teoría de las matri- 
con finitas y algunas de sus aplicaciones, es la primera de las dos partes 
independientes de la obra: 

M. JANET: Précis de calcul matriciel et de calcul opérationnel. (Pres- 
ses Univ. de France, París, 1954). 

Valiosa introducción a los conceptos del Álgebra lineal y la teoría 
do las matrices es: 

H. SCHWERDTFEGER: Introduction to linear algebra and the theory of 
matricern, (Noordhoff, Groningen, 1950). 

Presentación moderna pero elemental de la teoría de las formas ca- 
nónicns de matrices en distintos grupos de transformaciones lineales da: 

S. PERLIS: Theory of matrices, (Addison-Wesley; Cambridge, Mass.,; 
1052). 

Introducción a la matemática lineal dirigida a los físicos es la obra 
algulente, qne puede considerarse como versión modernizada de la famosa 
obra de COURANT-ITILBERT (citada en Cap. XVI, nota IV, 4): 

A. NICHNEROWICZ: Algébre et analyse linéasres. (Masson. París. 1947) 

Utilizando el lenguaje geométrico intrmseco en el lgebyra lineal, con 
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duce al lector desde nociones rudimentarias hasta los problemas más difí- 
ciles de la teoría de los grupos clásicos, la excelente obra: 

E. ARTIN: Geometric algebra (Interscience, Nueva York, 1957). 

Traducción del tratado en dos volúmenes: Einführung in die andly- 
tische Geometrie und Algebra (Teubner, Leipzig, 1931, 1935), con ejem- 
plos que en muchos casos dan valiosos complementos al texto, es 

O. SCHREIER y E. SPERNER: Introduction to modern Algebra and ma- 
trix theory. (Chelsea, Nueva York, 2% ed., 1959). 

A las mismas ideas responde la obra: 

R. GARNIER: Leçons d'algèbre et de géométrie. (3 vols., Gauthier- 
Villars, París, 1935, 1936, 1937). 

Dando atención adecuada a las transformaciones afines, siempre más 
descuidadas que las proyectivas y las euclídeas, está el texto de introduce- 
ción, sintético y axiomático: 

H. S. M. COXETER: The real projective plane. (McGraw-Hill, Nueva 
York, 1949). 

Obra orientada a satisfacer las necesidades de quienes por trabajar 
en campos como mecánica cuántica, teoría de circuitos, etc., necesitan 
aplicar la teoría de matrices y no han adquirido en su formación mate- 
mática completa familiaridad con ella, es: 

H. PUPKE:Einfúhrung in die Matrizenrechnung und ihre physikalis- 
chen Anwendungen. (Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlín, 1953). 

El Algebra lineal se desarrolla sin determinantes, dado el propósito 
de servir de introducción al caso de infinitas dimensiones, en las obras: 

P. R. Hamos: Finite dimensional vector spaces, (Princeton Univ. 
Press, 1948) ; 

H. HAMBURGER y M. E. GRIMSHAW: Linear transformations ™ n- 
dimensional vector spaces. An introduction to the theory of HILBERT space. 
(Cambridge Univ. Press, 1951). 

Aunque adopta un punto de vista conceptual abstracto, con frecuen- 
cia adopta métodos constructivos de cálculo directo, la excelente exposi- 
ción con valiosos ejercicios y plena de ideas y técnicas nuevas aún en 
temas Clásicos, y cuyo primer volumen se ha citado en la segunda edi- 
ción y siguientes de nuestro vol. I (Cap. 1, nota IV, 7): 

N. JACOBSON: Lectures in abstract algebra. Vol. 11. Linear algebra. 
(Van Nostrand, Toronto-Nueva York-Londres, 1953). 

La teoría de las formas cuadráticas en el grupo ortogonal, desde un 
punto de vista moderno y considerando aquellas formas como métricas en 
un espacio vectorial sobre un cuerpo cualquiera, se desarrolla en la exce- 
lente obra, no adecuada para principiantes: 

M. EICHLER: Quadratische Formen und orthogonale Gruppen. (Sprin- 
ger, Berlín, 1952). 

Remozando la ya anticuada exposición de M. ABRAHAM, ahora sólo 
de carácter enciclopédico e histórico, aparecida en la 1% edición de la 
Enciclopedia alemana (IV, 14; citada en el vol. 1, Plan de la obra, 3), 
está la reciente de 

G. PICKERT: Lineare Algebra. Normalformen von Matrizen. (Enzy- 
klopádie der mathematischen Wissenschaften, 1, 1, 7. Band I. Algebra 
und Zahlentheorie. 1. Teil B. Algebra. Heft 3, Teil I, pág. 1-72; Teubner, 
Leipzig, 1953). 


d. Además de las obras antes citadas sobre Geometría lineal y cua- 
drática, tratan de las curvas y superficies de segundo grado los textos de 
Geometría analítica y proyectiva. 

Libros excelentes, de interés siempre actual, son los de 

G. SALMON: A treatise on conic sections, (1848; 6? ed., Londres, 
1879; reeditado por Chelsea, Nueva York, 1954; trad. francesa: Géomé- 
trie analytique; Gauthier-Villars, 1897; trad, española, R. Pita, El Fe- 
vrol, s. f.). 
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G. SALMON: Analytic geometry of three dimensions. (1862; vol, l; 
7% ed., 1928, vol. II, 5% ed., 1915; Hodge Smith, Dublin; trad. alemana 
mojorada conteniendo coordenadas proyectivas, de W. FIEDLER, 1879-80; 
reed, K, KOMMERELL; 2 vols., 5% ed., Leipzig, 1922-23; trad. francesa, 
Gauthier-Villars, 1899). 

Apropiado para principiantes está 

W. GRAUSTEIN: Introduction to higher geometry. (Macmillan, Nueva 
York, 1930). : 

De carácter más elevado y conteniendo geometría proyectiva com- 
pleja es . 

J. A. TODD: Projective and analytical geometry. (Pitman, Nueva York, 
1946). 

Excelente tratado clásico es 

O. VEBLEN y J. W. YOUNG: Projective geometry. (2 vols., Ginn, Bos- 
ton, 1910-1918). 

Una breve obra, excelente y original, con interesantísimas acotacio- 
nes históricas y bibliográficas, conteniendo la geometría plana y del es- 
pacio que lleva a las cónicas y a las cuádricas en el triple cuadro de las 
transformaciones métricas, afines y proyectivas, es 

D. J. STRUIK: Lectures on analytic and projective geometry. (Addi- 
son-Wesley, Cambridge, Mass., 1958). 

En francés son clásicas las obras siguientes: 

J. BRIOT y J. C. BOUQUET: Leçons de géométrie analytique, (1846, 
14% ed., París, 1893); f 

N. NIEWENGLOWSKI: Cours de géométrie analytique. (4 vols,, Gau- 
thier-Villars, París, 32 ed., 1925-26-29). 

Más moderno es 

L. GODEAUX y O. ROZET: Legons de géométrie projective. (2% ed., 
Sciences et Lettres, Lieja, 1952). 

Trata de geometría proyectiva compleja 

E. CARTAN: Leçons sur la géométrie projective complexe. (Gauthier- 
Villars, París, 1931). 

Textos clásicos en italiano son: 

F. ENRIQUES: Lezioni di geometria proiettiva, (Zanichelli, 5? ed., Bo- 
lonia, 1926); 

L. BIANCHI: Lezioni di geometria analitica, (Pisa, 1920) ; 

G. CASTELNUOVO: Lezioni di geometria analitica, (Dante Alighieri, 
Milán, 7% ed., 1928; trad. al castellano, Mundo Científico, La Plata, 
1948); 

L. BERZOLARI: Geometria analitica, (2 vols., Hoepli, Milán, 2% ed., 
1922); 

F, AMODEO: Lezioni di geometria proiettiva, (Pierro, Nápoles, 3? ed.., 
1920); 

E. BERTINI: Introduzione alla geometria proiettiva degli iperespazi. 
(Principato, Mesina, 2? ed., 1923). 

Textos clásicos en alemán son: 

CH. v. STAUDT; Die Geometrie der Lage, (1847; trad. italiana, Tu- 
rín, 1889); 

' Tu. REYE: Die Geometrie der Lage, (1866; vol. I, 3% ed., 1886; vol. 
IH, 2% ed., 1882; traducciones francesa, inglesa e italiana); 

_ A, CLEBSCH y F. LINDEMANN: Volesungen über Geometrie, (2 vols.; 
Leipzig, vol. I, 2% ed., 1932; 1% ed., 1875/76-1891). 

Más modernos son: 

L. HEFrFTER y C. KOEHLER: Lehrbuch der analytischen Geometrie, 
(vol. 1, 2% ed., Karlsruhe, 1927; vol. 11 (Heffter), Berlín, 1923) ; 

A, SCHONFIJESS y M. DEHN: Einführung in die analytische Geome- 
trio der Ebene und des Raumes, (Berlin, 1931); 
W. BLAscuke: Analytische Geometrie (2% ced., Birkhäuser, Basilen, 
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1954); Projektive Geometrie. (Wolfenbüttel, Hannover, 1947; 3% ed, 
Birkhäuser, Basilea, 1954). 

En castellano, incluyen proyectiva compleja, 

E. TORROJA: Geometria de la posición (Madrid, 1898) ; 

J. REY PASTOR: Fundamentos de la Geometría proyectiva superior 
(Madrid, 1916). 

Menos elevados son: 

J. PASCALI y R. M. ORTIZ: Geometría proyectiva y ejercicios, (2 vols., 
Centro Est. de Ing., Bs. As., 2% ed., 1942); 
y el muy elemental texto de: 
Da CEPPI y A. M. FOURNIER: Geometria Proyectiva (Kraft, Bs. As., 

En Geometría analítica merecen citarse, el muy completo texto de 
CÁMARA TECEDOR (citado en Cap. X, nota V, 7), el didáctico de 

M. VeGAs: Elementos de Geometría analitica. (J. Peláez, Toledo, 38 
ed., 1922; 22 ed. más completa) ; 
y el reciente de: 

J. REY PASTOR, L. A. SANTALÓ y M. BALANZAT: Geometría analítica, 
(Kapelusz, Bs. As., 1962). 


5. Además de las obras citadas en 2, el Cálculo tensorial pueae es- 
tudiarse en los clásicos: 

E. BUDDE: Tensoren und Dyaden in dreidimensionales Raum, (Vie- 
weg, Braunschweig, 1914); 

P. APPELL: Traité de mécanique rationnelle; Tome V: Calcul tenso- 
riel, (Gauthier-Villars, París, 2% ed., 1933); 

G. JUVET: Introduction au Calcul tensoriel et au Calcul différentiel 
absolu. (Blanchard, París, 1922). 

Una introducción didáctica con aplicaciones diversas, es: 

A. J. MCCONNELL: Applications of the absolute differential Calculus. 
(Blackie, Glasgow, reimpr., 1936). 

La obra clásica por excelencia es: 

T. LEVI CIVITA: Lezioni di calcolo differenziale assoluto, (Zanichelli, 
Bolonia, 1925; trad. inglesa, Londres, 1927), 

a la cual siguió una extensísima bibliogratía sobre teoría de la relativi- 
dad, de la que son clásicas las obras de H. WEYL, A. S. EDDINGTON, 
A. EINSTEIN, O. VEBLEN, el mismo LEVI CIVITA, etc. 

En castellano pueden citarse: 

J. M. PLANS FREYRE: Nociones de cálculo diferencial absoluto y sus 
aplicaciones, (Madrid, 1924) ; 

E. BUTTY: Introducción a la Física matemática. (2 vols., Univ. de 
Bs, As., 1931-34); 

J. REY PASTOR: Álgebra tensorial, (Univ. Montevideo, 1936) ; 

y los modernos excelentes libros, ya plenamente físicos: 

E. TERRADAS y R. ORTIZ: Relatividad (Espasa-Calpe, Bs. As., 1952) ; 

E. LoEDEL: Física relativista (Kapelusz, Bs. As., 1955). 

Aplicaciones a la Geometría diferencial de Es y a la Mecánica da 

I. S. SOKOLNIKOFF: Tensor analysis. Theory and applications. (Wiley, 
Nueva York, 1951). 

Del mismo autor de otras obras más geométricas sobre el mismo tema 
es la excelente exposición del análisis tensorial y aplicaciones a la teoría 
lineal de la elasticidad, dinámica, relatividad y mecánica cuántica: 

J. A. SCHOUTEN: Tensor analysis for physicists. (Clarendon Press, 
Oxford, 1951). 

Orientado a estudiantes de ingeniería, con ejemplos y ejercicios: 

M. DenNIs-PAPIN y A. KAUFMANN: Cours de calcul tensoriel appliqué. 
(Géométrie différentielle absolue). (Albin Michel, París, 1953). 

Una exposición lúcida que va de ideas intuitivas a conceptos abstrac- 
tos, con numerosos ejemplos y aplicaciones varias, es: 

B. FINZI y M. PASTORI: Calcolo tensoriale e applicazioni. (Zanichelli, 
Bolonia, 1949). 
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De carácter más elevado es la obra en tres tomos: 

A. DUSCHEK y A. HOCHRAINER: Grundzüge der Tensorrechnung in 
analytischer Darstellung. (Springer, Viena, 1 Teil: Tensoralgebra, 42 ed., 
1960; 11 Teil: Tensoranalysis, 22 ed., 1961, con respuestas a ejercicios de 
l y H; IE Teil: Anwendungen in Physik und Technik, 1955). 

Un excelente compendio, escrito en estilo simple y claro, constitu- 
yendo una buena introducción a las obras de E. CARTAN y al método del 
triedro móvil, es el pequeño libro de carácter superior: 

A. LICHNEROWICZ: Éléments de calcul tensoriel. (Colin, París, 1950). 


6. Un extenso capítulo sobre valores propios de matrices contiene la 
excelente exposición de 

L. COLLATZ: Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen. 
(Akad. Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1949). 

Adaptación a calculadoras automáticas digitales de dos algoritmos 
para resolver el problema indicado en el título, da: 

W. GIVENS: Numerical computation of the characteristic values of a 
roal symmetric matrix. (Oak, Ridge Nat. Laboratory, 1954). 


7. Los espacios euclidianos de n dimensiones están brevemente des- 
critos en forma relativamente intuitiva en el libro elemental: 

J. FAVARD: Espace et dimension. (Albin Michel, París, 1950). 

Del mismo tipo, aunque de alcance más amplio, está la cautivante y 
amena obrita con acotaciones históricas: 

G. VERRIEST: Les nombres et les espaces. (Colin, París, 1951). 


8. Un breve y valioso capítulo sobre resolución de sistemas de ecua- 
ciones lineales con muchas incógnitas trae: 

R. GULDAN: Rahmentragwerke und Durchlauftriger. (Springer, Vie- 
na, 4% ed., 1949). 

Da una serie de métodos pivotales para resolver sistemas de ecuacio- 
unes lineales y problemas conexos la obra (citada en la 2% ed. y siguientes 
del vol. I; Cap. V, nota IV, 3): 

P. S. DWYER: Linear computations. (Wiley, Nueva York, 1951). 

Exposición de procedimientos numéricos adecuados para calculadoras 
digitales automáticas, con secciones sobre valores propios y vectores pro- 
pos de matrices, y sistemas de ecuaciones lineales, es la obra citada en 
a 2% edición del” vol, 1 (Cap. X, nota V, 4): 

A. S, HOUSEHOLDER: Principles of numerical analysis. (McGraw-Hill, 
Nueva York, 1953). 

Con dos capítulos sobre sistemas de ecuaciones lineales donde se in- 
troducen las ideas básicas y los recursos de aceleración de convergencia 
en los métodos “de relajación” de aproximaciones sucesivas, está: 

D. N. DÐ G. ALLEN: Relaxation methods. (McGraw-Hill, Nueva York, 
1054). 

Mediante el uso de matrices y en vistas a la aplicación a problemas 
geodésicos, realiza una clara sistematización con precisas instrucciones 
para cl calculista, la altamente recomendable exposición de: 

P. L. BAESTLÉ: Systématisation des calculs numériques de matrices. 
(Bulletin géodésique, 19, págs. 22-41; Assoc. Intern. Géod., París, 1951). 

Un estudio crítico y comparativo de los distintos métodos de resolu- 
clón de sistemas de ecuaciones lineales, dando como corclusión que el de 
GAUKS modificado es el mejor de todos, incluyendo los de aproximaciones 
succaivas, entre los que se destaca el de SEIDEL, está en: 

E, BODEWIG: Bericht über die verschiedenen Methoden zur Lösung 
ainean Syatema linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten 1, II, III, 
IV, V. (Nederl. Akad. Wetensch. Proc., 50, págs. 930-941; 1104-1116; 
¡285-1205 (1947); 57, págs. 53-64; 211-219 (1948); o también: Indaga- 
tiones Math., 2, págs. 441-452; 618-530; 611-621 (1947); 10, págs. 24-35; 
R2 DO (1048). 
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$ 64. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES 


1. Variables independientes y dependientes. — Cada una de 
las relaciones 


[64-1] 2=x*24+ Y ; 2=20—y+1l 5; 2=%Y ; 


define una función de dos variables independientes x, y 
($ 23-4) uniforme ($ 23-3), pues hace corresponder a cada 
par de valores (x,y) un valor o variable dependiente z. En 
las tres primeras [64-1] la correspondencia subsiste en el cam- 
po real ($ 7), para todo par (x, y), mientras que en la cuarta 
[64-2] el valor z es real sólo para los pares de valores reales 
(x,y) tales que cumplan la condición z? + y2? <1 (§ 10-4). 

Esta función, considerada en el campo real, sólo está defi- 
nida cuando el par (x,y) pertenece a un conjunto (pares ta- 
les que x? +4? < 1) que llamaremos campo de variación de 
(x,y), o campo de definición o de existencia de la función 
(cfr. $ 23-3). 

La transformación del par (x,y) en z puede hacerse me- 
diante ecuaciones como las [64-1], [64-2] o mediante descrip- 
ciones como en los ejemplos 1 y 2 del § 23-4, o en formas aná- 
logas a las del § 23-3, ejemplos 2, 3 y 5. Lo esencial es que 
la correspondencia exista como ya se dijo en el § 23. 


DEF. Sean x é y un par de variables independientes da- 
das en un campo de variación C. Se dice que una variable z 
es función de x é y en el campo C cuando a cada valor (x,y) 
corresponde un valor determinado de z (función uniforme) o 
varios valores de z (función multiforme). 


Representaremos esta relación escribiendo z = f(x,y) ó 
z=z(x,y) ó z=F(x,y), etc. Las letras f, z, F tienen por 
objeto recordar la ley de dependencia que relaciona los valores 
de z con los valores que arbitrariamente toman las variables 
x é y. 
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De la misma manera se dice que u es función de tres va- 
riables independientes x, y, z si a cada terna de valores (x, y, 2) 
de un cierto conjunto de ternas corresponde uno o varios va- 
lores de u, por ejemplo 


[64-3] u = In(1— x? — y? — 22). 


Análogamente se consideran funciones de n variables 
u = uU (T£i La, ..., Un). 


2. Representación gráfica: curvas o superficies de nivel. — 
a) Un método para representar geométricamente una función 
z= f(x,y) es mediante una superficie, así como la función 
y =1Íf(x) era representada por una curva. 

A un punto (xo, Yo) del campo de definición de la fun- 
ción corresponde para z un valor f(xo, Yo). Entonces 
(£o, Yos Í(Lo, Yo) ) serían las coordenadas rectangulares de un 
punto del espacio, Si (xo, Yo) recorre todos los puntos: del 
campo de definición de f(x,y), el conjunto de todos los pun- 
tos (£o, Yo, f (£o, Yo) ) que así resulta se llama superficie repre- 
sentativa o gráfica de la función f(x, y). El número f (zo, Yo) 
se representa por el segmento de recta perpendicular al plano 
x, y en el punto (£o Yo) y extendido hasta la superficie re- 
presentativa, 


EJEMPLOS: 1. La función [64-2] tiene como gráfica a una superficie 
hemisférica por encima del plano x, y, con centro en el origen de coorde- 
nadas y radio unidad. 


2. La segunda función de [64-1] queda representada por un plano que 
corta a los ejes coordenados en los puntos (—1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). 


NoTA. Hay casos en que una función no admite una representación 
intuitiva de esta naturaleza. Por ejemplo f(x,y)= p(x).qp(y), siendo 
p la función de DIRICHLET ($ 23-3, ejemplo 4). 


Además, no podemos usar este método para funciones de tres o más 
variables, u = f (x, y, 2). 


La gráfica es una superficie sólo en el caso de verificarse 
condiciones de continuidad ($ 65-3, a) que más adelante se 
introducen para precisar el concepto de “superficie”. Sin em- 
bargo, hablaremos de superficie y también de curvas (ver b) 
nl referirnos intuitivamente a estas representaciones gráficas. 


b) Otro método para representar geométricamente la fun- 
ción z =: f(x,y) consiste en usar las llamadas curvas de nivel 
en cl plano x, y, es decir las curvas f(x, y)= const. Éste es 
el método empleado en la construcción de mapas marcando las 
alturas sobre el nivel del mar. Es evidente que estas curvas de 
nivel son las proyecciones sobre el plano x=, y de las curvas 
en que la superficie z f(x,y) es cortada por los planos 
z «const. En realidad, así se obtienen conjuntos de puntos 
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que con ciertas condiciones de continuidad son curvas ($ 67-4), 
pero que desde ahora llamaremos ya “curvas de nivel”. 


Así puede discutirse el comportamiento de la función y 
efectuar fácilmente construcciones geométricas sin salir del 
plano x, y. Puede completarse la representación mediante sec- 
ciones por planos paralelos al eje z (que también llamaremos 
verticales), planos que sirvan también de proyección ortogo- 
nal, análogamente a lo efectuado en el sistema diédrico de la 
Geometría descriptiva. 


EJEMPLOS: 3. La función 2=xwx? + y? viene representada por un pa- 
raboloide de revolución ($ 62-3) obtenido girando la parábola z =% al- 
rededor del eje z (fig. 212). 





Fig. 212 Fig. 213 


Las curvas de nivel son circunferencias concéntricas en el origen. En 
la figura, la escala de cotas es distinta a la empleada en el plano hori- 
zontal. 


4. Las curvas de la función lineal representada por un plano incli- 
nado son rectas paralelas equidistantes para valores equidistantes de z. 
En la figura 213 pueden verse las curvas de nivel de la función repre- 
sentada por una pirámide cuyas caras tienen diferente inclinación. Sus 
ecuaciones son: 2z + y = 66; 2z — 3y = 130; 3z + 4x = 115; z— v = 483; 
vértice (—2, —16, 41). 


5. La función z = xy representada por un paraboloide hiperbólico 
(§ 62-3) tiene por curvas de nivel (fig. 214) hipérbolas equiláteras refe- 
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ridas a sus asíntotas. Como la sección por el plano xy se reduce al eje 
y, obtendremos la del primer plano bisector vertical x=— y, tomando 


n/V2=x=y y al abatir la sección z, y sobre el plano del dibujo queda 
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la parábola z = łņ”. Se ha 
dibujado en escala z distinta 
de la empleada en el plano 
horizontal. 


Este método tiene la 
ventaja de ser aplicable 
a la representación de 
funciones de tres varia- 
bles u = f (x, y, z). Aho- 
ra se obtienen superfi- 
cies de nivel f(x, y, 2) = 
= const., una para cada 
valor de u. 


EJEMPLO 6. Las super- 
ficies de nivel de la función 
[64-3] son superficies esfé- 
ricas de centro en el ori- 
gen y radio menor que 1, re- 
feridas a valores u no posi- 


tivos. Aquí también podría 
considerarse gráficamente 
en un plano u, r la varia- 
ción logarítmica de u a lo 
largo del radio r <1 que 
va determinando dichas su- 
perficies esféricas, 


Fig. 214 

3. Tipos elementales de funciones de varias variables. — 
Como en el caso de funciones de una variable (§ 23-7) las 
funciones más sencillas son las racionales enteras en las que 
el valor funcional se obtiene mediante un polinomio en las va- 
riables independientes (§ 15). Si el polinomio es de primer 
grado (función lineal entera) en dos variables independientes, 
su gráfica es un plano no vertical. 

Si el polinomio es de segundo grado, su gráfica es un para- 
boloide (elíptico, hiperbólico o degenerado [$ 62-3]) de eje 
vertical. 

Las funciones racionales fraccionarias vienen dadas por el 
cociente de dos polinomios. A esta clase pertenece la función 
tincal fraccionaria, cociente de dos polinomios lineales en las 
variables independientes; si éstas son dos, su gráfica es un 
paraboloide hiperbólico, acaso degenerado ($ 62-3), cuyas cur- 
vas de nivel son rectas. 

Las funciones algebraicas explícitas vienen dadas por una 
expresión racional o irracional en las variables independientes 
(S 23.8) Todos los casos anteriores están incluídos en el más 
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general de función algebraica de varias variables ya definida 
en § 41-2, d. Las funciones no algebraicas, es decir las que no 
satisfacen una ecuación algebraica, se llaman trascendentes. 


4. Conjuntos puntuales: clasificación de puntos. — a) Por 
iguales razones de comodidad y analogía que hemos represen- 
tado geométricamente cada número real por un punto de una 
recta, considerando sinónimas las palabras número y punto, 
llamaremos asimismo punto de un plano E, a todo par de nú- 
meros reales (a, b), es decir, a todo número complejo binario; 
punto de un espacio E; a toda terna de números reales (a, b, c) 
y por analogía, llamaremos punto a todo grupo a de n núme- 
ros reales (Qı, Q2, ..., Qn) y al conjunto de todos ellos espacio 
E, de n dimensiones. Cada elemento a; del grupo a se llama 
coordenada del punto a. 


La famosa paradoja de CANTOR sobre la potencia del con- 
tinuo de los puntos de un rectángulo plano o de un paralele- 
pípedo de E, (Cap. II, nota II), nos hizo ya observar que en 
un conjunto de puntos no era sólo importante su número car- 
dinal, sino también la manera como están distribuídos en el 
espacio. Esta manera puede determinarse mediante la noción 
de “proximidad”, y la forma más sencilla de introducir la pro- 
ximidad es valiéndose de la definición de distancia. 


DEF. 1. Distancia de dos puntos a = (di, 02, ...,0n) y 
b = (bı, b2, ..., bn), es el número real no negativo 
[64-4] o(a, b) = + V E(u —b:)? > 0. 

Indicaremos con |a| la distancia al origen del punto a = 
=(41, ..., Un), es decir |a| = + V Ea. 


La distancia [64-4] se designa también |a — b | y satisface 
las siguientes condiciones fundamentales (llamadas axiomas de 
la distancia; véase justificación y demostraciones en nota 1): 


19%) La distancia o(a, b) es un número real no negativo que 
es nulo cuando y sólo cuando ambos puntos coinciden a = b 
(es decir a; =b;, para ¿=1,2,...,2). 


2%) Condición de simetría: o(a, b) = o(b, a). 


3%) Condición triangular: o(a,b) + o(a,c) > o(b, e). 


Se llama recta ab al conjunto de puntos x cuyas coordena- 
das están dadas por 


[64-5] zı = (1—ì)a; + ìb; , ((=1,2,...,21) 
donde 1 es un parámetro real que varía de —œ a +o. 
En la condición triangular para la distancia [64-4] vale el 
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signo = cuando y sólo cuando los tres puntos a, b y e están en 
línea recta. 

El hecho de que la distancia se dé mediante la expresión 
[64-4], se expresa diciendo que E, es un espacio euclideo de 
n dimensiones (Cap. XVII, nota Il). 

Nos limitaremos, sin embargo, al caso de los espacios E», 
Es, y preferentemente al E,, porque las propiedades demostra- 
das para dos dimensiones se generalizan a los de cualquier nú- 
mero de ellas mediante un simple cambio de palabras. 


b) DEF. 2. Entorno de un punto es el conjunto de puntos 
cuya distancia a él es menor que un cierto número ô, es decir, 


en E, y en Es: 
y(x —a)?+(y—b) <ë y 
V(x—a)?+(y —b)4+ (20). <3 , 
que en el sistema cartesiano representan el interior de 'un 
círculo y de una esfera, respectivamente. 


También suelen considerarse entornos cuadrados y cúbicos, 
es decir, conjuntos de puntos definidos por las condiciones 


[¡z—a|<35 , |y—b|<5 , |2—e] < 3. 


Como todo entorno cuadrado contiene entornos circulares y 
recíprocamente, utilizaremos unos y otros indistintamente. 

La definición de entorno reducido ($ 24-1), es decir con 
exclusión del mismo punto a, subsiste para E... 


DEF. 3. Un punto de un conjunto se llama aislado cuando 
hay un cierto entorno suyo que no contiene otros puntos del 
conjunto que él mismo. 


DEF. 4. Un punto, pertenezca o no al conjunto X, se lla- 
ma punto de acumulación de X, cuando en todo entorno redu- 
cido suyo hay puntos del conjunto X. 


DEF. 5. Un punto del conjunto se llama interior a X cuan- 
do hay un entorno suyo cuyos puntos todos pertenecen al con- 
junto X. Un punto no perteneciente al conjunto X se llama 
exterior cuando tiene un entorno de puntos de los cuales nin- 
guno pertenece a X. 


DEF. 6. Un punto, pertenezca o no al conjunto X, se lla- 
ma frontera, si no es ni interior, ni exterior al conjunto X, 
es decir, en todo entorno suyo hay algún punto que pertenece 
y hay también algún punto que no pertenece a X. 

El punto aislado es un ejemplo de punto frontera; también 
lo es un punto de acumulación de X que no pertenezca a X. 


Nota 1. En la teoría del potencial conviene para estudiar la acce- 
sibilidad desde el exterior distinguir entre el concepto de frontera y el 
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de contorno, siendo éste el conjunto de los puntos no exteriores que son 
puntos de acumulación de puntos exteriores. 


EJEMPLO 1. En x* + y?< 1, y 40, el contorno es x* + y? = 1; y la 
frontera es ésto más el diámetro sobre el eje v. 


; c) DEF. 7. Se llama (cfr. $ 7-7) intervalo cerrado de dos 
dimensiones a todo rectángulo de lados paralelos a los ejes de- 
finidos por las dos acotaciones 


[64-6] a<r<b , c<ys<d. 


El teorema de las sucesiones monótonas contiguas ($ 7-6, 
d) tiene aquí su análogo: 

Si cada uno de los rectángulos cerrados R,, Ra, Ra, ... de 
lados paralelos a los ejes está contenido en el anterior, y las 
dimensiones de R, tienden a 0, existe un punto y sólo uno con- 
tenido en todos los R,. 

Las proyecciones de R, sobre los ejes son los intervalos 
lan bn], [Cn, dn] limitados por las abscisas u ordenadas ex- 
tremas; y por la monotonía supuesta, cada intervalo [a,, b,] 
está contenido en su anterior y análogamente para los [c,, dn]; 
luego existe un punto zx, contenido en todos los [a,, b,] y un 
punto yo contenido en todos los [c,, d,] siendo únicos, puesto 
que las longitudes de los intervalos tienden a 0. Tales núme- 
ros Yo, Yo son coordenadas de un punto contenido en todos los 
rectángulos R,,. 


NoTA 2. Clasificación de los conjuntos. El conjunto formado por 
todos los puntos de acumulación de X se llama derivado de éste y se 
designa por X’. Es la misma definición dada en Cap. VI, nota II, c. 
Conviene conservar también las definiciones (Cap. VI, nota II, d) allí da- 
das para conjuntos densos en si X(<)X', cerrados; X(=)X", perfectos; 
X = X’; así como para la clausura X de un conjunto X, es decir X = 
=X.X 

Se dice “denso en sí” para distinguirlo de los conjuntos (denses 
partout, dichte überall), tales que en todo intervalo, si son lineales, o 
en todo cuadrado, si son de dos dimensiones, hay puntos del conjunto. 

Un conjunto se llama abierto si todos sus puntos son interiores. 


EJEMPLOS: 2. El conjunto de todos los puntos racionales, carece de 
puntos aislados, pues dado un punto cualquiera hay otros del conjunto 
qano distan de él tan poco como se quiera; pero no es cerrado, porque 
huy infinitos puntos (por ejemplo, (V2,1), (x, Y5),...), en cuya pro- 
ximidad hay infinitos puntos del conjunto, y, por tanto, pertenecen a 
X”, sin pertenecer a X. 

3. El conjunto de puntos de un cuadrado, exceptuadas sus diagonales, 
carece de puntos aislados pero no es cerrado. 

o. ad ) 
O 


4. El conjunto 
1 1 m = 0, 
(==. 1=3) (no 
tiene como puntos de acumulación el origen (0, 0) y todos los del tipo 
1 1 


(«=0 y ==) A (2 = , y=0). 


m m 
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El conjunto formado por unos y otros es cerrado, pero tiene todos 
sus puntos aislados, excepto el origen (0, 0). 

5. El conjunto de puntos de un círculo, elipse o polígono, incluso los 
del contorno, es perfecto. También es perfecto el conjunto de puntos de 
una curva cualquiera del plano definida por dos funciones continuas 


x = x(t), y= y(t), para a<t<b. 


NOTA 3. Conjuntos acotados. — Dado un conjunto de infinitos pun- 
tos, diremos que está acotado cuando se conservan todos inferiores en va- 


lor absoluto a un número positivo k. o sea, Væ +y? < k. 

Entonces quedan todos ellos dentro de un círculo de centro O y ra- 
dio k, y dentro de un cuadrado de centro O, y semilado k. 

La propiedad fundamental, lo mismo que en el caso de los conjuntos 
lineales, está expresada por el teorema de BOLZANO - WEIERSTRASS (Cap. 
VI, nota II, b): 

Todo conjunto acotado, de in- 
finitos puntos, tiene, al menos, un 
punto de acumulación. 


El conjunto X está contenido 
en un cuadrado de semilado k 
(fig. 215); subdividido en cuatro 
cuadrados iguales, uno de ellos 
contiene infinitos puntos del con- 
junto; si hay más de uno, escoja- 
mos el primero que se presente 
por abajo primero y por la iz- 
quierda después; subdividido éste 
de nuevo, uno al menos, de los 
cuatro cuadrados parciales, contie- 
ne infinitos puntos, ete. 


Por el teorema de las sucesio- 
nes convergentes de rectángulos, 
existe un punto (%o yo) contenido 
en todos los cuadrados sucesivos; 
dado un entorno suyo cualquiera, 
dentro de él hay cuadrados de la 
sucesión, y por tanto, contiene in- 
finitos puntos del conjunto, luego, es punto. de acumulación de X, que 
puede pertenecer o no al conjunto, 





Fig. 215 


5. Recintos. — Conjuntos de puntos, de interés para las 
funciones, son sus campos de existencia. Las tres primeras fun- 
ciones [64-1] estaban definidas para todos los puntos del pla- 
no xy, mientras que en el campo real la [64-2] lo estaba sólo 
en el círculo cerrado x? + y? < 1. La función [64-3] está de- 
finida en el campo real sólo para los puntos interiores de la 
esfera de centro origen y radio unidad. Otros ejemplos de con- 
juntos de puntos serían los considerados en $ 64-4, nota 2. 
Vemos, pues, que el conjunto de puntos (x, y) puede estar su- 
jeto a satisfacer condiciones de muy diversos tipos. 

Considerando el segmento como porción de recta, su aná- 
logo será la porción de plano, noción mucho más compleja que 
exige una definición rigurosa. En los recintos planos más sen- 
cillos (círculo, cuadrado, rectángulo, polígonos convexos y cón- 
eavos no estrellados, elipse, óvalos, semiplanos, ete.) observa- 
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mos dos propiedades: 1* Son conjuntos conexos, es decir, dos 
puntos cualesquiera pueden unirse mediante una línea que- 
brada de número finito de lados cuyos puntos pertenecen al 
conjunto. 2* Exceptuando los puntos del contorno, son inte- 
riores todos los demás, es decir, existe un entorno de cada uno 
formado por puntos del conjunto. 


Tomaremos estas dos propiedades como definición de los 
recintos, válida para cualquier número de dimensiones. En la 
nota I generalizamos el concepto de conexión. 


DEF. 1. Recinto es un conjunto conexo cuyos puntos son 
todos interiores. 


Que estas dos condiciones son necesarias para que los con- 
juntos obtenidos no difieran demasiado de nuestra noción in- 
tuitiva y tengan las mismas propiedades de los recintos ele- 
mentales, se ve fácilmente. Por ejemplo, el conjunto de los 
puntos de varios círculos o polígonos distintos (excluídos sus 
contornos) cumplen la segunda condición, pero no es conexo. 
El conjunto de puntos de una línea quebrada es conexo, pero 
sus puntos no son interiores. 


DEF. 2. Frontera de un recinto es el conjunto formado por 
sus puntos frontera. Contorno de un recinto es el conjunto de 
los puntos no exteriores que son puntos de acumulación de 
puntos exteriores al recinto ($ 64-4, nota 1). 


DEF. 3. Región es el conjunto de puntos formado por un 
recinto y alguno o todos sus puntos frontera. 


DEF. 4. Dominio es el conjunto formado por un recinto 
más su frontera. Suele llamarse también región cerrada o re- 
cinto cerrado. 


ILJMMPLO 1. El conjunto formado por los puntos x* + y°< 1, excep- 
to lon (x7>0, y=0), es un recinto; su frontera está formada por la 
circunferencia z’ + y= 1, más el radio x > 0, y=0, el cual se considera 
como doble, 


Se lama corte de un recinto a la exclusión del mismo de 
un arco simple de JORDAN ($ 29-2) formado por puntos inte- 
riores al recinto, pero cuyos extremos pueden ser puntos fron- 
tera de dicho recinto. Los puntos frontera de un recinto que 
pueden ser extremos de un corte se llaman accesibles y los que 
no pueden serlo, inaccesibles. 


Si el recinto es algo complicado su frontera puede ofrecer particu- 
lnridades tales que no entre dentro del co..ceepto general de curva dado 
en § 29-2. 
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EJEMPLO 2. Si en el cuadrado excluímos los puntos de los infinitos 
cortes indicados en la figura 216, obtenemos un recinto plano cuya fron- 
tera no es una curva. Los puntos de la mi- 
tad superior del lado vertical izquierdo son 
ejemplos de puntos frontera inaccesibles. 


Todo punto frontera no aislado 
es punto de acumulación de puntos 
frontera accesibles. 


DEF. 5. Un recinto plano se lla- 
ma simplemente conexo cuando, sien- 
do conexo, el polígono determinado 
por toda línea quebrada cerrada si- 
tuada en el recinto está contenido en 
éste. 

Fig. 216 Los recintos que no tienen la pro- 

piedad anterior, se llaman múltiple- 

mente conexos, y el orden de conexión es n si son necesarios y 

bastan n— 1 cortes para convertirlo en simplemente conexo, 
pudiendo ser n = 2,3, ..., o bien œ. 





Son simplemente conexos todos los recintos antes citados; no lo son, 
en cambio, el anillo circular ni el rectángulo con uno o más cortes inte- 





Fig. 217 


riores (fig. 217), pues se pueden trazar en ellos líneas poligonales de tal 
modo que el polígono determinado no pertenezca enteramente al recinto. 


EJERCICIOS 


1. Verificar que F(x, y, z)= xy + yz + z% se expresa en términos de 
f(x,y z)=æx +y +z por F(x, y,z)= [f (x, y, z)— f (2, y’, 2)]. 
2. Clasificar los puntos del plano respecto del campo de definición de 
lux siguientes funciones: 
19) 2 =1/Mm[(1—2%—Yy)/(0*+y3)1 ; 
20 z= + Ve” — y" ; 
39) z = + Vsen(xy) ; 
determinando los recintos que forman, sus fronteras y contornos y su or- 
don de conexión. 
3. Determinar las líneas de nivel de las funciones del ejercicio an- 
torior. 
4. Superficies de nivel de la función u— arctgl (y* + 2°)/x°]. Ra- 
mas do osta función multiforme. 
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5. Si en el plano, como conjunto de puntos x dados por pares de nú- 
meros reales x —(%1, %2), definimos como “distancia”: 
19 e0(a,b)= [a —b,| + Jaz—bal| ; 
29) (a,b) = máxJ|a,—b, |, |az—ba|p ; 
demostrar que en ambos casos se cumplen los “axiomas de la distancia”, 
es decir, se obtienen espacios métricos (nota I). Describir la figura que 


en cada uno de ellos forma la “circunferencia unidad”, es decir, el con- 
junto de puntos x que cumpla 0(0,x)= 1. 


6. Definido en el espacio euclídeo E,, el conjunto cerrado, por la pro- 
piedad F(=)F”, demostrar que es equivalente definir un conjunto abierto 
G como complemento de un cerrado o como constituído por puntos inte- 
riores. 


7. ¿Cuáles son en E, los únicos conjuntos abiertos y cerrados a la 
vez? 


8. Demostrar que en E, se cumple: 
19) X.Y =X.-Y ; 
2) X=X 





= X 
39) X es el mínimo conjunto cerrado que contiene a X. 
9. Demostrar que en E, un conjunto F es cerrado cuando y sólo 
cuando es derivado de otro conjunto X. 


10. Demostrar que si cada rectángulo cerrado R, de una sucesión 
monótona convergente contiene puntos de un recinto cerrado o dominio, 
existe un punto y uno solo del dominio contenido en todos los rectángulos 
cerrados. ¿Es cierta la proposición si los rectángulos, o bien el recinto, 
son abiertos? 


11. Demostrar que no es un recinto la unión de dos recintos 'cuando 
y sólo cuando estos dos no tienen puntos comunes. 


12. ¿Es un recinto el conjunto 0< a+ y*<1? ¿Cuál es su orden 
de conexión, su frontera y su contorno? 

13. ¿Es un recinto el conjunto definido por 0< |x| +% <1? ¿Es 
acotado? ¿Cuál es su orden de conexión, su frontera y su contorno? 


14. Demostrar que en E, un recinto acotado es simplemente conexo 
cuando y sólo cuando su frontera tiene una sola componente (cfr. nota 
I, c). 


15. Demostrar que en Ez el número de componentes (orden de cone- 
win) de la frontera de un recinto acotado excede en una unidad al nú- 
mero de cortes cuyos extremos sean puntos frontera por los que es posi- 
blo convertirlo en simplemente conexo. 
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1. Límite doble. — En el caso de una función de varias va- 
riables, por ejemplo dos, la idea intuitiva de límite es la mis- 
ma que la vista para la función de una sola variable ($ 24-1) : 


f(x,y)—>¢ para  (x,y)>(a, b) 


cuando la diferencia f(x, y)—¿ se hace arbitrariamente pe- 
queña con tal de tomar (x,y) suficientemente próximo a 
(a,b) y distinto de éste. Con precisión: 
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DEF. Se dice que la función uniforme f(x, y) tiende al lí- 
mite £ en el punto (a,b), o que tiene el límite E, cuando a 
cada número positivo e arbitrario, corresponde otro número 
positivo ò = ð (e) tal que para todos los puntos del entorno re- 
ducido (§ 64-4) 


[65-1] 0 < + V(z—a)?+(y—b) <ð , 





; |x—a| <ë , |y—bj|< ð , 
en l (£ —a)? + (y—b)2>0 , 
se verifica 
[65-2] f(x, y)—£¿l[< e. 


Se expresa esto abreviadamente escribiendo 


[65-3] lim f (x,y) = € para xz>a , y>b 6Ó 

(2,4) > (a,b) , 
o bien 
[65-4] lim f(x, y) = £. 

(x, y) —> (a, b) 

Obsérvese que f(x,y) no necesita ni aún estar definida en 
el mismo punto (a,b), aunque sí en los demás puntos de un 
cierto entorno de (a, b). 


El límite así definido se llama doble, o simultáneo, porque 
el punto (x,y) se acerca al (a,b) según entornos reducidos 
superficiales, pero si restringimos los valores admisibles de 
(x,y) en [65-1] para el cumplimiento así más fácil de [65-2], 
se podría por ejemplo considerar como campo de variación de 
la función sólo los puntos que estén sobre una curva C que 
pase por (a,b) o más general, de un conjunto parcial adecua- 
damente determinado de cada entorno reducido de (a, b). Se- 
ría algo análogo a lo visto para los límites laterales de funcio- 
nes de una variable ($ 25-4). 


NoTA 1. También pueden considerarse límites infinitos (§ 24-5) y 
la definición topológica sintetizada en los casos a) del cuadro del $ 24-6 
será aquí la misma. También tiene interés considerar en lugar de [65-1] 
el entorno del punto impropio vo del plano, formado por el exterior de 
un círculo o cuadrado cualquiera para así definir el límite en el infinito. 


EJEMPLO. 
xY i Y 
2 = ——T—= ; escrita en la forma z = —====>x= 
Væ + (2) 
% 


nl tender e e y a 0, cualquiera que sea su ley de variación, el denomi- 
midor es mayor que 1 y el numerador tiende a cero, luego, 


lim z= 0. 
(r, $) —>0 
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En cambio el lim z no existe, pues sobre los ejes x e y es 2=0 
y sobre sus bisectrices 2 se hace en valor absoluto tan grande como se 
quiera, 


NoTA 2. El criterio general de convergencia de BOLZANO - CAUCHY 
(§ 24-7) puede ser fácilmente trasladado aquí, con la misma demostra- 
ción dada en el caso de una variable: 


TEOR. Condición necesaria y suficiente para que la función f(x,y) 
definida en el campo C tenga limite finito en el punto de acumulación 
(a,b) de C (perteneciente o no a él) es que para cada número e >0 
se pueda determinar un entorno reducido de (a,b), tal que a todo par 
de puntos (x",y'), (x1”,y”), pertenecientes a la vez a dicho entorno re- 
ducido y al campo C, correspondan valores funcionales que verifiquen 
| f(x,y )— f(r”, y”) | < e. 


2. Límites sucesivos y límites en una dirección. — No debe 
confundirse nunca el límite definido en [65-3] con los límites 
reiterados Oo sucesivos 


[65-5] lim lim f(x,y) = lim [lim f(x,y)] = lim qy(y), 
v>b 


Yb r>a Yb r>a 
[65-6] lim lim f(x,y) = lim [lim f(z, y)] = lim y(x), 
r>a y>b xa y>b T—>a 


en los cuales se hace tender a su límite, primero una variable, 
y luego la otra en la función resultante (fig. 218), mientras 
que en [65-3] tienden ambas superficialmente con simultanei- 


f(x. y) 





a X 


Fig. 218 


dnd arbitraria. El límite reiterado [65-5] presupone que en 
un clerto entorno reducido de b en la recta x =a existe la 


función ¢(y)= lim f(x,y) y análogamente para [65-6]. 
r>a 


Noras: 1. Si existe el límite doble ¿ y existe unívoca la función 
w(y) on un entorno reducido de b, entonces existe lim «p(y) y coincide 
y —> b 


con L. Pues, si (y) existe en 0<|y—b]|<Ó, por [65-2] será 
Lo -rs p(y)<í+e en el anterior entorno reducido de b, y como e po- 
nitivo us arbitrario, esto es lo que queríamos demostrar. 

Por tanto, si existen el límite doble y los sucesivos, todos ellos son 
ixunlos, Si los límites sucesivos en el mismo punto son desiguales, en- 
tonces cl límite doble no puede existir. 
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2. El concepto de convergencia uniforme introducido en el $ 43-3 
para sucesiones funcionales S,(x) cuando n > 0% se extiende inmediata- 
mente a los límites f(x%,y) > y(x) cuando y > b, considerando f(x, y) 
como función sólo de y para valores de x de un cierto conjunto X. Para 
esto, se ha de suponer que toda paralela al eje y por un punto de X 
contiene infinitos puntos del campo de variación C de f(x,y) con punto 
de acumulación en la intersección de dicha paralela con la recta y =b. 
En tal caso se establece: 


DEF. La convergencia de f(x,y) a la función finita y univoca y(x) 
para y:>b con x perteneciente a X se dice uniforme en X, si a cada 
e > 0 corresponde un número positivo ðı(e) (dependiente de e, pero no 
de x) tal que para todo x del conjunto X es 

f(z, y) — vía) <e si 0< |y—b] < 82). 

Esto querrá decir que en una misma faja horizontal de anchura 
constante conteniendo la recta y= b, pero fuera de esta recta, la fun- 
ción f(x,y) difiere de w(x) en valor absoluto en menos de e. Si enton- 
ces existe lim y(x)=f, es decir se verifica |yw(x)—¿|<e si 


zT—>a 
0<|x—a|<oó8»(e), tomando ô=min (ô, ô) resultará para y(x)= 
=Í(x, b): 
[f(,yY—¿] < |£(x,y)—f(2,b)| + [f(2,b)—5] < 2e , 
cuando |x—a]|< ò, |y—b]|< ò, (x7,y)=F(a, b). Por tanto queda de- 
mostrado: 


TEOR. Si f(x, y) para y >b tiende uniformemente a f(x,b) y ésta 
tiene límite y para x—>a, entonces í es límite doble de f(x,y) en el 
punto (a,b). 

3. Puede también ocurrir que el límite doble exista, sin que alguno 
o ninguno de los límites reiterados exista. Pueden también existir y ser 
iguales los límites reiterados en un determinado punto sin que en él 
exista límite doble. 


EJEMPLOS: 1. Sea 


2xy E 
EA 
si conservando constante y (sea o no nulo) hacemos tender x a 0, es 
, lim z = 0; Juego lim (lim z)= 0. 
z>o0 y>0:>0 
Análogamente: 


lim z = 0; luego lim (lim z)= 0. 
v>0 z>0y>0 

En cambio, si ambas tienden a 0 si- 
multáneamente, no existe límite alguno; 
pues si tienden a 0, siendo siempre x = y, 
es constantemente z — 1; pero si siempre 


4 
es y=2x, resulta z = p’ etc. 
Geométricamente: si el punto (x,y) 
tiende al (0,0) en la dirección 2 =m, 
2m 


LAm’ 


la figura 219 están indicados algunos de 
cestos valores a aue tiende z en distintas 
Mig. 210 divecciouon, 


z converge hacia el número En 
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2. En el ejemplo anterior el orden en que se toman los dos límites 
no alteraba el resultado; mas no debe creerse que esto sucede siempre. 
Sea 


PEA vy — xr + y 
rg Y ` 
Si y+0, lim y luego lim lim 2=1; 
z — 0 Y y>0x:>0 
Si +0, lim pan asi luego lim lim z= — 1; 
y>0 x z>0 y>U 


y claro que no coincidiendo éstos para dos distintas leyes de variación 
de (x,y) no existe lim z. 
(2, Y) >0 


3. La función 2=y.sen — si +0; 2z=0 si x=0, tiene 
x£ 


en el origen límite doble y sucesivo lim lim z, ambos iguales a cero, 
z= 0 y0 
pero en cambio no existe lim z, si es y=F0, ni por tanto existe 
z — 0 

lim lim z. 
v>0 x—>0 

Si en y=0 atribuímos a la función anterior el valor 2=1, aun 
cuando z tienda uniformemente a cero para y >0, y sea nulo el límite 
de la constante cero, no existirá en (0,0) el límite doble de dicha fun- 
ción así modificada. 


g x T i 
4. Para la función z= x sen — + y sen Er si |xy]>0; 2=0 


si xy = 0, no existe ninguno de los límites reiterados, pero sí el límite 
doble, que es cero. 

5. La función z=sen(1/vVx*-+ y?) no tiene ni límite doble ni nin- 
guno de los reiterados, en el origen de coordenadas. 


NoTA 4. En una función de un número cualquiera n de variables 
independientes, se define el límite múltiple o simultáneo en forma aná- 
loga a la del límite doble, y también los límites reiterados o sucesivos, 
uno para cada ordenación de las variables, o sea en total n!. Entre 
ústos y el límite múltiple valen las relaciones establecidas para funciones 
de dos variables en las notas anteriores. 


3. Funciones continuas: propiedades. — a) DEF. Diremos 
que una función uniforme f(x,y) es continua en el punto 


(a,b) cuando existe lim f(x, y) y siendo finito este li- 
(x, y)— (a, b) 
mite, coincide con el valor f(a, b) de la función en el punto. 


(Cfr. S 25-1). 

Teniendo en cuenta la definición de límite (§ 65-1), el enun- 
vindo anterior es equivalente a decir: La función f(x,y) es 
continua en el punto (a,b) si dado e > 0 arbitrario, se puede 
hallar un número positivo 3=5(se) tal que para los puntos 
(x, u) tales que 


16-7] + y (x —a)? + (y —b)? < ô 
ne cumpla. 
| f(z, y) — f(a,b)| < e. 
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Geométricamente, esto quiere decir que el trozo de superfi- 
cie correspondiente al campo de variación determinado por el 
círculo de centro (a,b) y radio ò se encuentra entre los dos 
planos 2 =f(a,b)+e y 2=1f(a, b)—e. 

Si usamos curvas de nivel para representar la superficie, 
ninguna curva f(x,y)= const. cortará el círculo cuando la 
constante difiera de f (a,b) en más de e. 

Si una función f(x, y) es continua en un punto (a, b), en- 
tonces las funciones f(a, y) y f(x,b) de una variable son tam- 
bién continuas por satisfacerse las condiciones de la definición 
de continuidad para funciones de una variable. El recíproco 
no es cierto; puede f(x,b) ser continua en x =a y f(a, y) 
ser continua en y = b, sin que f(x, y) sea continua en el pun- 
to (a, b). 


EJEMPLOS: 1. La función 


uy 
f(x,y) = ——_ => 
+ Vety 


cu los puntos distintos al origen y nula en éste, es continua en (0, 0). 
Pues es 


y vy 
lim r a 
(zy) >00) + Var +yY 
según vimos en $ 65-1, ejemplo, siendo por definición f(0,0)=0. 

2. Sea la función z= sg 4 (y — x°) (y — 2x°)}, es decir, z vale 1 
por encima de la parábola y = 2x? y por debajo de la parábola y = x"; 
pero vale —1 en la lúnula 
comprendida entre ambas y 
se anula sobre ambas cur- 
vas (fig. 220). Cualquier 
semirrecta de origen O tie- 
ne algún segmento OA exte- 
rior a esta lúnula y por 
tanto, sobre esta semirrecta 
z > 1. Sin embargo, no hay 
límite doble de z en el ori- 
gen O. Si en éste atribuí- 
mos a la función el valor 1, 
este ejemplo nos demuestra 
que una función continua 
respecto de cada una de las 
variables y aun en cada di- 
rección rectilínea, puede no 
serlo con relación a ambas variables. Lo mismo se comprueba en el si- 
guiente ejemplo. 

3. En la función f(x,y)=y/xw para 40 con f(0,y)=0, es tam- 
bióuw f(x,0)=0. Estas dos funciones de una variable son continuas en 
el origen, pues ambas se reducen a la constante cero. Sin embargo, la 





Fig. 220 


función de dos variables es discontinua en el origen. Obsérvese lo que 
neurre sl nos acercamos al origen según las curvas y=x%, y = kg. 
V== Vx, y=x ". ; > . le 


Noras: 1, Una función f(x, y) se dice continua en un campo de 
variacion C si es continua en todos los puntos del campo, restringiendo 
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el cumplimiento de [65-7] para los puntos de C pertenecientes a cada 
entorno de (a, b). 


2. Aquí también podemos definir la continuidad de f(x,y) en y=b, 
uniformemente respecto de xeX, mediante el límite de f(x,y) hacia 
f(xw,b) uniformemente respecto de xeX ($ 65-2, Nota 2). Para que esto 
ocurra, no es necesaria la continuidad de f(x,b), pero si además 
f(x,b)>f(a,b) para x—>a, entonces f(x,y) es continua en (a,b) 
(§ 65-2, Nota 2, Teor.). Por otra parte, es fácil probar (Cap. VI, nota 
III), que si f(x,y) es continua en el rectángulo xo < % S £u, Yo SY S Ys 
entonces para y > be (yo y1) la función f(x,y) f(x,b), uniformemente 
respecto de xelxo, 21]. (HEINE). 


Por analogía al concepto de curva uniforme ($ 25-1), con- 
vendremos en definir: 


DEF. Llamamos superficie uniforme al conjunto de puntos 
del espacio Ez representantes ($ 64-2, a) de una función uni- 
forme y continua z = f (x, y) definida ya en un recinto R, ya 
en un dominio D (§ 64-5). 


b) Al igual que en las funciones de una variable 


b,) La suma, diferencia, producto o cociente de funciones 
continuas de varias variables, es una función continua en todo 
punto que no anule al denominador. 

Por consiguiente: toda función racional de varias variables 
es continua, excepto en los puntos que anulan al denominador. 


bə) Si z es una función continua de u, y u es una función 
continua de (x,y), es z función continua de (x,y). (Cfr. 
$ 25-7). 

Por consiguiente: log f (x,y) es función continua de x é y 
en todo punto en que sea f(x,y) positiva y continua. 


ba) Si f(x,y) es continua en un dominio acotado D. el 
canjunto de valores finitos que toma en todos sus puntos está 
acotado superior e inferiormente y alcanza en D al menos una 
vez un valor máximo y un valor mínimo (BOLZANO - WEIERS- 
TRASS). (Cfr. § 26-5, con demostración análoga por el método 
de la dicotomía adecuadamente adaptado a varias dimensio- 
nes, cfr. $ 64-4, nota 2). 


EJEMPLOS: 4. La función 2—(y+1)/(x— 1) está definida y es 
continua en el interior del círculo de centro O y radio 1; sin embargo, 
no es finita en él, pues tomando (x,y) bastante próximo al punto (1,0), 
toma z valores mayores que cualquier número. 


5. z=X +y es continua en el dominio parabólico y = x?, pero no 
está acotada. No se verifica el teorema por no estar acotado el dominio. 

El concepto de continuidad uniforme y teorema de HEINE-CANTOR 
(X 26-6) se generalizan también inmediatamente para funciones de varias 
variables. 


124 XVIII. FUNC. DÐ VARIAS VARIABLES. DIFERENCIACIÓN S 65 -4 


4. Infinitésimos. — Su definición es la misma que para fun- 
ciones de una variable ($ 24-3). Aquí también f(x, y) tiene 
por límite £ en el punto (a, b), cuando y sólo cuando qp(x, y) = 
=Í(x,y)—£ tiene por límite cero, es decir, es infinitésima 
en (a,b) y por tanto: toda función con límite £ es igual a 
éste más un infinitésimo: 1(x,y)=£¿+w(1zx, y). 

Es cómodo introducir las nuevas variables h = z—a y 
k =y — b. La función f(x, y) es continua en (a,b) si la fun- 
ción p(h,k)=f(a+h, b+k)—1(a,b) es infinitésima para 
(h,k)>(0,0). La comparación de variables e infinitésimos 
se hace también del mismo modo que para funciones de una 
variable ($ 24-3, b, c). Aquí es conveniente tomar como infi 
nitésimo tipo o principal la distancia p = + yvh? + k? del pun- 
to (a+h, b+k) al (a,b) y análogamente en el espacio E,. 
En particular, toda combinación lineal homogénea ch + czk 
con coeficientes cı y cĉ, constantes, por ejemplo los mismos 
h ó k, es infinitésima por lo menos de primer orden, pues 
cih + cek = O (ọ), es decir, 


|k | 











cih + cake |h | 
— S< |a| — Ca | ———==Rnh [L 
cl e N ae 
< Jal +e] 


en un entorno de (0, 0). 

Pero no es infinitésimo de primer orden, pues para o +0 
puede ser ch + cok = 0. También el polinomio homogéneo de 
segundo grado cik? + 2c2hk + cak? = O(0?) = 0(0) es infinitési- 
mo de orden superior al primero y por lo menos de orden 2. 
(Véase en ejerc. 6, 19%, la condición para que sea de orden 2). 


EJERCICIOS 


1. al Hallar los límites múltiples y reiterados en el origen, de las 
funciones de los ejercicios 2 y 4 de $ 64 y estudiar su continuidad a 
lo largo del eje x; b) En f(x,y) = (xy — y+ x— 1)/(x—1) para el 
punto (1;0) existen y son iguales (=1} ambos límites reiterados y el 
límite en cada dirección no vertical y =m (x — 1), pero no existe límite 
doble. 


2. Estudiar, en el origen, los límites doble, a lo largo de las rectas 
concurrentes en (0; 0) y reiterados, de las funciones: 


Meene ea 
29) z = (x + y)sen Z sen — si x*0+%y con 2=0 en el 
resto; 
39) z E 2; 
x +y 
W) z= a BIO E ; 


3 


e lay + Y 
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59) yO x*— 2zry + y? o; 

6%) z=]lelr ; 

79) z = |x|” 

3. Estudiar la continuidad en el origen y a lo largo de las rectas 
concurrentes en él, de las funciones: 

19) f(s, y) = sen (Are tg Z) si #0; f(0,y)=0 ; 

29) f(x,y) = iy si y=0 con x*/y<l1, f(x,y)=y/x*e* si 
y=0 con x’/y Z1, £(0,0)=0, f(x, y)}= f(x, —y) si y<0. 


4. Demostrar que la función f(x, y)=y/ (P + si x>x%0, 
f(0,y)=0, es continua en y=Ó0 para cada x fijo, pero no es uniforme- 
mente continua respecto de cualquier entorno de w = 0. 


5. Demostrar en detalle que si una función f(x,y} es continua do- 
blemente en el rectángulo =x<2%1, Ya <y< y, entonces la función es 
continua en y = be (Yo Y1) uniformemente respecto de xe[xo, x,]. 


6. Tomando como principal el infinitésimo 0 = + Va* +4 y?, estudiar 
en el origen los órdenes de: 


19) ca? + 2c0y + Cay”; 
29) x? — 3ay ; 
39) la función del ejercicio 2-19) de $ 64: 


1 
49) a? + y?y? sen ———= 5 
(Va + == 


cos 


1 1 
— p + — é 
Væ + y’ ena 





5%) (x+y) ( sen 


$ 66. DERIVADAS Y DIFERENCIALES PRIMERAS 


1. Derivación parcial. — Sea f(x,y) una función uniforme 
de las variables independientes x e y. Si hacemos y = const., 
z resulta función de una sola variable, x, cuya derivada, si 
existe, será igual a 


lim f(x + Ax, y) —Í(x, y) 
Ax > 0 Ax 


DEF. Llamaremos derivada parcial respecto de x, de la 
función 2=1f(x,y), indicándola con cualquiera de las nota- 


ciones 
of (x, y) dz 
f(x,y) , D-f (x,y) , a , Zz , Dz, a? 


a la derivada así obtenida, dejando fijo el valor de la otra va- 
riable 


[66-1] f.(x7,4) = lim AE 


para Ax>0. 
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El valor de la derivada parcial en el punto (xo, Yo) lo de- 
signaremos también sencillamente por 092/02. y más explíci- 
tamente por f.(Zo, Yo). 


NoTA. Las tres primeras notaciones, aunque menos breves, son más 
convenientes cuando se trata de indicar el valor de la derivada parcial 
en un punto (£o, Yo}: 


df (Zo, Yo) 
dx 


Lo (xo, Yo) = D.f (xo, Yo) = 


La notación de JACOBI 
df (x, y) _ êz 


0% — dg 
no debe confundirse con un cociente. 





Interpretaremos geométricamente esta definición. La ecua- 
ción z = f(x,y) es la ecuación de una superficie, mientras 
que para y = Yo fijo, z = f(x, Yo) es la ecuación de la curva 
l'o que resulta de la intersección de la superficie y el plano 
Y =Y. Por lo tanto, f(x, yo) /dx nos da el valor del coefi- 
ciente angular de 
la tangente en 
cualquier punto de 
la curva To. 

Para otro valor 
constante y = Y, 
obtenemos otra 
curva T,; es decir, 
al variar el valor 
de y se obtiene 
una infinidad de 
curvas paralelas al 
plano x z, o lo que 
es lo mismo, una 
infinidad de fun- 
ciones de una va- 
riable x (fig. 221). 

En forma aná- 
loga se define la 
Fig. 221 derivada parcial de 

z = f(x, y) con res- 





pecto a y, que indicaremos 
df (z, 0 
f(x, y) = Df (x,y) = f(x, y) aal 


siim f(x, y + 4y)—1Í(x, y) , 
Ay —>0 Ay 
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La interpretación geométrica es la misma que para el caso 
anterior (fig. 222). 

Para las funciones de varias variables independientes 2,, 
Lo, Var «..«) Uns SO 
define análoga- 
mente la derivada 
parcial respecto 
de x, suponiendo 
constantes las de- 
más; y del mismo 
modo las deriva- 
das parciales res- 
pecto de zx», de Za, 
..., denotándose 
así: fı, f», A 

Mientras la 
existencia de deri- 
vada finita impli- 
ca la continuidad 
de las funciones de 
una variable, no 
basta la existencia Fig. 222 
de derivadas pri- 
meras para asegurar la continuidad de f(x, y). 





EJEMPLOS: 1. La derivada parcial con respecto a œ de la función 
f(x, y)=senxcosy en el punto (a,b) es 


EE | (senz. cosb) | = [| cosx. cosb | = cosa . cosb. 
dx t=a x=a 

PS = ; 
2. 2 =- Ir? z = 0 en el origen. 


"Sus derivadas en cualquier punto distinto del origen se calculan por 
la regla del cociente. Siendo nula la función sobre los ejes, sus derivadas 
en el origen son nulas. Sin embargo, tendiendo el punto al origen según 
diversas direcciones, resultan límites diversos para z. 


3. 2=sgl(y—«u)(y—2%)) en *+y4>0 ; 2(0,0)=0 


(cfr. ej. 2 de $ 65-3). En el origen es 2,=0, 2,—=0 por conservarse 
constante en los ejes, a pesar de ser discontinua, puesto que en la lúnula 
vale —1. 


2. Teorema del valor medio o de los incrementos finitos y 
consecuencias. — Vamos a expresar mediante las derivadas 
f+- y f, el incremento de la función f(x,y) cuando incremen- 
tamos las variables x e y en h y k. 


TEOR. Si la función z = f(x,y) tiene derivadas parciales 
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finitas f., f, en un entorno del punto (a,b), entonces el incre- 
mento Az está dado por la expresión 


[66-2] Az = f(a+ h, b+ k) — f(a, b) = 
= hf¿(a+0,1h,b) + k£,(a+h,b+02.k) ; 
(0<06<1 ; 0<02.<1). 


DEM. Basta descomponer Az en dos sumandos así: 
Az = [f(a+h, b+k)—f(a+h,b)] +[f(a + h, b)—f(a, b)] 


y aplicar a cada uno el teorema de incrementos finitos para 
una variable ($ 35-1). 


NoTAS: 1, Obsérvese que de la simple existencia de las derivadas 
parciales finitas en el entorno de un punto ha resultado el teorema del 
valor medio y que éste implica la continuidad de f(x,y) en un entorno 
de dicho punto si tales derivadas están acotadas en dicho entorno, pues 
Az puede hacerse arbitrariamente pequeño tomando suficientemente pe- 
queños k y k. 


2. Los dos números desconocidos 06, y 0 resultarán en general de 
distinto valor. Una forma más simétrica se obtendrá como caso particu- 
lar de la fórmula de TAYLOR ($ 69-5). 


3. Los puntos 
(a+ h, b4k)y 
(a,b) han de per- 
tenecer a un mis- 
mo entorno ($ 64-4, 
b, Def. 2) en que 
existan las deriva- 
das parciales, sin 
que baste que am- 
bos puntos perte- 
nezcan a un recin- 
to D donde se veri- 
fiquen dichas con- 
diciones de hipóte- 
sis (fig. 223). 





o(a+h. bk) 


Fig. 223 


COROLARIO 1% Para que una función f(x,y), con derivadas 
parciales en todos los puntos de un recinto, sea constante en 
él, es necesario y suficiente que f, y f, sean nulas en todos los 
puntos del recinto. 

Pues si un segmento y sus dos componentes están conteni- 
dos en el recinto, la diferencia Az de valores en sus extremos 
cs nula, según [66-2], es decir, z toma igual valor en ambos; 
y como dos puntos cualesquiera (£o, Yo), (x,y) del recinto se 
pueden unir por una poligonal de número finito de tales lados 
($ 64-5), resulta f(x, y) = f (£o, Yo) para todo punto (x,y). 


COROLARIO 29 Si dos funciones tienen finitas e iguales las 
derivadas parciales en un recinto, su diferencia es constante 
en él (cfr. S 35-3). 
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3. Aplicación al cálculo aproximado. — El teorema del va- 
lor medio tiene aplicaciones análogas a las ya vistas en el caso 
de una variable. 

Calculada una magnitud en función de otras, los errores en 
las medidas de éstas producen un error de aquélla, el cual es 
igual a la suma de estos errores multiplicados por las respecti- 
vas derivadas. 

En la medición de los datos habrá, pues, que extremar la 
exactitud en aquellas variables cuya derivada respectiva es 
grande; y puede descuidarse la de aquellas que corresponden 
a derivada pequeña. 

El desconocimiento de los puntos intermedios que figuran 
en el teorema no es obstáculo, puesto que se trata, no de ob- 
tener el valor exacto del error, sino una cota del mismo, cono- 
cidas las cotas de los errores de los datos. 


Error de uvw. — Como la derivada respecto de cada varia- 
ble es el producto de las otras, resulta : 


A(uvw) = vw.Au + uwW.Av + uv.Aw 
y el error relativo se deduce dividiendo por uvw, y resulta 
aproximadamente la suma de los errores de los factores. 


Para acotar rigurosamente el error de uvw debe tenerse 
en cuenta que vw, uw, ww deben tomarse en puntos interme- 
dios de los intervalos respectivos. 

Análogamente se deducen las otras reglas de cálculo de 
errores en las operaciones aritméticas. 


EJEMPLO. Dada la base a y los ángulos contiguos B y C, el lado b 
se calcula por la fórmula: 


pma a . sen B = a. sen B 
sen A sen(B +C) ’ 
Sus derivadas respecto de a, B y C son: 
sen B a.sen C _ a .sen B.cos(B + C)> 
sen(B +C) ?’ sen(B+C) ” sen’ (B + C) ° 


Si los datos son: 
a ~ 10m. , B- 29 C-6l” », 
los valores aproximados de las derivadas no llegan en valor absoluto a 
05 5 9 ; 005 ; 


esto indica que debe extremarse la exactitud en la medida de B, aunque 
se descuide la de C, que ápenas influye. Supongamos que los errores 
absolutos sean: 


Aa < 005 ; AB < 10” < 0,0083 ; AC < 10 < 0,003. 


Aunque no se conocen los valores intermedios B, C, puede asegurarse 
que están comprendidos entre 


299 +10 ; 61? +10 ; 
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luego: B+ C >89°, por tanto, las derivadas son seguramente menores 
que 
05 ; 10 ; 0,05 


y el error total menor que 
0,025 + 0,03 + 0,00015 ~ 0,06 


donde se observa que el error de C no ha influído sensiblemente, pudiendo 
haberse apreciado ese ángulo casi a simple vista. 


4. Funciones diferenciables. — Extendiendo a varias varia- 
bles la definición de THOMAE - STOLZ (§ 34-1), tendremos 


DEF. Diremos que la función z = f(x,y) es diferenciable 
en el punto (Xo, Yo) si está univocamente definida en un en- 
torno de este punto y su incremento se expresa así: 

[66-3] AZo = Í(%o +AZo, Yo + Ayo) — Í(%o, Yo) = 
= A.Ato + B.AYo + olo) , 


como función lineal homogénea de los incrementos indepen- 
dientes Alo, Ayo con coeficientes constantes A y B, a menos 
de un infinitésimo o(o0) de orden superior ($ 65-4 y § 24-3, 
cı) al principal 

e = + VAFAN. 

Se llama diferencial total de una función diferenciable al 
infinitésimo principal, parte lineal de [66-3] designado por 
[66-4] dzo = A . Azo + B. 4yo. 

Si una función es diferenciable en un punto, entonces exis- 
ten y son finitas sus primeras derivadas parciales. En efecto, 
si en [66-3] hacemos Ayo = 0, resulta 

AZo = A .AzZo + o (Azo) 
y por tanto (§ 66-1): 


. Az 
A = lim : 
Az, >0 ÁZo 





= f; (Lo, Yo) . 


Del mismo modo, para Ax, = 0, resulta 

B = lim £% 

AY —> 0 

En particular (cfr. § 34-1), si f(z,y)=x obtendremos 

dx :- Ax, y si f(x, y)= y será dy = Ay, por lo que en un punto 

genérico (x, y) la expresión [66-4] se puede escribir en la si- 
guiente forma: 


[66-5] dz = f,(x,y)dx + f(x, y)dy , 


que llamaremos expresión analítica de: la diferencial para dis- 
tinguirla de la definición [66-4]. 





= 1,(Lo, Yo) - 
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Como Azo AŅYo son infinitésimos por lo menos de primer 
orden respecto de e ($ 65-4), de [66-3] resulta Az >0 con 
o => 0, y resumiendo con lo anterior: 


TEOR. 1. Toda función diferenciable es continua y deriva- 
ble. El teorema recíproco no es cierto como muestra el primero 
de los ejemplos siguientes, debido a THOMAE: 


EJEMPLO 1. 
z(x,y) genton ,  Z(0,0)= 0. 
+ Ve Y 
Siendo la función nula sobre los ejes, es Z.(0,0)=0 y Zz,(0,0)=0; 
luego es cero la parte principal del incremento, y queda como parte re- 
sidual la función; y como no es infinitésima respecto de q, pues su co- 


ciente por q es ——3-, que toma valores distintos en las diversas di- 


xy 
x’ +y 
recciones que concurren en 0, la función no es diferenciable. Sin em- 
bargo, es continua en el origen (§ 65-3, ejemplo 1), pues para 

2 


Q 
lx| <o , lyl <e es al mi 


Vemos, pues, que para asegurar la continuidad la condición de ser 
diferenciable no es necesaria aunque sí suficiente. La ventaja grande del 
concepto de diferencial ($ 66-5) se apreciará al estudiar el plano tan- 
gente a una superficie, 


NoTA 1. Para apreciar la mayor amplitud de la definición dada res- 
pecto del concepto clásico de diferencial que exigía la continuidad f=, f, 
en el punto (xo, yo) basta fijarse en estas dos funciones: 


x T 
z = x sen — z = (x 2sen —— , 
le (x+y) eg 


completadas por continuidad. 
EJEMPLOS: 2. Para la primera es 
x x 
Za = — xn cos — + 2x . sen — 
x X 


discontinua; en el origen vale 0, como se vió en § 30-8, ejemplo 2. (Cfr. 
Cap. IX, nota IV, c). En cambio, z,=0 es continua. 


Como 





<Qq>0; o sea: |z| =0(0), es diferenciable. 


lz] 
e 


3. La segunda tiene discontinuas ambas derivadas, que también son 
nulas en 0. Sin embargo, es diferenciable, pues su cociente por lx|+lyl 
es <|2]+!|yl. 


Suponiendo ambas derivadas parciales continuas en (£o, Yo); 
la expresión [66-3] es una inmediata consecuencia de la fór- 
mula de incrementos finitos [66-2], pero aun podemos afir- 
mar: 


TEOR. 2. Para que z = f(x,y) sea diferenciable en (£o, Yo) 
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es suficiente que admita derivadas parciales finitas en el pun- 
to (£o, Yo) y una de ellas exista en un entorno de dicho punto 
y sea continua en (xo, Yo). 

En efecto, suponiendo f, continua en (æo, Yo), por el teore- 
ma de incrementos finitos de una variable (§ 35-1), es 


Í (Zo + Alo Yo + Ayo) — f(z + Azo, Yo) = 
= fy(%o + AZo Yo +O. AYo). AYo = fy(Lo Yo). AYo + E2. AYo , 
con £: — 0 para op =+ yaAzo? + Ayo? >0. Por otra parte, bas- 


ta la definición de derivada parcial (§ 66-1) para establecer 
1 (Lo + Alo, Yo) — f (£o, Yo) = fr(2o, Yo). AZo + £1. Ao , 
con e, >0 para o = + VAZ0?+4Y0 > 0. Por tanto, 


[66-6] f (2o + AZo, Yo + Ayo) — L (Zo, Yo) = 
= L (Zo, Yo). Alo + 1,(%o, Yo). AYo + E140 + E2. AYo , 


que prueba la tesis [66-3], por ser 


| €1 - AZo + €2 . AYo | < (e l+!|e. lo = o(0). F 
Obsérvese que si designamos por e=0(0)/0>0 para 


e>0, al ser q =09(|Ar.|+|AY |) con 0<80<1, basta to- 
mar 
& = DESBAZO , E: = DESEAYO , 
sọ = £0 | Azo | + £9 | Ayo | = £14%o + esAYo 


para que de [66-3] se deduzca también una expresión de la 
forma [66-6] y ambas resulten equivalentes. 

Respecto del incremento de una función de más de dos va- 
riables pueden hacerse las mismas consideraciones anteriores. 
En particular, la expresión analítica de la diferencial total de 
una función u = f(x,y,z) de tres variables será: 


[66-7] du = f,(x, y, 2) dx + f,(x, y, 2) dy + f.(x, y, 2) dz 
que difiere del incremento dependiente Au en un infinitésimo 
o(0) de orden superior al principal o = + Vdx? + dy? + d2?. 


NOTA 2. Cada uno de los sumandos en [66-5] ó [66-7] se llama dife- 
rencial parcial y se designan así: 

[66-7'] d,u = fodx , d,u = f,dy , d:u = f-dz. 

Son las diferenciales de las funciones de una variable ($ 34-1) que 
raæultan de mantener constantes todas las variables independientes, me- 
nos una. Así, pues, en una función diferenciable, la diferencial total es 
la suma de sus diferenciales parciales respecto de cada una de las varia- 
bloes independientes, pero no se puede tomar esto último como definición 
equivalente a la dada anteriormente. (Cfr. ejemplo 1). 


5. Significado geométrico de la diferencial: plano tangente. 
Derivada direccional. — a) Si una función uniforme z = f (x,y) 
es diferenciable en (o, 40), la diferencial total, función lineal 
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y homogénea en dzo = Azo = £ — Lo y dyo = AYo = Y — Yo re- 
presenta la ecuación incremental z — Zo = dzo de un plano 


[66-8] z— zo = f: (£o, Yo) . (£ — Lo) + fy (£o, Yo) . (Y — Yo) 


llamado plano tangente a la superficie gráfica ($ 64-2, a) de 
la función en el punto (Zo, Yo, Zo). Geométricamente se carac- 
teriza por el hecho de que en el entorno de (xo, Yo) las orde- 
nadas z de dicho plano difieren de las de la superficie en un 
infinitésimo de orden superior a ọ = + VAt? + Ayè. 

El plano [66-8] cortado por el plano y = yo da la recta 
Z — Zo = f, (£o, Yo) (x — Yo), tangente en (Zo, Yo, 20) a la curva 
sección z = f (x, yo) de la superficie por dicho plano (§ 31-1). 
Más general, por la misma [66-3], la intersección de la super- 
ficie con un plano vertical cualquiera, que pase por la recta 
£ = Lo, Y = Yo, dará una curva cuyas ordenadas diferirán de 
las de la recta intersección de dicho plano vertical con el plano 
tangente [66-8] en un infinitésimo o(0) de orden superior al 
principal o y por tanto la recta intersección será tangente a 
la curva sección en (Zo, Yos Zo) (§ 34-2). Así como el tomar 
la diferencial por el incremento equivale en las funciones de 
una variable a sustituir la curva por su recta tangente, para 
las funciones de dos variables, eso equivale a sustituir la su- 
perficie por su plano tangente. 

En § 67-1, b demostraremos que el plano tangente contiene 
las rectas tangentes a todas las curvas planas o alabeadas de 
la superficie que pasen por el punto (%Xo, Yo, 20) y admitan tan- 
gente en él. 

Los parámetros directores ($ 60-5, d) de la recta normal 
al plano tangente [66-8], llamada sencillamente normal a la 
superficie, son Zz, Zy, —-l, ó los valores opuestos —%z, —2y, bl, 
según que su sentido se tome respectivamente hacia abajo o 
hacia arriba. (¿Por qué? i Cuidado con el signo!). Designamos 
abreviadamente 2. = f:(£o, Yo) y análogamente Zy = fy(£o, Yo). 


En la fig. 224 si PQRS es un trozo de la superficie 2 = 
= f(z, y) y PT'TT” es un trozo de su plano tangente en el 
punto P (£o, Yos Zo), vemos que 


PP’ = Azo , PP” = Ayo , 
PT? PT” 
PP. fz (£o, Yo) , pp” 73 Ly (Zo, Yo) , 
N'R=4z , PT = dz , PT” = dg ; 
P'T , pera n” — prr "n — N’ 
[66-9] dzo = -ppr PP + 5p PP” = PT + PT” = N'T. 


aı) Condición necesaria y suficiente para que la superficie 
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z=1f(x, y) admita plano tangente en un punto es que la fun- 
ción sea diferenciable en él. 





Fig. 224 


a.) La expresión analítica de la diferencial en el punto se 
convierte en la ecuación incremental del plano tangente sus- 
tituyendo las diferenciales por los incrementos. 


b) Siendo f.(%o, Yo) por definición 


2 — Zo 
£ — Lo 


lim 


cuando (x, 4)— (£o Yo) en dirección paralela al eje x, y aná- 
logamente f, ocurre preguntar cuál será el límite del cociente 
Az/p, siendo o la distancia del punto (æo, Yo) al (x,y) cuando 
ste tiende hacia aquel en dirección de argumento q (breve- 
mente dirección q), es decir de modo que sea 


AT = pcos , AYo = seno. 
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Se llama pendiente en la dirección p o derivada en la di- 
rección q, al límite, en caso de existir 





[66-10] Dp f(zo Yo) = lim = 
p > 0+ Q 
tim 1(%o+ Cos q, Yo + e sen p)— f (to Yo) 
p>0 o 


Si existen las derivadas en todas las direcciones, las rec- 
tas que las tienen por pendientes forman en general un cono 





Fig. 225 


tangente a la superficie. Si f (x,y) es diferenciable en (xo, Yo), 
dicho cono se convierte en el plano tangente antes definido. 
En efecto, si Í(x, y) es diferenciable en (Zo, Yo) será (fig. 225) 


f (£o + E COS p, Yo + sen p) — Í (Zo, Yo) = 
. = f,.ọ coso + f,.ọ seng + o(ọ) , 
de donde el límite [66-10] existirá siempre y valdrá 
[66-11] D, (xo, Yo) = Ly (Lo, Yo) = 
= f,(Zo Yo). cosp + fy(Zo, Yo). SEN Pp , 
pendiente en la dirección qp del plano [66-8], es decir: 


c) En una función diferenciable, la pendiente D¿ de la 
tangente lateral a la curva sección por un semiplano vertical 
es la correspondiente a su plano tangente dada por [66-11]. 
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IN IJHRCICIO. Demuéstrese el recíproco, es decir, si existe cono tangente 
y ésto degenera en un plano, la función f(x,y) es diferenciable en el 
punto considerado. 


Llamaremos punto cónico de una superficie aquel para el 
que exista cono tangente que no degenere en un plano. 


NoTAS: 1, Obsérvese que en el sentido opuesto qp +x, resulta en 
[66-11] el valor opuesto. 


2. En particular, las derivadas parciales, son 
D_=D 


x p=0 


D, = Dy = 1/2 


Si por ejemplo D=o #—D 


=— D,- 
=—D 


x? 
ẹ = — 1/2 * 


= x ho existe D, , 
aunque sí derivadas parciales a la izquierda y a la derecha, distintas 
según el eje x. 


3. La derivada en cada dirección tiene significado independiente de 
los ejes coordenados. Si se hacen girar los ejes, se convierten en deri- 
vadas fə, f, las correspondientes a las nuevas direcciones. 


4. En § 67-1, c, daremos otra interpretación de la derivada direc- 
cional. 


EJEMPLOS: 1. Paraboloide. La ecnación del paraboloide es z = ag’? + 
: by”; considerando el signo [+], el paraboloide es elíptico, con el signo 
[—] hiperbólico (§ 62-3). 

Las derivadas son: Z» = 2az, Z= + 2by, luego la ecuación del pla- 
no tangente al paraboloide, en el punto (%&o, Yo, Z0) es: 

2axxo + 2byyo — 2az? F 2by? + 2o = z. f 

Los dos términos: —2ax* + 2by* suman: —2z, puesto que el punto 
(Xo, Yo, Zo) está en la superficie, luego zZz -- Zo = 2axxo + 2byyo es la ecua- 
ción del plano tangente al paraboloide elíptico o hiperbólico en un punto. 

La ecuación del plano tangente en el origen es z=0; plano que deja 
u la superficie en su lado superior si el paraboloide es elíptico, pues en 
todos los demás puntos de éste es z œ 0; pero el plano z = 0 corta el pa- 
raboloide hiperbólico en dos rectas ax*— by” (8 62-4, c). 

La pendiente del paraboloide 2=2x* + y? en el punto (1,1,3) en 


la dirección p=x/4 es + 3V2. 


2. La función f 
a — y 
e = Ta , z (0, 0) =0 
cs continua en todo punto distinto del origen como cociente de funciones 
continuas, y también ło es en éste por ser |z |< 20*/0* = 20. 
En el origen O es Z= + 1, z= — 1, y el incremento vale 


yx? — uy 
x? ps y? 

no siendo el quebrado infinitésimo de orden superior a ọ, pues dividido 

por o cs constante en cada dirección q y sólo es nulo según los ejes coor- 


denndos y su primera bisectriz, luego z no es diferenciable. El cono tan- 
«ento tiene pendientes dadas por 


z = x — y + 


, 


Dip = (cos p —sen p) . (1+ coso sen p) = cos?’ p — sen qp 


vos gonentricos atraviesan el vértice O, pues al cambiar x, y de signo 
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también cambia z; estos conos se llaman impares ($ 67-3). La superficie 
del ejemplo 1 del $ 66-4 tiene también el origen O como punto cónico, 
pero su cono tangente está formado por semirrectas de origen O que no 
son opuestas dos a dos, pues al cambiar x e y de signo, no cambia zZ; 
estos conos se llaman pares. 


6. Gradiente. — a) Dada una función diferenciable u = 
= f(x,y), para cada dirección p existe D, dada por [66-11] 
como una función lineal y homogénea en los cosenos directo- 
res ı = COS p, P2 =seng de la dirección, es decir, dicha 
Dp = Ur. Pı + Uy. pa representa en el plano x,y la componen- 
te según las direcciones ọ de un mismo vector de dicho plano, 
llamado vector gradiente, que según 
la misma [66-11], para p =0 tiene 
por componente f,(xo, Yo), y para 
y=x/2 tiene por componente 
fy (zo, Yo). Si a partir del punto 
P (xo, Yo) se lleva (fig. 226) a una 
cierta escala sobre cada semirrecta 
un segmento PQ igual a la pendiente 
en esa dirección (si es negativa, en 
el sentido opuesto), este segmento, 
según [66-11] es la proyección del 
vector de componentes u, y 4, a di- 
cha escala. El vector gradiente se designa así: 


Du , gradu , Yu (Vse lee “nabla”). 





Fig. 226 


Su módulo mide la pendiente máxima (pues es mayor que 
su proyección PQ sobre cualquier otra recta) y su dirección y 
sentido, son los que corresponden a ese máximo. En los puntos 
donde se anulan las dos derivadas (que corresponden a plano 
tangente horizontal si se adopta la representación por super- 
ficie), son nulas las derivadas en todas las direcciones. 

La función u = f(x,y) puede concebirse como un campo 
escalar que hace corresponder a cada punto del plano x,y un 
escalar u (por ejemplo, la temperatura o la cota de su repre- 
sentación gráfica) *. 

Entonces si la función u= f(x, y) es diferenciable, dicho 
campo escalar engendra un campo vectorial 


[66-12] gradu = Us. i + w.j 


que se llama derivado de u y ésta se llama su función primi- 
tiva; la opuesta —u se llama función potencial. Veremos 
($$ 89-1 y 91-4, b) que no todo campo vectorial es un cam- 





* No toda función u = f(z,y) define un campo escalar; por ejemplo, cada uno de 
los cosenos directores de un vector de un campo vectorial plano, es en un sistema de 
coordenadas (x, y) una función de z é y, pero no depende sólo del punto, sino también 
delo sistema de econrdenadas elegido. 
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po de gradientes, es decir, que no siempre un campo vectorial 
tiene función potencial. 

Los segmentos PQ resultan ser iguales, en adecuada escala, 
a los incrementos de cotas del plano tangente medidos sobre 
las generatrices de la superficie cilíndrica circular de eje ver- 
tical que pasa por P y radio uno, tomados entre el plano hori- 
zontal u = uo y dicho plano tangente, incrementos que miden 
la pendiente [66-11] en cada dirección y sentido q. 

Esta pendiente y el módulo del gradiente [66-12] no de- 
ben confundirse con la diferencial total dada por [66-9]. 


b) Análogamente a como se ha obtenido [66-11] a partir 
de [66-10], para una función diferenciable u = f(x, y, 2) de 
tres variables, la derivada en la dirección de cosenos directo- 
res Qi, P2, P3 €S 


Uy => D, f (£o, Yos Zo) 7 Uz. Qı + Uy - Pa + Uz + P3- 


Si a partir del punto (£o, Yo, Zo) se lleva en la dirección 
p un segmento PQ de longitud u, , éste resulta ser la proyec- 
ción del vector 


[66-13] Du = gradu = Y YU =U4..1+U.+4.k , 


llamado gradiente de u en el punto (xo, Yo, 2o) y a lo largo de 
cuya línea de acción se da la pendiente máxima. 

La gráfica de las pendientes, o 
sea el lugar de los extremos Q de 
las componentes PQ (fig. 227) en 
las direcciones y del gradiente, es 
la superficie esférica de diáme- 
tro Du. 


c) Si en la función de dos va- 
riables u = f(x,y) se consideran 
las curvas de nivel (§ 64-2, b) a 
lo largo de las cuales es Au = 0, 
su pendiente en cada punto es nu- 
la, y recordando la gráfica dada 
en la fig. 226 resulta: 

Fig. 227 El gradiente [66-12] en un 

punto es normal a la curva de ni- 

vel que pasa por ese punto y está dirigido en el sentido de los 
valores crecientes de la función. 

Análogamente para el gradiente [66-13], sustituyendo en 


la conclusión anterior “curva de nivel” por “superficie de ni- 
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EJERCICIOS 


1. Derivadas parciales de las funciones de los ejercicios 2 y 4 de 
8 64. 








a b c 
2. Considerando F = Id e f | como función de las nueve varia- 
g h k 
bles a, b, ..., k, probar que: 19) aF. +bFs + cF.=F: 
F. F, F. 
29 F F., F,|= F?. 
Fo F, F, 








3. Aplicar la fórmula [66-2] a la función z = 2” +y’ +x en el 
punto (1;2), determinando en este caso las expresiones exactas de 6, y 


8 en función de h y k y sus respectivos límites para q = Vh’ + k —> 0. 


4. En el ejemplo de § 66-3, indicar cómo deben elegirse los ángulos 
B y C para la mejor determinación de b. Sin embargo, si está dado 
C — 61” y se aumenta la precisión de la medición de ángulos con respecto a 
la de las longitudes, estudiar si es conveniente alargar o acortar la base 
a. Estudiar en el ejemplo del texto el caso de ser AB< 0,001 con el 
mismo error relativo 0,005 en la medición de longitudes. 


5. En un triángulo se han medido dos lados con un error relativo 
< 0,01 y el ángulo comprendido de valor aproximado 30° con error re- 
lativo < 15'. Calcular una cota para el error relativo del área. 


6. Deducir las reglas que acotan el error relativo de un cociente y 
de una raíz, 


7. Un trozo de bronce pesa 100 g en el aire con error absoluto < 5 
mg y 88 g en el agua con error abaclito < 8 mg. Acotar el error rela- 
tivo de su densidad. 


8. Diferencial total: 1%) De z= x + y’— 2x + 4y para x= 3, 
y =— 1, Ax=0,1; Ay = — 0,2 e interpretar el resultado; 29) De 
2=yM(x/y) para x=y = 2, Ax = 0,4; Ay = — 0,83. 

9. Campo de definición y diferencial total de las funciones: 19) 
u=xw"; 29) u= xy Arcsen(z/x). 

10. Investigar la derivabilidad y diferenciabilidad en el origen de 
las funciones: 


19) f(x,y) = + V|zy 
29) f(x,y)= %.sen A si 40; f(0,y)=0. 


11. Ángulo entre la recta (x +42) / (—4) = (y — 4)/2 =(2—4)/7 y 
la superficie a? — 4y° — 4z = 0 en uno de los puntos de intersección. 


12. En la función z = ln (e° 4+ e*): 19) Verificar que Zə + zZ27,= 1; 
2%) Probarlo tomando los valores funcionales en una recta; 3%) Derivada 
en la dirección que forma 45” con el eje x. 


13. Dado el potencial de fuerzas u = x? + xy + y? calcular en el pun- 
to (3;2) la fuerza máxima, aquella que corresponde a la dirección que 
forma 380° con el eje x, y las direcciones en que es nula. 


14. Dado el potencial de velocidades u = xry? — 2y2?, calcular en el 
punto (—2;3;4) la velocidad en la dirección q de parámetros directo- 
res (6; —2; 3); ; hallar las direcciones en que es nula y en que es má- 
xima, dando su módulo en este caso. 


15, Dado el paraboloide hiperbólico z = 2%? — 8y’, hallar en el] pun- 


to (3;2;6) la pendiente en la dirección y =x/ V3; hallar la dirección 
de máxima pendiente y calcular ésta; hallar la dirección de pendiente 
nula. 
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16. Respecto de la gráfica de la función de § 66-4, ejemplo 1, hallar 
en el origen las pendientes en cada dirección y las direcciones en que 
non máximas. 

17. Si y es el ángulo según el cual actúa Df, demostrar que 


fyo = | Df|.cosg. 


18. Demostrar que para f=+ Va? + y?, la derivada fp en cual- 
quier punto (a,b) distinto del origen, según una dirección cualquiera, 
vicne dada por fọ = — cos y, donde y es el ángulo que con dicha direc- 


ción forma la recta que une (a,b) al origen de coordenadas. Compro- 
barlo en (4;7) para la dirección del segmento que une este punto al 


(1;3 
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1. Funciones compuestas de una variable independiente. 
Derivadas y aplicaciones. — a) Consideremos una función uni- 
forme de dos variables z = f (x,y) y supongamos que x é y 
no sean ya variables independiente, sino funciones de una mis- 
ma variable t, fig. 228, 


[67-1] x=x(t) , y =y(t). 


Con estas condiciones, a cada valor de t corresponde un 
punto [x(t), y(t)]. En consecuencia 


[67-2] z = f[x(t), y(t)] = F(t) 


cs en definitiva una función de t: la llamaremos función com- 
puesta de t. 

Las relacio- 
nes [67-1] pue- 
den. considerar- 
se en el plano 
x, y como las 
ecuaciones pa- 
ramétricas de 
una curva C. 
Los valores de z 
de la expresión 
[67-2] son los 
valores que to- 
ma la función 
de dos variables 
z = f(x,y) en 
los puntos de la 
curva C. 


TEOR. 1. Si 
z = f(x,y) es 
Fig. 22K diferenciable en 





(Xo+A X,y,+Ay) 
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(Lo, Yu) (8 66-4) y las funciones x=x(t) é y =y(t) con 
Zo =X (to) é Yo =y (to) son derivables en t= to ($ 30-2), en- 
tonces la función t dada por 2=Íí[x(t), y(t)] es derivable 
en to. , ' 

En efecto, al incremento Az lo podemos expresar en la si- 
guiente forma ($ 66-4, [66-6]) : 


02 02 
AZo = -— AT —— A9 EAT £9 A , 
le o + TA Yo + €1AZo + £2AYo 


$ E EN —2 —2 
donde e,, ez son infinitésimos con ax +Ay >0. 
Si dividimos por At, queda: 


AZo oz Ato 92  AYo co 
A A Maa ar : 

Para At¿—> 0, el segundo miembro dl E por haber 
supuesto derivables x(t) é y(t), y por tanto existentes y fi- 
nitas x’ (to) é y’ (tə) y ser también infinitésimas (§ 65-3, b) 
para Ato — 0 las funciones compuestas £ı y £ de Atọ mediante 
Azo Yy Ayo. , 

Por tanto, existe derivada finita dz/dto = F’ (to) y vale 

dz 02 dx 02 dy 
67-3 E a Ros a 
[ ] dto Oo dto E Yo dto 

El mismo razonamiento es aplicable al caso en que z es 

función diferenciable de varias variables u, v, ..., w, que son 


funciones derivables de la única variable independiente t, re- 
suliando la que también llamaremos derivada total 


Ae 

















[67-4] Z = Zu W FH u.v H... Fu w 
o bien 

dz oz du dz v oz dt 
Ma asa T 


Así se obtiene la regla de derivación de las funciones com- 
puestas : 


TEOR. 2. La derivada de una función diferenciable de las 
variables u, v, ..., w, que a su vez son funciones derivables 
de la variable independiente única t, es igual a la derivada 
parcial respecto de u por la derivada u respecto de t, más la 
derivada respecto de v por la derivada de v respecto de t, etc. 


NoTAs: 1. Obsérvese en [67-3], [67-4] y [67-5] la iateion: entre 
derivadas parciales y ordinarias. ¿Por qué? 


2. Las reglas de derivación dadas en § 32, en particular la de fun- 
ción de función, son caso particular de la anterior. 
3. Algunos autores modernos (N. BARY, S. SAks) llaman superpo- 


nición. de funciones a la consideración de función de funciones o funcio- 
uos Compuestas. 
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b) Ahora estamos en condiciones de demostrar que si exis- 
te plano tangente en (%o, Yo, 20) a una superficie uniforme, 
éste contiene las rectas tangentes a todas las curvas de la su- 
perficie que pasen por el punto (xo, Yo, 20) y admitan tangente 
en él ($ 66-5). Pues si la superficie 2 = f(x, y) contiene la 
curva 2=x(t), y =y(t), 2 =f[x(t), y(t)], su tangente, en 
caso de existir, vendrá dada por la ecuación ($ 72-6, b) : 

T — Yo Y — Yo Z — Zo 


L'o - Y'o E Le, L'o + fn -Y'o 
y es inmediato comprobar que dicha recta tangente pertenece 
al plano tangente [66-8] a la superficie en (xo, Yo, Zo). 


c) Cuando las ecuaciones paramétricas [67-1] de la curva 
C supuesta rectificable con tangente continua ($ 55), se ex- 
presan como funciones de la longitud de arco s de C, es decir, 
si se tiene 
x=xXx(s) , y=y(s) , 
la fórmula [67-83] se convierte en 
dz 0z dx 02 dy 


ds əx ds y * ds ” 
y por ser ($ 55-2) respecto de la inclinación q de la tangente, 
dx/ds = cos p, dy/ds = sen q, resulta d2/ds =02/0x . cos y + 
-+- 02/0y . sen q, que es la derivada [66-11] en la dirección q 
($ 66-5). En esta expresión, los coeficientes 92/0x y 092/0y 
no dependen de C, sino que están determinados por la función 
z = f(x,y) en el punto que se considera, y en consecuencia el 
valor de d2/ds en dicho punto depende sólo de q. En otras 
palabras, la derivada de f(x, y) con respecto a la longitud de 
arco en un punto es la misma para todas las curvas de tan- 
gente continua que tienen la misma dirección en dicho punto 
y su valor coincide con el de la derivada de f(x,y) en esa di- 
rección ($ 66-5). 
EJEMPLOS: 1. Sea la función 
f(x,y) = x? — 2xy* 


donde x=t +2 é y= ťË +4, y buscamos df(x,y)/dt en el punto t=0 
Tendremos: 


f. = 5t — 2y? , f, = — 4xry , 
dg dy y 
==1 —==38 
dt k dt 
y usando la regla [67-3] resulta: 


a = (5x* — 24°). 1 + (— 4xy) . 3t* = 
= 5(t +2)! — 2(t* + 4)? — 12t*(t + 2) (t* + 4) 
de dondo 
dt 


de ¿=0= Y 
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2. Sea y =u”, siendo u, v funciones de x; la derivada de y es 
y =v. w. w Hw. mnu.. 
Si es y =x” resulta: 
y =x . x + x ln g = *«“(1+1:x) 
que ya se obtuvo mediante logaritmos (§ 32-6). 


2. Funciones compuestas de varias variables independientes. 
— Una función z = f (u,v, ..., w), donde u, v, ..., w no son 
independientes, sino funciones de las variables independientes 
Zis To ..., Zn, SE llama también función compuesta. Una fun- 
ción compuesta de varias variables independientes es, pues, 
una función de funciones de estas variables. 

Sea z =f(u,v,...w) una función diferenciable de u, v, 
..., W. Existirá y se obtendrá cada una de las derivadas 











of of of 
AS O , ... , E , 
aplicando la misma regla anterior ($ 67-1, teor. 2), si son de- 
rivables las funciones intermedias u, v, ..., w respecto de la 


correspondiente variable independiente, puesto que para cada 
una se suponen constantes las demás variables. 

Si, por ejemplo, es z=f(u, v,w) diferenciable y u, v, w 
son funciones derivables de las variables independientes x, y, 
entonces es 


` oz 02 qu 02 ov oz ow 
r u `x o a r 
e 3 upad wya w 
dy du `y aw ` æy `w `y ’ 
que también pueden escribirse 
Zz = Ru. Uz + Zy . Vz + Zw.. Wr , 
67-6 f 
L ] Zy = Bu. Uy F Zv. Vy F Bw. Wy 
Si ahora multiplicamos la primera de éstas por el incre- 
mento independiente dx y la segunda por dy y sumamos, que- 
dará 
2d + 2dYy = (2. .UsH Zo. Va + 2w. WT + 
+ (Zu » Uy + Zo Vy F Zw. Wy) dY = 2u(UzAX + wdy) + 
+ 2p(v¿dz + 0ydY) + 2w(W,d2 + Wydy). 
Supuestas ahora diferenciables las funciones intermedias 
u, v, w, cada uno de los paréntesis del último miembro repre- 


senta la diferencial total de u, v, y w respectivamente, que di- 
fieren de los respectivos incrementos en infinitésimos o(p) 


con p=+vYaxr?+Ay?>0. Como Az difiere de 2,.Au+ 
|- Z, . AV F Zw. Aw en un infinitésimo £. AU + E2. AV + E3. AW, 





, 





[67-6] 
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si se pone Au = du +o(ọ), ete., este infinitésimo es o(ọ), y 
como también Zu, . AU -+ 2». AV + Zo. Aw difiere de z„du + 
+- Zdv + Zwdw en un infinitésimo o(ọ), resulta en definitiva 


TEOR. Si z =f(u,v,w) es una función diferenciable res- 
pecto de u, v, w, y éstas son funciones u(x, y), v(x, y), w(x, y) 
diferenciables de x, y, entonces es z = f[u(x, y), víx, y), w(x, y)] 
función diferenciable de x, y con diferencial total dada por 


[67-7] dz = 2,du + 2z,dv + 2.,dw , 


donde du, dv, dw son las diferenciales de las funciones u(x, y), 
v(x, y), w(x, y). 

Por $ 66-4, los coeficientes de dx y dy en [67-7] serán las 
derivadas parciales 2, y 2,, volviéndose a encontrar [67-6/']. 

La expresión analítica [67-7] de la diferencial total de una 
función compuesta es la misma que para u, v, w variables in- 
dependientes (cfr. $ 34-5). Ésta es precisamente la ventaja 
de la notación diferencial y por ella se prefieren en Cálculo 
infinitesimal las diferenciales a las derivadas, pues al aplicar 
las fórmulas de diferenciación no interesa si una variable es 
independiente o es función de otras. 

Sin embargo, se ha de tener muy en cuenta en los razona- 
mientos cuando en fórmulas como la [67-7], las diferenciales 
se refieren a incrementos independientes o a diferenciales fun- 
cionales. Además, esta invariancia de la expresión analítica de 
la diferencial de primer orden no se conserva en las diferen- 
ciales de orden sucesivo ($ 69-3). 


NoTA. En las aplicaciones de la derivación de funciones compuestas 
ocurre a veces que una de las funciones intermedias coincide ya con una 
variable independiente, por ejemplo w = x, y entonces para z = f(u, v, x) 
en [67-6] resulta la expresión confusa 

dz 0% du az dv 02 


da " du ` dg dv * de da 

donde sería necesario escribir las derivadas parciales que figuran en los 
extremos en forma distinta, para significar que en la primera, se deriva 
parcialmente 2=—Í[u(x, y), víx,y),x] manteniendo sólo y constante 
(siendo por tanto variables u y v), mientras que en la última, se deriva 
parcialmente z = f (u,v, x) manteniendo u y v constantes. Siguiendo una 
notación muy usada en Termodinámica, distinguiremos ambas derivadas 
parciales escribiendo para la primera (0z/0x), y para la última 
(02/0dx%), ., donde los índices indican las variables que se mantienen cons- 
tantes en la derivación parcial (cfr. $ 67-8). 


3. Funciones homogéneas: teorema de Euler. — DEF. 1. Se 
dice que la función f (x, y, ..., w) es positivamente homogénea 


de grado m:=0 real cualquiera en un recinto R, si para todo 
valor positivo de ìà se verifica 


[67-8] Tz, AY, ..., Aw) = Af (£, Y, ... wW). 
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El recinto R, si no se extiende a todo el espacio de las va- 
riables independientes, debe ser angular en el sentido de que 
Bi (£, Y, ..., W)ER también (àx, ày, ..., 4w)eR para todo 4 > 0. 


DEF. 2. Si la condición [67-8] se cumple para todo 1 real, 
la función se llama homogénea (en sentido estricto). En par- 
ticular, para m entero impar, la función f se llama homogé- 
nea impar, mientras que se llama homogénea par para m en- 
tero par. Por tanto, para à = — 1 es f(—z,—y, ...,—w)= 
= HÍ(2,Y, ...,w) respectivamente. 


EJEMPLOS: 1. f(x, y)= æy" tg(y/x); £f(0,0)=0. 
Esta función es homogénea impar de grado —1 en todo el plano. 


2. teasa m2; £(0,0)=0. 


Esta función es homogénea par de grado 0 y el recinto R excluye 
del plano las rectas =0, x +y=0 con el ángulo agudo comprendido 
entre ellas. 

3. La función f(x,y,2)=-+ Va*+y*+2? es sólo positivamente ho- 
mogénea de grado 1, en todo el espacio, pero no es homogénea impar, 
porque no se cumple [67-8] para todo 1 real, sino sólo 

f (Ax, ày, àz) = |2 | f(x, y, 2). 

Refiriéndonos especialmente al caso de dos variables, si m = 0, es 
f(1x,1y)=1(x, y), es decir, la superficie z =f(x, y) se compone de rec- 
tas horizontales que cortan al eje 2, o de semirrectas horizontales que 
parten de dicho eje según que f sea homogénea (en sentido estricto) o 
positivamente homogénea. En el primer caso, si la función es continua 
(excepto en el origen donde no puede serlo, salvo el caso de función cons- 
tante), la superficie se llama conoide y es par (ejemplo 2). 


Si m= 1, y la función z= f(x,y) es homogénea (en sentido es- 
tricto), la superficie es un cono impar de vértice en el origen ($ 66-5, 
ejemplo 2); mientras que si la función es sólo positivamente homogénea, 
la superficie formada por una sola hoja, es un cono par ($ 66-4, ejem- 
plo 1), aunque sea de grado m= 1 impar. 


TEOR. 1. Si la función homogénea (en sentido estricto o 
bien positivamente) f(x,Yy,...,w) de grado m es diferencia- 
ble en todo punto de su recinto R de definición, entonces se 
verifica la identidad de EULER: 


[67-97 — AAL,Y, ...,W) + YÍL (E, Y, -..,WI+ +... 
... H wo (£, Y, ..., W) = MÍ(T,Y, ..., w). 


Pues basta derivar [67-8] parcialmente respecto de A y 
hacer luego 1 = 1. 


El recíproco sólo subsiste para las funciones positivamente 
homogéneas. Es decir: 


TEOR. 2. Si la función f(x,Y,...,w) es diferenciable en 
todo punto de un recinto R angular con vértice en el origen 
y en él se verifica [67-9], entonces dicha función es positiva- 
mente homogénea de grado m. 
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En efecto, escogiendo arbitrariamente (Los Yos». Ww0) en R forme- 
mos la función 
g (1) = = f (£o, Yo, 08 ., AWo) 
definida para todo 1 positivo. Por la regla de derivación de una función 
compuesta ($ 67-1, teor. 2) es: 
ge (A) = tofa(ALo, ...,AW0) + ... + WofwlALo, - .., AWo) 
y aplicando la hipótesis [67-91] resulta 
JB (A) = Axofa(ALoy a.p AW) H... + Ao (Ao, - ..,AWw0) = Mg(?). 
En virtud de esta igualdad, la función derivable 1"”"g(A) para todo 
A> 0, tiene derivada siempre nula 
Arg (A) —mi”"*g()=0 , 
y por tanto se reduce a una constante ($ 35-3) que para A1=1 vale 
g(1)=f (xo, Yo, .. ., Wo), siendo por tanto 
""e(A) = A” Í(ALo, Ayo, » . -,AWw0o) = f (£o Yos... Wo) , 
es decir, se cumple [67-8] para todo punto de R, c.q. d. 
NoTAs: 1. La función del ejemplo 3 cumple [67-9] y no es homo- 
génea en sentido estricto. Esto hace ver que la identidad de EULER [67-9] 


es sólo condición necesaria y suficiente para las funciones diferenciales 
positivamente homogéneas. 


2. Una fácil generalización del concepto de función homogénea, al 
considerar varias razones de semejanza di, àe, ..., tiene importancia en 
Física por ser la base del llamado análisis dimensional, que sirve de ins- 
Ne ai del investigador científico o técnico (ver vol. III, 

pénd. I). 


4. Función implícita de una variable independiente. — 
a) DEF. Se dice que y es función implícita de x cuando está 
dada indirectamente mediante una ecuación 


[67-10] F(x,y) = 0. 


A veces es posible despejar y, es decir, transformar la 

función implícita en explícita. Por ejemplo: 

YP +y +He—l=0 
es una ecuación de tercer grado en y que podría resolverse 
($ 19-3), transformando la ecuación dada F(x,y)=0 en una 
función explícita irracional y = f (x). 

Pero si en lugar de tener una ecuación de tercer grado, tu- 
viésemos una de quinto grado en y, no sería posible esta trans- 
formación, en general (Cap. IV, nota II), y menos si la ecua- 
ción es trascendente. Además, ni aun en los casos en que es 
posible despejar y, ofrece ventaja la transformación. 

Sin embargo, no por eso renunciaremos a construir la cur- 
va, sólo que para cada punto de la curva será necesario resol- 
ver la ecuación numérica por los métodos de aproximación que 
se estudian en Álgebra (§ 40-4 y $ 41). 

Decir que y = f(x) es la función determinada por la ecua- 
ción [67-10], significa que se verifica idénticamente en x (es 
decir, para todo x del conjunto en que la función f(x) exis- 
tu): Fla, f(2)] —0. 
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Si tomamos un tercer eje 2 y representamos la superficie 
z2=YF(x, y), la gráfica de la ' función buscada y = f(x) me- 
diante la ecuación [67-10] será la intersección de dicha super- 
ficie con el plano z = 0. O sea la curva de nivel 0 de 2 = F(z, y) 
(§ 64-2, b). 

Las curvas de nivel de cota c vienen dadas implicitamente 
por la ecuación F(x, y)— c = 0. l 

Ahora bien, no toda ecuación F(x,y)=0, aun siendo 
F(x,y) una función continua indefinidamente derivable, de- 
fine en el campo real una función implícita; basta fijarse en 
los ejemplos siguientes. 


EJEMPLOS: 1. La función 2= x”*+ y? representada por un parabo- 
loide elíptico que existe para todo par (x,y) es diferenciable y por tanto 
continua, no tiene curva de nivel real (§ 64-2, ejemplo 3, fig. 212) para 
z = — 1, su intersección con 2=0 se reduce al sólo punto (0,0) y la 


curva de nivel de cota 2= 1 es la circunferencia y = + V1— x*, definida 
solamente en el intervalo [—1; 1]. Ob- 
sérvese aún que en el punto (1; 0) a la 
derecha de x = 1 no existe curva. 


2, En el campo real no existe la cur- 
va definida implícitamente mediante 
sen (x + y)— x? = 5, porque el seno nunca 
supera el valor 1 


3. La ecuación y4" + xy? + x—1 = 0, 
da para x = 1, los valores y*(y* + 1)=0, 
es decir, dos valores reales coincidentes en 
y =0 y el y =— 1. Obsérvese que en el 
entorno de x =t (fig. 229), para el punto 
(1; 0), a la derecha de x = 1 no existe 
curva y a su izquierda existen dos ramas 
distintas que pasan por dicho punto, mientras que en un entorno no de- 
maslado grande de x= 1, para el punto (1; —1) existe una sola rama, 
función uniforme y derivable y = f(x) que pasa por dicho punto. 

Para estudiar geométricamente la curva [67-10], puede considerarse 
como independiente la variable que más convenga. Así, en este ejemplo 
cs mejor considerar la función inversa x=«w(y) de la anterior ($ 23-12), 
ltumbién definida implícitamente mediante 


Y + Y. ly) + ely) —1=0, 


os x=(1—y)/(1+ y), uniforme y derivable en todo el campo 
real y. 





Fig, 229 


b) Consideremos, pues, ecuaciones que tengan por lo me- 
nos una solución, es decir un par de números, Zo é Yo que ve- 
rifiquen F (Xo, Yo) = 0; pero esto tampoco basta (ejemplo 1 en 
cel origen) para que a los valores de x en un cierto entorno 
(£o — h, o +h) correspondan valores de y, es decir, para 
que exista una función implicita uniforme y de x. 

Aun conociendo un punto (£o, Yọ 0) de la superficie z = 

F(x,y) situado en el plano z = 0, falta determinar condi- 
ciones para que esta superficie corte a dicho plano en una 
curva uniforme ($ 25-1, b) que pase por dicho punto. 
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, En el § 68-1 resolveremos esta cuestión, pospuesta por su 
dificultad y por no perturbar en un primer estudio el cálculo 
de la derivada de una función implícita, muy sencillo, supues- 
ta demostrada la existencia de esta función y su derivabilidad. 

Así, para F(x,y) diferenciable en (Zo, Yo), considerada g 
como variable independiente y F como función compuesta de x 
por intermedio de x,y ($ 67-1), nula en el intervalo (x.— h, 
Zo + h), luego su derivada es nula, es decir: 

oF dx 0F dy 


d 


y suponiendo F,(%o, Yo) 0, resulta: 


F, (£o, Yo) 
67-11 n = Ë (xo) = — = 
[ ] Y 0 ( 0) F, (£o, Yo) 
donde el valor de la derivada de la función implicita, dado 
por el último .cociente, se obtiene sin necesidad de saber des- 
pejar en [67-10] la expresión explícita y =f(x) de la función 
considerada. 
Si sustituímos el valor de f’ (xo) dado por [67-11], la ecua- 
ción de la recta tangente ($ 31-1) a la curva y=f(x) to- 
mará ahora la forma 


[67-12] F¿(xo, Yo) . (x— xo) + F,y(%o, Yo) .(Y— Yo) = O , 


que llamaremos ecuación implícita de la tangente a la curva 
[67-10]. Análogamente a lo visto en $ 34-2 y $ 66-5, al escribir 
que la diferencial total de [67-10], es idénticamente nula en el 
incremento independiente dx: 


F, (Yo, Yo) dx + Fy(to, Yo)dy = 0 , 
se obtiene la llamada ecuación incremental de la recta tangente, 
pues de la anterior se pasa a [67-12], sustituyendo las diferencia- 
les por los incrementos. Y en efecto, en el punto (%o, Yo, 0), 
la ecuación incremental del plano tangente ($ 66-5) a la su- 
perficie 2 = F(x, y) es 


z = Fa(%o, Yo) . (1 — zo) + F,(%o, Yo) .(Y— Yo) , 


que cortado por el plano z = 0, da ($ 67-1, b) la recta tangen- 
te [67-12] a la curva intersección [67-10]. 

Demostraremos en $ 68-1 que las condiciones que han he- 
cho posible la obtención de [67-11] son suficientes para la 
supuesta existencia y derivabilidad de la función incógnita 
v= f(x). Es decir, se demostrará así: 


TEOR. Sea F(x, y) una función de dos variables que satis- 
face las siguientes condiciones: 


19) F (zo Yo) =0; 
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2°) F(x,y), es una función continua y diferenciable en el 
punto (o, Yo) ; 


39) La derivada parcial F, existe en el entorno (Xo, Yo), es 
continua en (£o, Yo) y cumple F; (£o, Yo) Æ 0. 
Entonces, para todo x en un intervalo (zo — h, to +h) existe 
una función uniforme de x continua y derivable: y = f (x), tal 
que F[x, f (x)] = 0 y su derivada f' (x,) viene dada por [67-11]. 


Nora. Como hemos ya observado en el ejemplo 3, geométricamente 
no hay por qué distinguir en.la ecuación [67-10] las variables x, y, por 
lo que en ella basta considerar como dependiente la variable que más 
convenga. Por tanto, si F (xo yo) =0 y además F(x,y) tiene derivadas 
parciales continuas en (%o, Yo), sólo diremos que este punto no es ordi- 
nario sino singular para la curva dada implícitamente por [67-10], cuan- 
do sean nulas ambas derivadas F,(xo, Yo) = F,(%o, Yo) = 0, y sólo entonces 
queda indeterminada la ecuación implícita [67-12] de la tangente. 


Así, en el ejemplo 3, aun cuando no exista función uniforme y = f(x) 
en el entorno de (1; 0), dicho punto no es singular, porque en él es 
F.(1; 0)=1==0 con tangente: x—1=0, 


EJEMPLO 4. La función implícita definida por 
Tt 
x* sen Vay == y=0 


no se puede expresar explícitamente; sin embargo, en el punto (41,1) 
que verifica la ecuación anterior, las derivadas parciales F, = bř, 


F, =-— 7'/16, son continuas y no nulas, por lo que existe en su entorno 
curva uniforme con tangente de pendiente 
My _ 8 
de — mm” 


¿Qué ocurre sobre el eje x? ¿Dónde existe F(x,y)? 


5. Función implícita de varias variables independientes. De. 
rivadas. Plano tangente. — a) Planteada la ecuación 


[67-13] F (x, Y, 2) = 0 , 


se dirá que define una función uniforme z = f (x, y) de dos 
variables independientes en un cierto recinto R, si en él, se 
verifica idénticamente en (x,y): 


[67-14] F[x, y, f(x, y)] = 0. 


Aun cuando un punto (£o, Yo, Zo) verifique la ecuación 
[67-13], es decir, sea F(%o, Yo, 20) = 0, esto no querrá decir 
(véase ejemplo 1) que exista en el entorno del punto (xo, Yo) 
una función f(x, y) que verifique [67-14]. 


b) Supuesta demostrada la existencia y diferenciabilidad 
de esta función incógnita f(x, y), si F(x, y, 2) es diferenciable 
en (Xo, Yo, Zo), la función compuesta [67-14] será diferencia- 
ble (S 67-2), con diferencial total idénticamente nula en los 
incrementos independientes dí = Az, dy = Ay ($ 66-2, corol. 19) 


[67-15] F,(Xo, Yo, 20) dx + F,(£o, Yo, 20) dy + F¿ (%o, Yo, 20) dz = O. 
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Suponiendo F,(Xo, Yo, Zo) + 0, se podrá despejar dz en [67-15]: 


F, (Lo, Yo, 20) F, (£o, Yo, Zo) 
67-16] dz = — == dr — 2 
L ] s F, (£o, Yo, Zo) F, (Lo, Yo, Zo) 


de donde ($ 66-4) se deducen las derivadas parciales de la 
función implicita z dadas por 

f 02 E, (%o, Yo, 20) 

[67-17] ) dto Nz (£o, Yos Zo) 

oz E f (a y ) Ea F, (xo, Yo, Zo) 

Yo E n F, (£o, Yo, Zo) 


con valores obtenidos en los últimos miembros sin necesidad 
de saber despejar en [67-12] la expresión explícita z = f (x, y) 
de la función considerada. 

c) Si sustituímos el valor de dichas derivadas parciales en 
la ecuación del plano tangente [66-8] a la superficie z = f (x, y) 
en el punto (Zo, Yo, 20) ($ 66-5), dicha ecuación tendrá ahora 
la forma: 


[67-18] F,(%o, Yo, Zo) . (1 — Lo) + EF, (Lo, Yo, 20) - (Y — Yo) + 
F, (Xos Yo, Zo) . (z — z0) = 0 , 


que llamaremos ecuación implícita del plano tangente a la su- 
perficie [67-13]. Podemos'también decir aquí (cfr. $ 67-4) 
que [67-15] representa la ecuación incremental del plano tan- 
gente, pues de ella se pasa a [67-18] reemplazando las dife- 
renciales por los incrementos. 


, 





pa fz (£o, Yo) =T e 


NoTAS: 1. En $ 68-1 demostraremos y enunciaremos en forma exa?- 
ta condiciones suficientes para la validez de las fórmulas anteriores, dan- 
do un teorema general referente a una función implícita de un número 
cualquiera de variables independientes y del que también es caso parti- 
cular el de $ 67-4. 

2. También aquí (cfr. $ 67-4) en la ecuación [67-13] no hay por 
qué distinguir geométricamente entre las tres variables, pudiéndose to- 
mar como dependiente la que más convenga. Así supuesta F (æo, Yo, Zo) = 0 
y además que F(v,y,z) tenga derivadas parciales continuas en (xo, Yo, Zo)» 
sólo diremos que este punto no es ordinario, sino singular para la super- 
ficie dada implícitamente por [67-13], cuando son nulas simultáneamente 
las derivadas parciales: 

Fa (£o, Yos Zo) = Fy (xo, Yo, Zo) = F- (£o Yo, 20) = 0 , 
y sólo entonces queda indeterminada la ecuación implícita [67-18] del 
plano tangente. de 

Los parámetros directores ($ 60-5, d) de la normal a la superficie 
($ 66-5) son aquí 

F- (Zo, Yo, Zo) , E, (£o, Yo, Zo) , F: (£o, Yo, Zo) , 
y así es nulo ($ 60-5, c) su producto escalar [67-18] con un vector de 
origen (Xa Yo Zo) y extremo (x,y,z) en un punto cualquiera del plano 
tangente. 


3. Una curva cualquiera 
x= x(t) , = y(t) , z= z(t) 
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pertenece a la superficie [67-13] si se verifica idénticamente en t 
[67-19] Fix(t), y(t), z(t)] = 0. 


Si dicha curva en t= tə pasa por el punto (£o, Yo, Zo) de la superfi- 
cie, su tangente en caso de existir, tiene por ecuaciones (§ 72-6, b) 


[67-20] A 


donde se designan abreviadamente x'.=x'(to), etc. Si el punto (xo, Yo, Zo) 
es ordinario para la superficie, esta recta pertenece al plano tangente 
[67-18], por ser nula en to la derivada total ($ 67-1) de [67-19] dada por 


F, (%o, Yo, Zo) . o + Fy(Lo, Yo, 20) - Yo + F2(%o, Yo, 20) . Z'o = 0 
expresando ($ 60-8) que la dirección de la recta [67-20] pertenece a la 


orientación del plano [67-18], recta y plano que tienen además el punto 
común (%o, Yo, Zo). 


EJEMPLOS: 1. La ecuación (x—1)*+(y—2)? + 22% —0 es verifica- 
da por el punto x=1, y=2, 2=0, pero no existe superficie porque la 
huma de tres cuadrados no simultáneamente nulos es siempre positiva y 
vse punto es el único real que verifica la ecuación anterior. Es 


F,(1,2,0) = F,(1,2,0) = F, (1,2,0) = 0. 
2. El elipsoide de revolución (§ 62-2, a) 
(x — 1)? + (y — 2)? + 27 = 1 

para «=1, y=2, da z= + ¿V2 y en cada uno de los puntos 
(1,2, +3V2), (1,2,—łV2) es F:(1,2, + 4V2)= +2V2 0, por lo que 
pasa un trozo de superficie con respectivo plano tangente horizontal 
:— V2 = 0, 24+4V2=0, pues aquí resultan nulas las derivadas par- 
viales 

Oz e 92 

dxo Yo 


En ei punto (3/2, 2, V6/4), que es ordinario, el plano tangente 
tiene por ecuación (x—3/2)+ V6(2— V6/4)=0. En el punto (2,2, 0) 
no anula F., y aunque en su entorno no existe z como variable depen- 
diente, el punto es ordinario, pues F,(2,2,0)=2 y resulta para el 
plano tangente x= 2; obsérvese que tampoco puede tomarse y como va- 
rinble dependiente en el entorno de dicho punto. 


3. La ecuación [67-18] del plano tangente se simplifica en el caso 
de referirse a la ecuación canónica ($ 67-2) de las cuádricas con centro. 
Sea el hiperboloide de una hoja: 


q? y z 


2 = 1. 
a’ + c 











2 


-Las derivadas parciales en el punjo (%o, Yo, 20) son: 








2Xa 2y- — 22 
a? , b We a e? . 
El plano tangente tiene, pues, la ecuación: > ` 
(x — Xo) Lo (Y — Yo) Yo (2 — Zo) Zu 
n —_ HA — AA SO 
ar J b? e ? 


y como el punto (%o, Yo, 20) satisface a la ecuación de la superficie, la 
ceunación del plano se reduce a ésta: 
XC . Lo Y. Yo_ Z. Zo 


+ 


de b” c 
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Si en lugar del hiperboloide de una hoja tenemos el de dos hojas, 
o bien un elipsoide, basta cambiar signos. 

No debe confundirse el tratamiento de este caso con el de los para- 
boloides ($ 66-5, ejemplo 1). 


6. Sistemas de funciones implícitas. — a) Decir que las 
funciones 


[67-21] u=u(x%,y) , v0=v(x,y) , w=w(x, y) 
están definidas implícitamente por el sistema de ecuaciones 


F,(x,y,u,v,w) = 0 
[67-22] | F,(2, Y, U, 0, W) = 
F3(x, y, u,v,w) = 0 
significa que se verifica idénticamente en 2, y 
[67-23] F,[x, y, u(zx, y), v(x,y), w(x,y)] = 0. 


Posponiendo como antes los teoremas de existencia ($ 68-2), 
si en un punto (£o, Yo, Uos Vos Wo) se verifican las tres ecuacio- 
nes [67-22] cuyos primeros miembros sean diferenciables, y 
suponemos que existan en el entorno de (xo, Yo) funciones di- 
ferenciables [67-21], entonces ($ 67-2) las funciones compues- 
tas [67-23] serán diferenciables en (Zo, Yo), con diferenciales 
totales idénticamente nulas en los incrementos independientes 
dx, dy ($ 66-2, Corol. 19) : 


a oF, 
dx + W dy ta E 


A. dz + o q ay +$ 2 i + F, 


P T, F, 
A MUT y To 


Así, sin a de conocer om expresión Aa [67-21] 
de las funciones incógnitas, obtendremos las diferenciales to- 
tales de éstas resolviendo el sistema de ecuaciones lineales' en 
ellas [67-24] por la regla de CRAMER ($ 15-4), siempre que el 
determinante del sistema sea distinto de cero: 


oF a SE 


dw =0, 

















Lati 


b li 

















[67-24] dv ue 


T: 











ai Tiai dw 








9F; OF, oF: 
Ouo Wo Wo 
; ; o (F, Fo, F3) oF: 09Fz 0F, 
-25 P T ; 
boerd O (Uo, Vo, Wo) QUo Vo Wo ae 
0F3 ƏF; 0Fa 











JU 0Vo Wo 


Todo determinante de este tipo, formado con las n deriva- 
dns parciales de cada una de las n funciones respecto de las 
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n variables, se llama determinante funcional o jacobiano de 
Ins funciones respecto de las n variables y se suele represen- 
lnr por la misma notación de las derivadas parciales, como 
no ha hecho en el segundo miembro de [67-25], empleándose 
Iinmbién la letra D en lugar de la 02. 


NoTASs: 1. Es importante observar en la notación el orden en que 
nphnrecen las funciones y las variables a que se refiere el jacobiano, Si 
vensideramos tres funciones F, G, H, de seis variables ui, Uz, Us, Us, Us, Uo 
lun jacobianos de F, G, H respecto de U;, Us, Us y de u: U Us son, res- 





peetivamente, 
F Fs Fe F. F, Fe 
o (F. 0(F,G,H 
EaD =|G Gs Go , A = |G G G 











v lienen signos contrarios. 


En cambio, da lo mismo cambiar filas por columnas ($ 13-3, c,), con- 
wtldernndo en cada fila las derivadas respecto de una misma variable, como 
"e hace a veces. 


2. Obsérvese que respecto de las variables x,, el determinante del 
rulyma de CRAMER [15-7] es precisamente su jacobiano, cuya no anula- 
uon da la condición necesaria y suficiente (§ 15-4 y 5) para que dicho 
watema tenga solución en las x, unívocamente determinadas. 


1) Las soluciones del sistema [67-24] en las diferenciales 
tatnles incógnitas du, dv, dw dadas por la regla de CRAMER 
( 154) son funciones lineales homogéneas en dx, dy cuyos 
coeficientes (§ 66-4) darán las derivadas parciales de las fun- 
ciones incógnitas [67-21], sin necesidad de conocer sus expre- 
munes explícitas, pues sólo intervendrán en ellos las derivadas 
purciales de las funciones dadas [67-22]. Así, por ejemplo: 





























9F, oF, 9F, F; 
A a Y o ca 
1 JF» 3F, F F; 

1; = —. cor - —» = 
PAE A A o 
Fa 3F; Fa 3Ps 
dto AS Yo dy Vo DW 


M; (zo, Yos Uo, Vo, Wo) dX + Me: (£o, Yo, Un, Vo, Wo) dY  , 
nos da 


eco OL du 
1067-26] " = Mi(Zo Yo, Uo, Vo, 0) ;— = M2(Zo, Yo, Un, Vo, Wo). 
Xy 0Yo 


ll método de diferenciar totalmente [67-22] es útil si se 
lenenn hallar todas las derivadas parciales, o no se especifican 
oevinmente las variables que hayan de tomarse como depen- 
enter, lo que será preferible efectuar en el mismo sistema 
44 24] para considerar las que originen un jacobiano no nulo. 
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Pero si por ejemplo se supone existente (%4/2Y0). (recuér- 
dese $ 67-2, nota) y sólo interesa obtener ésta, bastará deri- 
var parcialmente en (Zo, Yo) respecto de y las [67-22], consi- 
O funciones compuestas de x e y, mediante las [67-21], 
dando: 





, 


¡(ax _ OF, PF, Aua FE, Av eF Wo 

dara. Pasa Pa als 

A A 
Yole Yo Uo ` Yo Wa "Yu Wo ` Yo 
oyo) a 


de donde puede despejarse 0u,?y, por la regla de CRAMER, en 
un sistema lineal cuyo determinante es también el jacobiano J. 








, 


S= yo | Duo ` dyo ` vo ` dyo | dwo' Yo 


, 


_NoTA 3. Una curva del espacio euclídeo de tres dimensiones viene 
definida implícitamente como intersección de dos superficies 


[67-28] F(x,y,z)=0 , Gílx.yed=0, 


donde sólo una de las variables es independiente, pues las otras dos que- 
dan determinadas por el par de ecuaciones, si se cumplen determinadas 
condiciones de existencia ($ 68-2). Es importante considerar éstas, pues 
aun cuando un punto (Xo, Yo, Zo) sea común a ambas superficies [67-28], 
podrá no haber curva común a ellas; por ejemplo, en el caso de dos su- 
perficies esféricas tangentes. 

Suponiendo que las funciones [67-28] tengan derivadas continuas en 
dicho punto común (o, Yo, Zo), la anulación ue sus diferenciales totales 


| F.(2o, Yo, 20) du + F, (xo, Yo, zo)dy + F.(x. Yo, zo)dz = 0 , 
Ga (%o, Yo, 20) da + Gy(xo Yo, 20) dy + G+(o, Yo, zo) dz = 0 , 


da las ecuaciones incrementales de los planos tangentes ($ 67-5, c). 
Ambos planos serán distintos cuando y sólo cuando sus parámetros direc- 
tores no sean proporcionales (cfr. § 60-8, bı) y para esto es necesario y 
suficiente que alguno de los jacobianos de las funciones F, G respecto de 
dos de las tres variables x, y, z no se anule en el punto (xo, Yo, 20). Pues 
bivn, se da la feliz circunstancia que esto es ya suficiente ($ 68-2) para 
poder asegurar la existencia de una curva intersección en el entorno de la 
variable dejada como independiente, con tangente existente en el punto 
considerado. De [67-29] se obtiene ($ 15-6, c): 


[67-29] 


ds àx __ dy _ _ dz 
[17-10] EFI TE FI TE E? 
G, Gl la. Gl la. G, 




















comcibiéndose dos de las diferenciales como funcionales, y la otra como 
incremento independiente, pudiendo tomarse como tal la que tenga deter- 
minante denominador no nulo. Y entonces la recta intersección de los 
planya tangentes [67-29] dada ($ 67-6, b) por: 


e A y e ME o 2—2 
[67-31] a(F,G) ` 0(F,G) ` 0(F,G) ” 
d (Yo, Zo) 0 (Zo, %o) ð (Lo, Yo) 


enyos denvminadores son los mismos de [67-30], (¡cuidando el orden de 
has variables!) es precisamente la recta tangente a la curva dada implí- 
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citamente por [67-28] (cfr. $ 67-6, b). Obsérvese que las ecuaciones [67-31] 
tendrán sentido cuando y sólo cuando los denominadores no sean simul- 
táneamente nulos; si algunos se anulan, se procederá como en $ 60-8, 
nota 11, 


EJEMPLO, El paraboloide z=2x*—y?, y la esfera a*+y 422 
— 2y = 0, tienen común el origen de coordenadas y en él sus planos 
tangentes son, respectivamente: 


2=0 ; —2y=0, 
con jacobiano respecto de y, z (los otros dos son nulos): 
2y 1 0 1 
2y—2 2z —2 0 
luego existe intersección, cuya tangente es el eje x. 


=4" 4 














7. Inversión y cambio de variables. — El estudio de las 
funciones implícitas nos permite el de los sistemas de funcio- 
nes. Caso importante es aquel en donde el número de funciones 
es el mismo que el de variables independientes. Como en el 
caso de transformaciones lineales ($ 61-2) un conjunto de 
igualdades de la forma 
Í u = u(z, y, 2) 

v = ví(x,y,2) 
| 10 = w(x, y, 2) 
recibe también el nombre de transformación, pues puede inter- 
pretarse que transforma el punto de coordenadas (x,y,z) en 
otro de coordenadas (u, v, w), llamado imagen suya. 

Si se interpretan las [67-32] como ecuaciones en las incóg- 
nitas x, y, z y pueden resolverse en ellas, tendremos tres fun- 
ciones de u, v, w que constituyen la llamada transformación 
inversa de la [67-32]. Esta inversa daría el punto, o puntos, 
(x,y, 2) de donde uno dado (u,v, w) podría proceder en la 
transformación original o directa; estos (x,y,z) se llaman 
pre-imágenes o modelos del (u, v, 10). 

Si las funciones [67-32] son diferenciables, con jacobiano 


d (u, v, w) 
0(x, y, 2) a 


el método del § 67-6 nos permite obtener las derivadas de 
x, y, 2, respecto de u, v, w, sin conocer la transformación inversa. 
Pues basta poner 


[67-32] 


J = 


F, (u, v, wW, £, Y, 2) = u — u(x, u, z) = 0 
[67-33] F, (u, v, w, £, Y, Z) = v — v(x,y,2) = 
F; (u, v, w, x, Y, zZ) = w — wlzx,y,2) = 0 
donde el jacobiano 
9(F,, F,, Fs) 
a(z, Yz) >” 


coincide (acaso salvo el signo) con el 
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q olu. v.w) 

—  0(%,Yy,z) 
Así, por ejemplo, de 

Ju Qu qu 

dv dv Ov 

Dw dw Ww 

dw — — de — — dy —— dz = 
w e dz 3y dy > dz = 0, 


podemos obtener ðy/ðw, sin más que hacer du = dv = 0 y des- 
pejar i 
dy _ əy 


dw Iw 


calculando d..y = dy [du = dv = 0] por la regla de CRAMER 
(S 15-4). Así resulta: 

dy o (u, v) d (u, v, w) 

dw o(x, 2) | 0(x, y, 2) 

El mismo teorema de existencia anunciado ($ 68-2) nos 
permitirá además afirmar que si las funciones [67-32] son 
continuas y tienen derivadas parciales en el entorno del punto 
(Lo, Yo, 20), y en este punto dichas derivadas parciales son 
continuas y el jacobiano J no es nulo, entonces existe unívo- 
camente determinada una transformación inversa en el entor- 
no del punto (uo, vos, Wo) correspondiente al (xo, Yo, 20) por 
[67-32]. Es decir, obtendremos así entre ambos entornos una 
correspondencia biunívoca, tal que un contorno simple cerrado 
tiene por homólogo otro contorno simple cerrado con la misma 
u opuesta orientación ($ 54-1, d) según que J sea positivo o 
negativo. 

Si las variables x, y, z proceden de é£, y, £ mediante otra 
transformación 





| x = x(£, W. E) , 
[67-34] y = yén é) , 
| z = ZEN) , 


la superposición de las transformaciones [67-32] y [67-34] 
vendrá dada por las funciones compuestas - 


u[x(é mn £), y (£,n £), z(8,m¿)]= U (é, m £), 
vix (£, n ¿), y (é n é), z (é, W ¿)] = V (8 9. ¿), 
w[x(8 n £), y (En £), 2(8, 9 ¿01 =W(n, £), 
con jacobiano obtenido por regla análoga a la de derivación 
de función de función ($ 32-3; cfr. § 61-3, a): 

; ol(u, v, w) _ lu, v, w)  o(x,y,z) 
COAG] olé wé) dlru) ` olpc * 


u 
[67-35] f 


w 
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Pues basta multiplicar los determinantes del segundo miem- 
bro según la regla de filas por columnas ($ 13-6) para obte- 
ner el primer miembro al aplicar la regla de derivación de 
funciones compuestas ($ 67-2): 


Uz Uy Uz.. T Ty Te 
Uz Vy Vel. | Ye Yn W| 
Wz Wy Wz Ze 2y Zy 


Uste + UyYg H Ug Uly E UY E Uy US 
= | Vate H VY F Vag Valy E VY F Vay Vte +... |= 
Wi FH WY + Wg Wy + WyY y + Wy Wre E aa 


Ug Un Ug 


= Vg Uy U; 


We Wy Wei 


En el caso particular de que la transformación [67-34] 
coincida con la inversa de [67-32], es decir: sea u=É v=Y, 
w = č, entonces [67-36] se convierte en: 


9(u,v,w)  0(x,y,2) 
1000 0(x, y, 2) ` 
fórmula análoga a la que corresponde a la derivación de la 
función inversa (§ 32-8; cfr. § 61-3; b). 


Como en § 67-2, para la validez de [67-36] y [67-37] es 
suficiente la diferenciabilidad de las funciones [67-32] y de- 
rivabilidad de las [67-34]. 


o (u, v, w) Sely 


NoTAS: 1. Las sustituciones lineales estudiadas en $ 15-7 y $ 61 son 
caso muy particular de una transformación funcional [67-32], llamada 
entonces afín, si cs de jacobiano (módulo) no nulo. 


2. Si las variables intermedias exceden al de las finales, tal en 
u=u(x,y,2), v=v(x,y,2) con =xX(8 0), y=y(8,0), 2=2(£,p), se 
demuestra en forma análoga a [67-36], aunque algo más complicada, 
que: 


0(u,v) _ 0uv) xy) , uv)  9(y,z) 
68 50 en EN aa” En 
d(u,v)  0(z,%) 


a(z) ` IEn) 


generalización de la derivación de funciones compuestas (§ 67-2). 














3. Si el jacobiano es nulo en el punto considerado o no existe, por 
no ser las funciones diferenciables, nada puede afirmarse respecto de la 
transformación inversa. 
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Por ejemplo, el sistema: 
w= a w Ea 
tiene en el entorno del origen transformación inversa uníivocamente de- 
terminada 
x = Vu , Y =", 
aunque el jacobiano se anule en el origen. Claro está que entonces el 
jucobiano de dicha transformación inversa no puede existir (la función 


Yu no es derivable en el origen), pues si no habría de cumplirse [67-37]. 
Por otra parte, el sistema 


u= x*— y , v = 2xy 
de jacobiano nulo en el origen, no tiene transformación inversa unívoca 


en el entorno de éste, pues los dos puntos (x,y) y (—x,—y) tienen 
el mismo homólogo en el plano (u,v). 


EJEMPLO. La transformación por radios vectores recíprocos 
X Y 


“= FFF’ l TFE’ 
o inversión respecto del circulo unidad, hace corresponder al punto 
P(x,y) otro Q(u,v) en el mismo rayo OP, satisfaciendo OQ = 1/0P, 
es decir, w -+ v?= 1/(x%* + y?). Los puntos del interior del círculo uni- 
dad se transforman en los del exterior y recíprocamente. 
En este caso la transformación inversa 


u v 
y o == AAA = —_—— 
a ot? ” w p 


vuelve a ser una inversión. 


8. Discriminación de variables dependientes e independien- 
tes. — Al plantear las ecuaciones de un problema en que in- 
tervienen varias variables, deben determinarse cuidadosamente 
las variables tomadas como independientes, al obtener deriva- 
das parciales de las variables que se tomen como dependientes 
(cfr. § 67-2, nota). La expresión de estas derivadas parciales, 
mediante las ecuaciones dadas, será una u otra según cuáles 
sean las variables que tomadas como independientes se man- 
ticnen constantes. Es interesante aclarar bien esta cuestión de 
gran importancia práctica y en realidad sencilla, pues es fuen- 
te de confusión para el técnico que tenga poco' desarrollado su 
sentido crítico. 


Si por ejemplo tenemos el sistema 
167-39] u = f(x,y) ; y=8l(%,2) , 


que en las condiciones de existencia esbozadas en el § 67-6, y 
a demostrar en el $ 68-2, determina dos variables dependien- 
tes en función de dos independientes, la expresión 04/0x (pre- 
suponiendo, ya tomamos u como variable dependiente y x co- 
mo independiente) será ambigua si no determinamos cuál de 
las otras dos variables y, z es la independiente. Como dijimos 
anteriormente ($ 67-2, nota), seguiremos la notación usada en 
Termodinámica, por la que (04/0x), expresa la derivada par- 
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cial de u respecto de x, conservando y constante, mientras que 
(0u/0x). significa la derivada parcial de u respecto de zx, 
conservando z constante. Así queda especificado en uno y otro 
caso cuál de las dos variables y, z es la dependiente y cuál la 
independiente. 

Para u, z variables dependientes, es inmediato (3u/ðxz);, = 
= f,, para lo que basta utilizar sólo la primera de las dos 
oO [67-39]. En cambio para u, y variables dependien- 
es, será: 


ou L oy oy a 
E) = 1 + to (27), ` i m 5 
de donde (3u/ðx); = fs + fgs, valor distinto del f, hallado an- 
teriormente. 

Para tratar todos los casos posibles, el mejor procedimien- 

to es el de diferenciar totalmente ambas ecuaciones [67-39], 
dando 
du = fdz + f,dy 
dy = gdz + gdz , 
y entonces tomar en [67-40] las diferenciales como funciona- 
les o incrementos independientes ($ 67-2) según el caso de 
que se trate, anulando los incrementos adecuados para obtener 
la derivada parcial que interese. 

Así, para obtener (ðu/ðx),; en el caso anterior, los incre- 
mentos independientes son dx, dz, del que al anular dz = 0, 
queda, indicando como subíndices de d las variables indepen- 
dientes que no se mantienen fijas 


(d,4) ; 7 f,dx + f,. (dzY): , (d.y) : = g:. dz , 


y de aquí se deduce (2u/0x). formando el cociente (d, u). : dz. 

Si queremos obtener (94/04). del mismo sistema [67-39], 
anularemos también dz = 0, siendo dy el otro incremento in- 
dependiente en [67-40], por lo que será 


(dyu): = fz. (d£): + Í,dy , dy = gz. (dyz): , 
y para g: Æ 0, resulta 


(dyu): = [ 


[67-40] 





f 

2 f,|d 
ro ,) y 
es decir: 





ou f, 
La. sa fy. 


Obsérvese que para tomar u, x como variables dependien- 
tes en [67-39] debe ser ($ 67-6) el jacobiano: 


o(u—f g—y) _|1 —f.| _ 
o (u, £) =|, E 
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Consideremos ahora otro ejemplo algo más complicado. Res- 

pecto del sistema 

[67-41] v=1f(2,4,2) , £ = g(Y, u,v) , 


la expresión ðy/ðx es triplemente ambigua, pues con la nota- 
ción empleada antes, según sea el otro par de variables inde- 
pendientes, puede significar 


o ai a) 
la i h se EE zu 
Para expresarlas mediante las derivadas parciales de las 
funciones f y g, diferenciemos totalmente las [67-41], 
dv = fdg + f,dy + f-dz 


[67-42] dz = gdy + gudu + gidv 


y resulta: 


1%) y,z dependientes: 
du = dv = 0 E dy = (dY) usv $ dz = (deZ) usv , 
dx = gy. (dzY) uv 5 (0y/0%)uw = 1/8y » 


con £,==0, última condición ya exigible para la existencia de 
las funciones y,z determinadas por el sistema de funciones 
[67-41] de jacobiano 


(f —v, g—æ) _ If, f 
o (y, z) $ | gy 0 
2%) y,u dependientes: 
do=d2=0 ; dy = (d.Y)o. ; du = (d¿U)o. ; 
0 = fdz + fy(dzy)ve 5 (04/0%) o. = — Lo/fy , 
siendo f, + 0 con jacobiano del sistema 
o (f —v, g— zv) f, 0 
a A EN 
32) y,v dependientes: 
dz = du = 0 ; dy= (d.Y)zru ; Aw = (d.V)au 5 
(dV) zu = fede + £,(d.Y) eu 5 do = gy (AY) eru + Bold) 5 
de donde eliminando (d,v) .,. queda 
(2). Ipe , siendo g, +fy,.g&}0 , 
con jacobiano del sistema 
a (f — v, g— 2) 
oly, v) 





= — f.g, + 0. 








peci 


g g| = 8 + 1,2. + 0. 
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EJERCICIOS 


1. Hallar con [67-3] la derivada de la función compuesta z= 
= 2xy/ Væ’ + y’, siendo x=cost, y=sent y verificar el resultado ex- 
presando z como función de t. 

2. Estudiar la función compuesta 2=+ Va*—y”, e=sent, y= 
=1— cos t, hallando la expresión de z como función de t, su campo de 
definición y su derivada, 

3. Estudiar la homogeneidad y aplicar, cuando sea posible, el teo- 
rema de EULER, en las siguientes funciones: 

1°) La del ejercicio 4 de $ 64; 
29) u=yVe+yhn[(=4+y)/%1; 
39) u = €y? p ey. 

4. Si F(x,y,z) es homogénea de grado h, el plano tangente a la 

superficie F(x,y,z)=1 en el punto (Zo, Yo, 2o) es 
Fs (o, Yo, Zo) + YF, (£o Yo Zo) + ZF, (£o, Yo Zo) = h. 

5. Demostrar que las derivadas laterales en el origen f*,(0, 0, « ..,0), 
«-., 'v(0,0,...,0) y en general fg (0,0,...,0) son nulas en toda di- 
rección en que se anule la función homogénea f(x,y,...,w) en algún 
punto (y por ende en todos los de la semirrecta) cualquiera que sea m. 

Si m > 1, son nulas en toda dirección. Si m< 1 son infinitas, ex- 
cepto en las direcciones donde es Í=0. Si m=li1 es f lineal en cada 
dirección y Su pendiente es la derivada. 

Consecuencia: si m > 1 subsiste en el origen la identidad de EULER. 
6. Si al multiplicar las variables x, por sendos factores reales As, 
independientes o ligados, la función f(%. ...,%.) queda multiplicada por 
un factor de homogeneidad (hm, ... ùn), es decir, si se cumple 


f (xas .. ., Ann) = Q (ài, ...) An) Lo, ...) Ln) 


para todo sistema de valores reales M, ..., An, independientes o ligados 
por ciertas relaciones llamadas ecuaciones de condición, entonces la fun- 
ción f(%,,..., 2.) se llama respectivamente incondicional o condicional- 


mente homogénea generalizada. (T. EHRENFEST-AFANASSJEWA). 

Demostrar que para valores positivos de los factores de homogenei- 
dad y función diferenciable, es suficiente se verifiquen las ecuaciones de 
condición M = M= ... =ù =À para que se cumpla [67-8]. (Cfr, Vol. 
III, Ap. I, f). 


: 7. Campo de existencia y ramas de la función y =y(x) definida 
implícitamente mediante sen + cosx +seny =0. Diferenciabilidad. 


8, Hallar las derivadas parciales de la función z= f(x,y) definida 
por F(x,y, 2z)=x* + yt + z + 2xz— 2yz + 5 = 0, y verificar con la ex- 
presión explícita de f. 

9. Estudio de la función z = z(x,y) dada implícitamente mediante 
x -+ y + z= sen vyz en el entorno de (0; 0; 0). 


10. Planos tangentes: 1%) De la superficie z = ln (cos y/cosx) en 
un punto genérico (®£o, Yo Zo); 29) De la superficie sen? x + cos(y + z)= 
= 3/4 en el punto (x/6, x/3, 0). 


11. Ecuación del conoide cuyas generatrices son paralelas al plano 
z, y se apoyan en la elipse (%?*/4)+2*=1 del plano y=1 y en el 
cje x. Normal y plano tangente en el punto (6/5; 5; 4). 

12. Probar que el paraboloide 3x* + 2y? — 2z = 1 y la superficie es- 
férica x’ + y? -+ z’ — 4y — 2z + 2 = 0 se cortan ortogonalmente en el pun- 
lo (1;1;2) y calcular los cosenos directores de la tangente común, 
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13. Probar que existe intersección de las superficies z = 4x’ — 34’, 
a+ y?+2%*=24 en el punto (2; —2;4) y halan los parámetros direc- 
tores de la tangente en ese punto. 


14. Estudiar la intersección de las superficies a? + 38y? -+ 22? 9, 
+ y+2—8x —8y —62 + 24 = 0 en el punto (2; 1; 1). 


0 
15. Hallar (2) en el sistema: v + lnu = gy, u + lnv = gx — ye 
y 


0 
16. Hallar lay) en el sistema: F[u,v,g(u,v,2)]=0, 


G[u, v, h(u, v, y)] =0. 
17. Demostrar que para z= f(x,y), en coordenadas polares (r, q) 
es Z? t2 = az? + (Zo 2/17°). Transformación análoga para 2x2, — YZs. 
18. Demostrar que si las u; están dadas como funciones implícitas 
de las x; por n ecuaciones de la forma F,(%,,...,%n; Un +» .,Un)= 0, en- 
tonces es 
9 (Ur, . .., Un) d(F,..., Fa) . (Fia... Fa) 
O (Xis. ep 8n) D(Li, ..., Ln) ` 0(U1,+..., Un) 


19. Demostrar que el jacobiano de un sistema de funciones respecto 
de varias variables tiene la propiedad lineal respecto de las funciones, es 
decir, es aditivo y distributivo. 


20. Demostrar que las condiciones para que una transformación 
u=u(x,y), v=v(x*,y) sea isogonal o conforme ($ 41-1, c) son las 
identidades u: = V, Uy = — V: (Cfr. § 114-2, a). 


21. Demostrar que la transformación por radios vectores recíprocos 
($ 67-7, ejemplo) es conforme inversa, transforma circunferencias en cir- 
cunferencias incluyendo las rectas como circunferencias de radio infinito, 
y hallar su jacobiano. 


=(—1)" 


ya y’ 
E A 
res t, y ts de t para cada par (%,y), dando t, =t,(x,y), t=t(x, y), 
llamadas coordenadas (curvilíneas) focales (cfr. $ 103-1, ejemplo 2). 

1%) Demostrar que las curvas t, = const., te= const., son elipses e 
hipérbolas confocales y ortogonales entre sí; 20) Expresar x,y en fun- 
ción de t, y te; 39) Expresar el jacobiano 0(t,, ta) /0(x, y) en función 
de x,y; 49) Encontrar la condición para que dos curvas dadas paramé- 
tricamente en coordenadas focales: t,=f,(1), t=f:(A); t+=egx(u), 
t= ga(u) sean ortogonales. 

23. Demostrar que la transformación por radios vectores recíprocos 
en. el espacio: 

u = ai (+y) „v = yilt) n w [= allta H) 
conserva los ángulos entre dos superficies y transforma superficies esfé- 


ricas en superficies esféricas (incluyendo los planos como superficies es- 
féricas de radio infinito). 


24. Obtener para [67-39] todas las derivadas parciales posibles y 
aplicarlo al caso u=% + y, y= 2%. 


25. Obtener du/dx si f(u, v,w)=x*; glu, v, x)=Inw; h(u, v, w, x)= 
0, 


26. Obtener los distintos du/ds si u=Yy/x; y=1Ins; z="r". 





22. La ecuación a =1, (a >b), determina dos valo- 
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§ 68. TEOREMAS DE EXISTENCIA DE LAS FUNCIONES 
IMPLÍCITAS. DEPENDENCIA FUNCIONAL 


1. Función definida por una ecuación. — Veamos ahora el 
teorema de existencia de una función implícita de un número 
cualquiera de variables independientes anunciado en § 67-5 y 
también su caso particular en § 67-4. 


TEOR. Sea F(2,, %o2, ... Cn U) una función uniforme de 
n+ 1 variables que satisface las siguientes condiciones: 


19%) F(a, Q2, ..., An; b) = 0. 


29) F(x,,%o, ..., 7,34) es una función continua en un en- 
torno del punto (41, 4, ..., AnD) del espacio Enn. 


39) Existe no nula la derivada parcial F,(ar, Q2, . . -, An; bD) Æ 
0. 

Entonces, en un cierto entorno del punto (a, da, ..-, An) 
del espacio E, formado por las variables x,, £o, ..., Zn existe 
al menos una función u=1Í(X;,, Lo, ..., 2) tal que b= 
=Í(a,, do, ...,04,) y cumple idénticamente F[zx,, to, ..., Cn; 
f (2i, La, -..,2n)] =0 en dicho entorno de E,. 

Si además se cumple: 


4%) La derivada parcial F,(%,, %2, ..., Tn; U) existe sin 
anularse en un entorno del punto (ai, Q2, ..., an; b), por ejem- 
plo, es continua en (Qi, Q2, ..., n3 b); entonces, la función 
u = f (Xi, Lo, -3 Zn) es única, es decir, uniforme, y es conti- 
nua en el punto (di, Q2, ».., Qn). 

Si finalmente se cumple también: 


5%) La función F(x,, to, ..., 1,34) es diferenciable en el 
punto (di, Q2, ...,4,;b) de Enn: entonces, la función u = 
=f (Xi Zo, ..., Xn) es diferenciable en el punto (ar, do, ..., An) 
de E,, y basta diferenciar totalmente 


[68-1] Ela tas Ras = 0 
para obtener mediante 
[68-2] Fjdx, + ... + F,dx, + YF,du =0 , 


la diferencial total du de la función u = Í(%,, Lo, -.., Un), POr 
lo que existen las derivadas parciales f;(41, 02, ...,0n), (1= 
= 1,2, ...,2), dadas por 
[68-3] f; (a1, 42...) An) r 
E F, (dis Q2, -© c, An; bD) /Eu (Qis Q2, .. -5 an3 b) , 
,=1,2,..., n). 


El plan de la demostración consiste en ver primero que existe super- 
ficie de nivel [68-1] (fig. 230). 
Si F, (4,42, ...,4n3b)==0, la función F (m, dz, ...,4n;4) de la sola 
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variable u es estrictamente creciente o decreciente ($ 33-1) en u=b y 
por ser F (as, 0, «+ .,4n;u4) continua en (t, az ...,0n3b) ($ 65-3), exis- 
te un número positivo 56 >0 tal que 


sg F (di, do, ...,dn3 b—85) % sgF (01,42, ..., any b48), 





Fig. 230 


y un 7 >0 tal que ($ 26-1) para todo |h,|< nm, (i=1,2,...,n) 

sg F (a, + h, .. -san + hns b— 8) = sg EF (a,, az, ...¿ Un; b— 5) E 

Æ sg F(a, az ..., On; b+6)= seg F (a1 +hi, ..., On + An; d+ 0). 

Por el teorema de BOLZANO ($ 26-2), existe para cada 

(0, + ha, «.., Un + hn) 
tal que | hi | < 7, al menos un punto b -+ k en el intervalo (b— 8, b + 8) 
(y acaso varios), tal que F(a, + hs ..., an+ hn; b+ k)=0, es decir, en 
xi=a+h, (1=1,2,...,n), el valor u=b-+ k define la función (aca- 
so multiforme u = f(%1,%:, ..., Y.) que en el entorno de (ai, dz, ..., On; b) 
definido por |k|<6, |hi| <7 cumple 
FLX... En; L£(%1, Lo)... 22) ] = 0. 
Si además se cumple la hipótesis 42, la solución 
b + k = f(a + ns . -e an +Ahn) 

de [68-1] es única, pues si hubiesen dos valores kı +Æ ka para los que 

F (a + ha, eean + hns b + ki) = E (a + ha, -., an + hrn; b + ko) , 


existiría por el teorema de Ror» (§ 35-2) un punto ce del intervalo 
(b tkn b-i k), donde F.(aı-+ hi, ..., an + hn; c)= 0, contrariamente a 
lo supuesto en 40), 
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Por construcción, el valor b + k pertenece al intervalo (b — ô, b + ô), 
es decir, se cumple 


|£(a Ph, ..., On + hn) — f(m, ...,00)] < 5 
para |h,|< 5, (i=1,2,...,n), lo que quiere decir que 
u = f(X La, ..., %n) 


es continua en (d 42, ..., Gr). 
Finalmente, supongamos que también se cumple la hipótesis 5%), es 
decir (§ 66-4): 
[68-4] AF = F (x, £z, ..., £n; U) — F (0, Qz ...p an; b) = 
= Y h,F,(Q1, ...,023b) + kF,(a, ... ad) +4 00 =0 , 
1 


donde la anulación se refiere a los valores u = f (xı, ..., £n) que cum- 
plen la ecuación [68-1], con k=u-— b, siendo 
[68-5] lma=0 para q. —>0 
si es 
n 
= o t k ; esc Y hé. 
i=1 
Por la continuidad de u=f(%,, %z2, ...,%.) EN (Qu Qa, ..., Qu) es 


lim k = 0 para 0 >0 
y por tanto es 


[68-6] lmo=0 para q —>0. 
Por la desigualdad triangular que relaciona la diagonal del parale 
lepípedo con la suma de sus lados (§ 64-4), es 
e=9 (lkl + 2 LD , 
i=l 


con 0<6=<1, de donde, si se pone 


[68-7] e=00sgk „ g = basg h 

resulta (Ik|]=k.sgk ; |hi|= hisgh): 
n 

[68-8] ag = ek + E seh. 


i=1 


De [68-5], [68-6] y [68-7] puede afirmarse que 


f lim a = lim a = 0 
q0—>0 e>0 
lim £ = 0; lime; = 0; para q0-—>0; (¿=1,2,...,2). 


[68-9] 


Sustituyendo [68-8] en [68-4] queda 





[68-107 — k[F.(a,... ab e] =— Y Aaaa 0], 
¿=1 
de donde 
2 Eos Fte _ F 
> F, 2 Ml. ar) > 
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os decir de S hi Elan -an5 b) 


ar Pi a 


y E:Fu (ar ..., an; b)— EF; (tis ..., an; b) h 
ii Fu(a,... 035) [F.(a, ...,0n3b)+€] 
y como |h:/qo| < 1 y se cumple la hipótesis 32), de [68-9] se deduce 
que la última suma es la de la forma gogo con 
lim s =0 para 0. —>0 

como queríamos demostrar ($ 66-4). 

Notas: 1. En el caso particular F (x,y)=0, [68-4] descompuesta en 

AF = A*F + AF =0 
da lugar a [68-10], aquí: 
[F. (a; b)+es]h + [F (a;b)+e]k=0 , 


suponiendo sólo la existencia de F,.(a; b), (pues entonces A:F/h = 
= F, (a; b)+ € $ 30-2) y la existencia de F,(x,y) en el entorno de 
(a;b) y su continuidad en dicho 
punto (para aplicar § 35-1, fig. 
231 y poner AF = F, (a+h, n) k= 
= [F, (a; b)+ £e]k). Claro que 
entonces, por el teorema 2 de 
$ 66-4, la F(x,y) es diferencia- 
ble en (a;b) recayendo en la for- 
mulación dada en § 67-4. 


2, Si la función F (£1 £o, se 
n; u) es diferenciable en los pun- 
tos de un entorno de (th ..., An, b), 
entonces la función u=f(%1..., 





Fig. 281 xn) es diferenciable en los pun- 

tos de un cierto entorno de 

(4, ...,0,), pues la demostración anterior se aplica para cada punto 
(Xi, Xo, oe, Ens U). 


3. Este teorema asegura la existencia de la función implícita “en 
pequeño”, es decir, en un cierto entorno de (0h, @2, ...,@n). Para pasar del 
estudio local al global, es decir, a la existencia “en grande”, si en cada 
punto de un dominio (§ 64-5) se verifica el teorema, basta entonces apli- 
car cl lema de BOREL (nota II; íd. Cap. VI, nota III) para construir la 
l (£i £o, ..., 2n) mediante un número finito de correspondencias parciales. 


2. Funciones definidas por un sistema de ecuaciones. — El 
problema resuelto sobre existencia de una función implícita, es 
el caso más sencillo del teorema siguiente: 


TEOR. Sea dado un sistema de m ecuaciones entre n+ m 
variables: 
| Fi (£i, -oa En; Urs.. .sUm) = 0 , 
Fa (£i, ..., Eny Ur -es Um) 


ll 
o 


[68-11] 


| Palta Zn; Ur, «-., Um) = 0 , 
que satisfaga las siguientes condiciones: 
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IS Els Dn == == Lan 
2%) Las funciones Fj(X,, ..., Un; Us, +, Um), (3=1,2, 
., M) son continuas en un entorno del punto (4, ..., Un; 

bi, ..., Dm) del espacio Em. a 


392) El jacobiano (S 67-6) siguiente, supuesto existente, es 
no nulo: 


o(F,, F,, e...) En) 
o (Ur Uy >.. Um) 
en el punto (Qi, ..., Qn; Di, ..., Om). 
49) Las derivadas parciales 9F,/0u; (j,i=1,2,...,m) 


existen en el entorno y son continuas en el punto (a;,, ..., Un; 
Di, ...,0m) del espacio Es. 


59) Las funciones F,(%,,..., Un; Ur, -.., Um) Son diferen- 
ciables en los puntos de un entorno de (Qi, ...-, Qn; Ois » . ., Dm) 
en En; 
entonces en un entorno del punto (4,4, ..., An) del espacio 
E, formado por las variables x,. ..., t, existe un solo sistema 
de funciones uniformes u; = t (Eu -cs 2a), (J =1,2, ... M); 


tales que b; = f; (i, ..., an), (j =1,2,..., m), cumplan idén- 
ticamente 


F;[z, ...y Tn; fı (£, e Ln), e.. fn (21, .. 3 £r) ] = , 
(j=1,2,...,m) en dicho entorno de E, y en los puntos del 
mismo sean dichas funciones Í;(%1, ..., Ln), (¡=1,2,...,m) 


continuas y diferenciables; sus diferenciales totales se obtienen 
en la forma expuesta en $ 67.6. 


DEM. Puesto que para m= 1 el teorema se reduce al de § 68-1, 
nota 2, podemos probarlo por inducción completa (§ 2-2, b). Supongá- 
moslo, pues, cierto para m— 1 ecuaciones con m— 1 funciones incóg- 
nitas. 

Por la hipótesis [68-12], existe en este jacobiano algún menor de 
orden m— 1 no nulo, y cambiando adecuadamente la numeración de ín- 
dices, podemos suponer sea 


0(F,, Fo ...,Fn-1) 
AAA A. dde 

Ò (Un Uo, o. e, Umi) + 
en (41, ..., dr; Dr, ...; Dn), conservándose la desigualdad [68-13] en un 


antorno de este punto por la continuidad de las derivadas parciales su- 
uesta en la hipótesis 42). 


Por hipótesis inductiva, tomando um como variable independiente ad- 
unta a las %,, ..., n de las m— 1 primeras ecuaciones [68-11] se de- 
lucen las m — 1 funciones 
68-14] Ui = Çı (£i ..., En; Um), e.. Um-1 = Pm-1 (2i, .. e3 Ün; Um) , 


(ue además de ser diferenciables respecto de %1, ..., %n, Um en los puntos 


e un cierto entorno de (41, ...,04n; Dn), verifican idénticamente en di- 
ho entorno, las ecuaciones: 


68-15] F;[£i,..., £n; Pl Zi, =.. aj Un rc Qm-:(£is . --,Zn; Um), Un] = 
=0 ,» (1=1,2,. .. m—1). 


[68-13] 
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Si reemplazamos [68-14] en la última ecuación [68-11], obtendremos 
una nueva ecuación de la forma 


[68-16] Frey... %aj pd 05 Um), +. Por [Ea >En Um), Un] = 
= Dl ds Tan) Rs 


quo es diferenciable en los puntos de un entorno de (as, ..., anj bm), por 
serlo ($ 67-2) las [68-14] y [68-11]. En un entorno de (dı, 42, ..., Gr; Dn) 
se conserva 0P/04n=+0, pues aplicando la regla de derivación ($ -67-2) 
de funciones compuestas a las expresiones idénticamente nulas [68-15] 
respecto de Um: 


























e , E T , = Tae E , 2 > = 0 i 

ui Um Ua Um Um-1 Um Um 

rr arre. n...............ocno.on.nonrrrroso.o..nnnr.o.non.oo».a , 

AF m-i 0p1 OF m-i Op OF m-i 0Pm-1 OF m-i z 

—— . — ó c.. + — =0 
du Um + due DUm + + Uma dU Um 7 


si además supusiéramos que en algún punto de todo entorno de 
(a...an; bm) es nula la derivada de [68-16]: 


p _ Fa q, 0Fn 0. 














Um = dU E DUm dUa í DUm + pe J 
9Fn m1 En 
Uma — OUm T dum wag 
en dicho punto existirían m — 1 valores 
dQ: dga Pm 


DUm > Uum `?” Iua 


que verificasen las m condiciones lineales que expresan esta última y las 
anteriores, por lo que (§ 15, Ej. 9) habria de ser nulo en él el jacobiano 
[68-12], contrariamente a las hipótesis 32) y 4%). ` 

Por tanto, en dicho entorno de (41, ...,4n; bm), según $ 68-1, pode- 
mos existencialmente despejar de la ecuación [68-16], la función dife- 
renciable 

Um = Ím(%1 Lo, + ..,n) , 

que sustituída en las [68-14], da las restantes funciones diferenciables 
buscadas 


| Um-1 = Pm [%:, ...y Cn; Ín (2, ...,%.)] = Í m1 (%1, ..., Ta). 


Las m funciones así obtenidas, según ya hemos visto en $ 67-6, apli- 
enudo las reglas de diferenciación de $ 67-2, verifican la tesis a de- 
monstrar. 


NoTA. Obsérvese que para apoyarse en los teoremas de derivación y 
diforenciación de funciones compuestas ($ 67-2), no basta suponer la fun- 
ción En(%i, ...,%n3 Us, ..., Um) diferenciable en el solo punto (41, ..., a; 
bh, ...,bm) para asegurar la existencia de 09/04, en todo un entorno de 
(4, dv, ..., On; bm) y así aplicar $ 67-1, hipótesis 4%). 


3. Dependencia funcional. — a) Vemos en los teoremas an- 
turiores ($$ 68-2 y 67-7) el importante oficio que desempeña 
el jacobiano. Vamos a estudiar ahora el significado de su anu- 
lación idéntica. 


Dadas n funciones de n variables independientes 
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ui = Uu (21, ..., Ln) , 
[68-17] Uz = Uzl%r ..., Tn) , 
Ur = Un (Zis ees En) , 


el jacobiano, respecto de estas variables independientes, es: 


9(U,, Uo, caig Un) 
68-1 E e A 
l A 8] E d (£1, La, ...) En) 


y tiene propiedades análogas a las de la derivada, siendo como 
una generalización de ésta. Así como la función derivable 
u=u(x) pone generalmente en correspondencia (un segmento 
de) el eje x con (un segmento de) el eje u, pero dicha fun- 
ción se reduce a una constante (§ 35-3) cuando y sólo cuando 
es la derivada u'(x)= 0, idénticamente nula en x, así también 
($ 67-7) el sistema [68-17] transforma en general (un recin- 
to n-dimensional de) el espacio (%,, tz, ..., 4.) en (otro re- 
cinto n-dimensional de) el espacio (u;, Uo, ..., Un), pero dicha 
correspondencia degenera, como vamos a ver ahora en el caso 
de anulación idéntica del jacobiano. 

En el caso de una función de una variable, la condición 
u(x)=ct* puede interpretarse en el sentido de que a (un seg- 
mento de) el eje x (dimensión 1) le corresponde un punto 
(dimensión 0) en el eje u, o bien en el sentido equivalente de 
que u = u(x) satisface una relación independiente de x, lo que 
en vista de la generalización subsiguiente, se expresa también 
diciendo que existe dependencia funcional para u =u(x). 


DEF. Si las funciones [68-17] están definidas para los pun- 
tos de un recinto cerrado y acotado D del espacio (£1, ...s Un), 
diremos que existe una relación entre ellas independiente de 
las variables %,, ..., Xn, O también que son funciones depen- 
dientes en D, cuando existe una función ® (U1, Uz, ..., Un) NO 
idénticamente nula en ningún entorno completo de un punto 
del espacio (U1, Uz, ..., Un), tal que sea 


[68-19] $ [u, (7,, 2 Zn), $9 Un (£, e... y £a) ] = 
= F (z, ..., £n) = 0 


idénticamente nula en D. 


En este caso, la transformación [68-17] hace corresponder 
al dominio D de n dimensiones un conjunto de dimensión me- 
nor en el espacio (ui, ..., Un). 

Obsérvese que no necesita contener explícitamente las n 
variables w, ..., un y que por tanto, si p funciones son fun- 
cionalmente dependientes (p < n), ya lo son las n. 
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EJEMPLOS: 1. Las funciones 
U=x(y—2) , v = ylz—zx) , w = 2(x —y) 
son funcionalmente dependientes, pues existe la función no idénticamente 
nula þp=u +v +w, tal que se tiene e a e 
plu, v, w) = (y — z) + y(z— zr) + z(x—y) =0 
idénticamente nula en el espacio (x,y,z), es decir, a todo (recinto de) 


cl espacio (x,y,z) corresponde (un recinto de) el plano u+v+w=0 
en (u,v, w). 


Obsérvese que aun cuando se mantenga nula $ en los puntos de di- 
cho plano, no es idénticamente nula en ningún entorno completo de un 
punto (u,v, w). 


El jacobiano del sistema es: 
y —z % — g. 
—y 2% Y 

z —z x —y 


0(u, 0, w) 
alx, yz) 





2. Las funciones 
u = 2xy + 2x +1 , vz ry + 2ry + £ — ii, 
son también funcionalmente dependientes, pues transforman (un recinto 
de) el plano (x,y) en (un arco de) la curva 
u—1 
2y +2 ) 


de (u,v). Aquí puede tomarse $H(u, v)= u?*—2u—4v— 3 y es también 
identicamente nulo el jacobiano 


ta w+2y+D ( — 1 = (u —2u— 3) 


oluv) 2y +2 2% Z 
d(x,y) — | 2xy4 + 4xy + 2% Day + 20? | 


3. Si las funciones 
u = u(x, y) , v = v(x,y) 
son tales que sus segundos miembros no dependen efectivamente de y, 


es decir, son sólo funciones de x, tendremos ($ 29-2) una curva en el 
plano (u,v) y efectivamente entonces es idénticamente nulo: 


ð (u, v) 


u 0 
pipa 28 AE, = 0. 
d(x, y) | 


Vo 0; 





b) Ahora estamos en condiciones de entender la formula- 
ción del teorema fundamental. 


TEOR. Dadas las n funciones [68-17] de las n variables in- 
dependientes Xi, ..., %, con derivadas parciales continuas en 
nn dominio acotado D de estas variables, la condición necesa- 
rio. y snficiente para que sean funcionalmente dependientes en 
D, es decir, para que valga idénticamente en D una relación 
[18-19] con v(u,, ...,4,) no idénticamente nula en ningún en- 
torno completo de un punto del espacio (us, ..., Un) es que el 
jacobiono [68-18] sea idénticamente nulo en D. 


DeM. b) La condición es necesaria. Supongamos se cumpla [68-19] 
identiconente en D para (04 ....4,) no idénticamente nula en ningún 
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entorno completo de un punto (Us uz ..., un). Derivando [68-19] respecto 
de x, por la regla de funciones compuestas ($ 67-2), será 
IF d9 du dp dua DUn 


+ 2 = 0 
dx: Ta du À 0%; dua 7 Do; MAN + Dun í dx, me a 
(M=1,2, 7n). 


Este sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en las ôğ/ðu; es 
posible (§ 15-6, b) para $ no idénticamente nulo ($ 66-2, cor. 19) cuando 
es nulo el determinante [68-18] de los coeficientes; sólo si es %59/0u; = 0, 
(j=1,2,...,n) podría ser J=+0 ($ 15-6, b), pero tales puntos, donde 
J==0, no pueden formar un entorno completo de un punto (x2,x2,... 2. ), 
pues a él correspondería un entorno completo de (ul, uz, ..., Un”), al po- 
der despejar (§§ 68-2 y 67-7) las xı, Xz ..., æa del sistema [68-17]; 
entonces, ahí sería 0%45/%,=0, es decir, ğ (u, Uz, ..., Uun) =0 (§ 66-2, 
corol, 1° e hipótesis [68-19]) en dicho entorno completo, contrariamente 
a lo supuesto respecto de la función $. Así, pues, aún los puntos excep- 
cionales, donde 059/%u4,=0 (j=1,2,...,n) son de acumulación ($ 64-4, b) 
de aquéllos para los que J = 0 y por continuidad, para todo (%,, %2, ..., £n) ED 
cerrado ($ 64-4, nota 1) resulta J idénticamente nulo en D. 


ba) La condición es suficiente. Basta proceder por inducción. El teo- 
rema es cierto para n= 1, pues la condición J=0 equivale a la u,=0, 
de donde ($ 35-3) u(x)=c (constante) y basta escoger la función no 
idénticamente nula = u— c, para cue se verifique [68-19], es decir 
[u (x)] = F (x)= u(x)— c = 0, idénticamente nula en zx. 

Supongamos, pues, cierto el teorema para un sistema de n— 1 fun- 
ciones de n — 1 variables y demostrémoslo para n funciones de n varia- 
bles para lo que suponiendo que [68-17] no son funcionalmente dependien- 
tes, vamos a ver que en algún punto de D es J=+0. 

Probemos primero que no todas las 0u,/0x, (j=1,2;...,n) son idén- 
ticamente nulas en D. Pues en caso contrario, las [68-17] serían in- 
dependientes de x, ($ 35-3): 





wi = ur (%,, Los e.e Uni) , 
[68-20] l Un-1 = Un-1(%,, Lzy e.. %n-1) , 
Un = Un (x,, Lz >». %a-1) , 


lo que vamos a ver es incompatible con la hipótesis de que no son fun- 
cionalmente dependientes. En efecto, en algún punto de D ha de ser 


0 (ur Ud... Un-1) 
> , , 0 
0 (£x ID) --.3 %n-1) T 
para que por hipótesis inductiva las n— 1 primeras funciones [68-20], 


y por tanto las n funciones [68-20] no sean funcionalmente dependientes. 
Iintonces, de las n— 1 primeras ecuaciones [68-20] podrán despejarse 


($ 68-2) las x; = Xy (t, .. ., Un-1), (j =1,2, ... n — 1), y sustituídas en 
In última [68-20] se habrá obtenido una función de la forma 

Pp (Ui, -a c, Un- Un) = Un — Un [X1 (t -p Uni), -oes Xea(Uas ++ «s Usa) ] 
ime cvidentemente no es idénticamente nula en Us, Us ..., Un- Un, Pues 
, Sólo figura en su primer término y que en cambio se anula idéntica- 
mente en Zr, La ..., Cra, al sustituir 41, Ue ..., Un por las funciones 


[68-20] y entonces éstas serían funcionalmente dependientes en contra de 
lo supuesto inicialmente. 
Al no ser todas las %u,/0x. (j=1,2,...,1n) idénticamente nulas en 


D, podemos suponer que tal ocurra (cambiando si fuera necesario la nu- 
mernción de las uj) para %u,/0x,. Existe entonces, al menos, un punto 
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do D en el cual 04,/0%, +0, y a causa de la supuesta continuidad de la 
derivada, esta desigualdad se mantiene en todo un entorno de dicho pun» 
to. En tal entorno, de la última [68-17] se puede despejar ($ 68-1): 


[68-21] En = (Xi, Lop.. y Unai Un) 
y sustituir en las [68-17] dando n — 1 relaciones y una identidad: 


J” = uy[x,, +» -y Un-1) E(%, +.) n-i; Un) ] = 0; (%,, «+. Un-15 Un), 
[68-22] (3=1,2,....n—1) , 
10 = Us [%, ..., En E(%1, -p Eni) Un)] = Onl[Xa, ..., Un-23 Un), 


donde la última función w, será en realidad independiente de 2,, %z, ..., %n-1, 
reduciéndose simplemente a la variable un. Si derivamos las [68-22] res- 
































pecto de xı, (i= 1,2, ...,n— 1), se obtienen 
me 
[68-23] PRP OE e ARa nd icb vunt 
[Lo 2, 2 E o 
da de den * 0% e 
que prueban es 
[68-24] Jı. Qu = 
DEn 
Dur dun dE du du; dE dur 
“Iæ + den * Oe” 0% den ` Dan- ? 0%, 
= | dun- Una dE Una DUn- dE DUn- 
0%, den ` dm 0% n-1 den ` Ilna  0%n 
Dun ÔUs dE DUn Dun 0£ Un 
0%, da a? Dana DEn Ona ? 0%, 
para 


d (Wi Wa, «e o Mn-1) 
0(%,, La, ..., Gn-1) 


pues, desarrollando el determinante [68-24] por los elementos de su úl- 
tima fila ($ 13-4, b), todos los términos del desarrollo son nulos por las 
últimas n— 1 identidades [68-23], salvo el último que por las primeras 
relaciones [68-23] y la [68-25] es precisamente el producto que figura 
en el primer término de [68-24]. 

Por otra parte, el determinante de [68-24] no se altera ($ 13-4, cs) 
si restamos de su primera columna el producto de la última por 0£/02, 
de la segunda columna el producto de la última por 0¿/0x. y así sucesi- 
vamente, quedando entonces reducido dicho determinante al [68-18], lo 
que prueba se cumple 


[68-24'] J. 


[68-25] J = 


DUn 
DEn 
en todo el entorno donde se han establecido las [68-22]. 

En este entorno no puede anularse idénticamente J,, pues si así fue- 
ra, las w,, (¿=1,2,...,n— 1) serían dependientes, por la hipótesis in- 
ductiva, y la relación de dependencia contendría también u,, de donde 
existiría una función dH (ua, ..., Un-.) no idénticamente nula en us, Ue, ..., 


n ıı, tal que 
blo (Xr ..., Ln- Un), -os On1[ Li, «y En-13 Un) ] = 


= lA. << La. El id Ud 
yo «y Uni Ei ae sy Enis Elx, e e v Un-15 Un) p] =0 , 


=y 
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idénticamente en %1, Lz, ..., En-15 Un. Por [68-21] puede hacerse £ = g&n 
arbitrario del entorno considerado, lo que prueba sería 

Blui(%,, ..., Cn1y Un), e...) Unci[ Xi, o ., n1, 8) ] = 0 
idénticamente en %;, ..., Ln- Yn, es decir, las n— 1 primeras funciones 


[68-17], y por tanto también las n funciones [68-17], serían funcional- 
mente dependientes, en contra de la hipótesis inicial. 

Como por otra parte, %u,/0x, no se anula en ningún punto del en- 
torno considerado, queda probado por [68-24”] que J no puede anularse 
idénticamente en este entorno y por tanto, tampoco en D como quería- 
mos demostrar. 


Noras: 1. Se demuestra análogamente (véase bibliografía, nota III) 
que si el jacobiano J no sólo es idénticamente nulo, sino que aún la 
característica máxima en los puntos del dominio D es n — r, entonces 
existen r relaciones “distintas” no idénticamente nulas, entre las funcio- 
NES Ui, Uz ..., Un independientes de las variables %,, %a, ..., Xn yY r fun- 
ciones pueden expresarse mediante las n — r restantes (cfr. $ 61-5). Que 
las relaciones sean “distintas” quiere decir que vienen expresadas por fun- 
ciones $ que no son funcionalmente independientes. Geométricamente, a un 
recinto n-dimensional de puntos (x,, Xz, ..., Y) corresponde entonces una 
variedad n— r dimensional de puntos (u;, Uz, ..., Un). 


2. También se demuestra que dadas n funciones con n + p variables 
independientes, la condición necesaria y suficiente para que exista una 
relación entre las funciones, independientemente de las variables, es 





que los a jacobianos de las n funciones respecto de cada combi- 
nación de n variables independientes, sean idénticamente nulos. 

En particular, para que f(%,, %e, ...,%n) Y g(%1, %2, ..., €) Sean una 
función de la otra, independientemente de las Xi, %:, ..., Xn, es necesa- 
rio y suficiente que 

4 gq _ f do = f æ 
dx ` xı — Oxa ` Ix t T Dan © dEn 
idénticamente en Zi, %a ..., Un. 


4. Dependencia lineal: wronskiano. — DEF. 1. Dadas n fun- 
ciones de una variable en un intervalo [a, b] : 


[68-26] Uy = UL(2), ..., Un = Unl[x) , 

se dicen linealmente dependientes, cuando existen constantes 
C1 ..., C, no todas nulas, tales que 

[68-27] cyu (£) +... + Cpuníx) =0 , 


en todo punto xe[a, b]; se dirán linealmente independientes en 
caso contrario. 


Noras: 1. Para n= 1, la definición anterior equivale a decir que 
u,(w) es linealmente dependiente si u,(x)=0 para «e[a, b]. 


2. Para n > 1, las funciones [68-26] son siempre funcionalmente de- 
pendientes ($ 68-3, ejemplo 3), aun cuando sean linealmente indepen- 
dientes. 


DEF. 2. Dadas las n funciones [68-26], supuestas deriva- 
bles hasta el orden n— 1, se llama wronskiano de estas fun- 
ciones al determinante 
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Ui Uz ... Un 
W’ Us e.. Un 
[68-28] W = W (ti, ..., Un) = | U” ur” Sea Un ; 


WIP uas URD u 


TEOR. 1. Si A; es el adjunto ($ 13-4, a) de u; en el 
wronskiano [68-28], entonces es: 


f 0 si j=01,.. n—2 , 
[68-29] E mPa =4 W si j=n—1 , 
= W si j=n , 


supuestas las funciones [68-26] derivables hasia el orden n 
para la última igualdad [68-29]. 


Se deducen inmediatamente: de $ 13-4, b,, el caso ¿j¡=n— 1 (des- 
arrollo de W por la última línea), y de $ 13-4, bz, los casos ¿=0,1,2, 
...,n—2. Si recordamos la regla de derivación de un determinante 
($ 32-5), el determinante W” será suma de n determinantes, siendo los 
n — 1 primeros nulos por tener dos filas iguales ($ 13-3, cz, corol.) y 
coincidiendo el último con [68-29] si ¿=m, al desarrollarlo por los ele- 
mentos de la última fila. 


TEOR. 2. Si las n funciones [68-26] derivables hasta el or- 
den n— 1 son linealmente dependientes en [a,b], entonces el 
wronskiano [68-28] es idénticamente nulo en [a, b]. 


Pues de [68-27] se deducen 


aw (£) + ... F CaP (£) =0 , (¿=1,2,...,n—1) , 
que con la de partida forman un sistema que para todo xe[a,b] se sa- 
lisface para c;,, (1—1,2,...,n), no todas nulas, y para ello es necesa- 


rio ($ 15-6, b) que se anule el determinante [68-28] para todo xe[a, b]. 


TEOR. 3. Si el 1wronskiano [68-28] es idénticamente nulo en 
[a,b] y si en ningún punto de (a,b) se anulan simultánea- 
mente los adjuntos A; (1=1,2,...,n) de su última línea, en- 
tonces las funciones [68-26] son linealmente dependientes en 
[a, b]. 


Dim. Si E, son los adjuntos de la penúltima línea del wronskiano 
[68-28], la derivación de As, (i=1,2,...,n), por la misma razón que 
en el teorema 1, muestra que es 
[68 30] A= — E , (i=1,2,...,n). 

Por otra parte, al no ser todos los adjuntos A; simultáneamente 
uulos, el wronskiano W, idénticamente nulo, tiene característica n— 1, 
y como por el teorema 1 y su análogo para las E;, (i= 1,2,...,n), se 
verifica 

¿OPA Emi dr de cc. SEMPAS = 0, 1 


wa -ļ- w P Ea + Ea + Un P En main 0, | (30 1,2, pta 
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resultarán ($ 15-6, d) proporcionales 
E:/Aı = Es/ Az RU e E./An , 
y teniendo en cuenta [68-30], quedará 


[68-31] E O e ds 
Ai Ax An 


para todo xe(a, b). 


Si se pone 


M=AÉ+FASF+... + Ar 
será M distinto de cero en todo xe(a, b). De Tes 317 se deduce 


A? LAZ Z AMARA A Aa MM MO 
Aan T Aa OOS Aa M” T M 7M 
y por tanto se podrá escribir 

E A oa A n: 


M? 
Esto indica que la derivada de A:/M es nula en todo (a,b), por lo 
que ($ 35-3) existen constantes c, no simultáneamente nulas tales que 


en (a,b) sea 
AliM=GCG, (i=1,2,...,2). 
De ahí y [68-29] para ¡=0, se deduce que en [a,b] es 
M(cu+... + Crta) = 0 A 
equivalente a la [68-27], como queríamos demostrar. 


NOTA 3. Si todos los adjuntos As, (î=1,2,...,n) se anulan simul- 
táneamente en un mismo punto de (a,b), la condición lineal [68-27] 
puede cambiar sus coeficientes c; a uno y otro lado de dicho punto, Así, 
en el ejemplo de PEANO 4,=%*% u=xw.|x|, el wronskiano es 


£% ae a 
we 2% 2|x| 


para todo valor real de x, y sin embargo, las funciones un» Ya no son 
linealmente dependientes en cualquier intervalo que contenga el origen en 
su non pues para x>0 se cumple u(x)— us(x)=0, mientras que 
para x< 0 es u(x)+ u(x)=0. 

Por el teorema de identidad de las funciones analíticas (§ 44-1, b), 
esta anomalía no puede presentarse en las funciones desarrollables en 
serie de potencias, Otra condición necesaria y suficiente de dependencia 
lineal se da en el ejercicio 12, 


=0 


EJERCICIOS 


1. Si (z, y) verifica $(0,0)=0, y en el rectángulo R: [x|<a, 
|y |< b es continua y cumple la condición de LIPSCHITZ 


(*) |f(e Y)—f(x,y)] < k|Y —yl, (2, Y)eR, (x,y)eR, con k< 1, 


existe un rectángulo R': |x|<a', |y]| <b donde la ecuación p(x, y)=Yy 
admite una solución y= f(x) continua para |x| <a”, obtenida como ta 
mite de la sucesión de funciones: 


(**) y(x) = (x, 0) , ya(x) = lr, y(2)] 3 $...) 
Ya(x) = ble, ya la)1 , .. 
2. Demostrar que la solución f(x) del ejercicio 1 es única. 
3. Utilizando los resultados y notaciones de los ejercicios 1 y 2 de-. 
mostrar que si F(x,y) y F,(x,y) son continuas en R, y e , 0) =0, 


1,(0,0)%: 0, la ecuación Fis. y)=0 tiene en un intervalo lx|<a so- 
ivión continua única y = f(x) tal que f(0)= 0. 
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4. Diremos que un conjunto de puntos (%,,...,%x; Un, -.., Um) de 
Erm forma una rama V de la solución del sistema de funciones implí- 
citas definidas por [68-11], si se cumple: 1%) Es conexo ($ 64-5, y nota 
I, c); 2%) Para cada uno de sus puntos (4, ...,U.a; bi, ..., bm) existe 
un entorno de Enim donde no ocurre que dos distintos puntos de Enem 
sean correspondientes (tengan la misma proyección) de un mismo 
(%1, +. ., 2) de En; 3%) A cada entorno de (b,,...,bm) de Em corres- 
ponde un entorno de (4, ...,d,) en E, tal que cada punto del entorno 
de E, sea la proyección en E, de un punto de V en Enim que tenga 
por proyección un punto del entorno considerado en Em. Demostrar que 
en el teorema de'§ 68-2, si las funciones F, tienen derivadas parciales 
continuas, existe una sola rama V que: contiene el punto (s, ..., a; 
bis... bm), tal que está formada por puntos que cumplen las hipótesis 
del teorema y se prolonga hasta sus puntos frontera no pertenecientes 
a ella, caracterizados éstos por la anulación del jacobiano [68-12]. 


5. Aplíquese el ejercicio anterior a estudiar las ramas de las solu- 
ciones de: 1%) u?—uf—oa1—=0, 2442: —%e = 0; 2%) u4—ue=0 (com- 
párese con el caso anterior extendiéndola al campo complejo); 39) x* + 
+a?fyutm1=0, , 

6. Si las funciones [68-11] dependen de p parámetros c, ..., Cp Con 
valores correspondientes a los puntos de un recinto C, de E, de tal modo 
que en el teorema de § 68-2 se verifiquen las condiciones 2%, 4% y 5è de 
continuidad y diferenciabilidad respecto de un recinto de puntos (Xx, ...,%n; 
Ur, o» Um; C1 +». ., Cp) de Enmip cuya proyección sobre E, contenga C, y 
las condiciones 1% y 3% se verifiquen en (u ..., Qn; bu ..., dm) de Erm 
para todo (cı, ..., cp) de Cp; demostrar que para cualesquiera valores de 
(C1, - . ., Cp) correspondientes a todo dominio ($ 65-4, def. 4) contenido 
en Cp se obtienen las funciones 4y—f,(%,, ..., Un; Cary .»-., Cp) del teorema 
de $ 68-2 que además resultan continuas y diferenciables respecto de las 
u +p variables Xu ..., Un; Cu ..., Cp. 

7. Demostrar que no son independientes las funciones u= x/y, 
v=(x* —y?) / (14 y?) y hallar la relación que las liga. 

8. Demostrar que no son independientes las funciones u = x + y +2, 
v = £” + y? + 2? — ey — yz — zy, w=xwv py? y az —3xyz y hallar la re- 
lación que las liga. 

9. Demostrar que si todas las normales de una superficie 2 = z(x, y) 
cortan al eje z, la superficie es de revolución. 


10. Demuéstrense los teoremas enunciados en § 68-3, notas 1 y 2. 


11. Demostrar. la dependencia lineal de las funciones gcos’, 
recorte, xcos4x, x. 


12. Si las funciones u(x), ..., Un(x) son continuas en [a,b], y 
b 
re pone ln = f tau (e)a, es condición necesaria y suficiente para 


a 
su «dependencia lineal la anulación de su determinante de GRAM (cfr. 
8 60-5, nota 1, y Cap. XVII, nota II, a): 


G (Ur, ..., Un) = det < Ins? , (h,k =1,2,... 7). 


13. Demostrar que si 4,; son constantes, el wronskiano de las funcio- 
HOR Aur... Aint, (1=1,...,n) es: detii}. W (ui, >o., Un). 
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NOTAS AL CAPÍTULO XVIII 


I. Espacios topológicos y métricos. — a) La-Matemática y la Física 
modernas tratan siempre de obtener con la máxima generalidad posible 
los resultados buscados o las propiedades de los entes lógicos que estu- 
dian, haciendo para ello un análisis profundo tendiente a delimitar los con- 
ceptos primitivos y proposiciones fundamentales que forman los sistemas 
de axiomas y postulados sobre los que basan sus diversas teorías (§ 1-7). 

Analizar hasta qué punto las propiedades que atañen a los concep- 
tos dependen de las condiciones que definen a éstos y por tanto cuáles 
son las condiciones de que podemos hacer abstracción en el proceso de 
generalización de un concepto dado, servirá no sólo para dar valor más 
extenso a dichas propiedades, sino también hará comprender mejor el 
fondo último que entraña el concepto objeto del análisis. 

Los métodos matemáticos utilizados hasta hace unas cuantas décadas 
por los físicos se referían siempre al espacio euclídeo de tres dimensio- 
nes; MINKOWSKI primero, EINSTEIN después, les condujeron a utilizar 
los espacios riemannianos referidos a la noción de espacio-tiempo o 
punto de universo, utilizando cuatro o cinco dimensiones. Pero roto ya 
el hielo, los físicos han advertido que la teoría de los espacios abstractos 
leg permite razonar sobre elementos de naturaleza no especificada, pues 
to que importa son las propiedades expresadas formalmente, precisamente 
a la manera empleada en la teorías abstractas, para poder así prescindir 
en el razonamiento de la misma naturaleza incognoscible de los elementos 
estudiados. 

-Con ello se consigue también prescindir del apriorismo científico, in- 
cluso en la noción de espacio físico, cuya naturaleza se considera hoy 
condicionada por la experiencia. Actualmente la Geometría euclídea no 
tiene el valor absoluto que KANT le asignaba*: “Las proposiciones geo- 
métricas son'apodícticas, esto es, todas ellas se presentan con la certeza 
interna de su necesidad”. Muy al contrario se está con H. vVON HELMHOLZ, 
quien al hablar (1870) sobre el origen y la significación de los axiomas 
geométricos? ya afirmaba que la intuición del espacio euclídeo proviene 
de la noción de cuerpo sólido, abstracción física, y de la que se pasa 
naturalmente a la Geometría euclídea, RIEMANN también decía*: “Mu- 
chos sistemas diferentes de hechos pueden presentarse como suficientes 
para la definición de las propiedades métricas del espacio; así, las más 
importantes son aquellas que eligió EUCLIDES. Estos hechos son como to- 
dos los demás no necesarios, pero están de acuerdo con la experien- 
cia...”. Con esa misma experiencia que hoy EINSTEIN trata de mostrar- 
nos como más acorde, no con la Geometría euclídea, sino con esa otra 
que el mismo RIEMANN en intuición genial, creó el siglo pasado. 

La generalización del concepto de espacio euclídeo de tres dimensio- 
nes aplicada a conjuntos de entes que tengan propiedades parecidas a las 
«nenciales de éste, se hace de manera que pueda ser objeto de un Aná- 
lisis general, en el que se definan conceptos análogos a los conocidos de 
la teoría elemental de funciones y que conserven las propiedades que 
más interesen, según la aplicación que de ellos quiera hacerse. Así se 
hn visto que el espacio abstracto más general que pueda dar lugar a 
dicho estudio es un sistema en el que se determine la noción de “proxi- 
nidad” respecto de los entes que lo formen. 

A un conjunto de elementos de una misma naturaleza desconocida, 
o voluntariamente ignorada, se le llama, según FRÉCHET, clase abstracta, 
y Ins condiciones que en forma de axiomas se imponen a dichos elemen- 


1 Crítica de la razón pura (Parte 1%, Libro I, Cap. I, $ 3). 
Y Vortriga und Reden (T, 2, 4% ed., Braunschweig, 1896), 
3 Abhandl. d, Kin. Gesetlach, d. Wissenach. Góttingen, vol, 13 (1867). 
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tos y entre los que figuran como fundamentales los que introducen la 
proximidad, determinan diversas categorías de espacios ubstractos. 

Se obtendrán “ejemplos”, “interpretaciones concretas” ($ 1-8), “apli- 
caciones” o “casos particulares” de un determinado espacio abstracto, si 
se toma como “punto” de dicho espacio el elemento de una clase concreta 
de entes matemáticos (funciones, vectores, elementos o figuras geométri- 
cas, series, grupos de números, etc.) siempre y cuando se puedan definir 
los conceptos y demostrar las proposiciones que introducen aquellos axio- 
mas referidos a la clase concreta de entes matemáticos: tomados como 
“puntos” (cfr. $ 1-8). 

b) La noción de proximidad puede introducirse previamente a la de 
distancia y aun sin necesidad de que ésta exista; así puede efectuarse 
mediante la noción de entorno (abierto o cerrado). 

Un espacio topológico E (HAUSDORFF) consiste en un conjunto I de 
elementos llamados puntos de E y una familia Q de subconjuntos G de I 
que llamaremos conjuntos abiertos de E, tales que cumplan las siguien- 
tes condiciones (tomadas como axiomas en el concepto ubstracto) : 

H.) El conjunto vacío GQ y el total I pertenecen a Q, es decir 
OEN, IeQ. 

Ha) Si GQ, GQ también pertenece a Q su intersección Gr” Gse(). 

H.) La unión de una familia cuálquiera de conjuntos G pertenecien- 
tes a Q es un conjunto perteneciente a Q. 

H,.) Si los puntos ael, bel son distintos, a+ b, existen simpre con- 
juntos GaN, GQ tales que aeGa, beGs y que además sean disjuntos, 
es decir Ga^° G= @. 

El establecimiento de la familia Q efectúa la topologización del con- 
junto 1 para convertirlo en un espacio E. 

Todo conjunto abierto G que contenga el punto a se llama entorno 
de a. Una base es una familia (mn de conjuntos abiertos tal que para 
todo aI y cualquier entorno G de a, existe un conjunto BeQ. tal que 
aeB(<)G. 

Si se toman como conjuntos abiertos los que se han definido métri- 
camente en el espacio euclídeo E, ($ 64-4, nota 2), se demuestra fácil- 
mente que éste es un caso particular de espacio topológico, es decir, se 
cumpien entonces como teoremas logs axiomas de HAUSDORFF, 

Obsérvese que (Hs) no implica que cualquier familia (infinita) de 
conjuntos G tenga una intersección perteneciente a Q. Por ejemplo, para 
la interpretación concreta constituída por la recta euclídea, la familia 
de intervalos 4(—1/m, 1/n)| con n número natural cualquiera, tiene co- 
mo intersección el origen, que no es un conjunto abierto. 

En el espacio topológico abstracto E, se define el conjunto cerrado 
W(<)I como el complemento (Cap. I, nota I) de uno abierto, es decir, 
por definición es F cerrado si CF = I — FeQ. Los conjuntos vacíos @® 
y total 1 son a la vez abiertos y cerrados (Hl). 

Por las leyes dualítivas del álgebra de conjuntos (Cap. I, nota I), la 
intorsección de una familia cualquiera de conjuntos cerrados, es un con- 
junto cerrado (cfr. Hs), mientras que la unión de un número finito de 
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado (cfr. Hz). La topologización 
del espacio puede hacerse dualmente mediante familias de conjuntos ce- 
rrados en lugar de abiertos. Obsérvese que puede ocurrir que la unión 
do una familia infinita de conjuntos cerrados no sea cerrada; por ejem- 
do, en la recta euclídea, la unión de la familia de intervalos cerrados 
Mim; 1h con n número natural cualquiera, es el intervalo semice- 
rrado (0; 

Dado un pubeomiuabs cualquiera X(<)I, por definición se llama 
clensura de X, y se designa por X, a la intersección de todos los con- 
Juntos cerrados Y que contienen X. Por tanto, siempre X(<)X. La 


[routera do X, designada por frX, se define por la fórmula fr X= 


C. XVIII -I ESPACIOS TOPOLÓGICOS Y MÉTRICOS 179 


=X-I—X. Es fácil demostrar que_ X-frX= =X, basándose en las 
definiciones a anteriores, pues X~ X- I—X)=X- (X- TX) (SIX; 
X (X- I—X)(2)X- [X- (I—X)]=X-[X-(1—X)]=X-1=X ; 
(cfr. Capítulo I, nota I). 

El interior X° de X se define por el conjunto de puntos pertene- 
cientes a X que no pertenecen a su frontera, es decir: 


X° = X — (X frX). 
Acaso sería más simétrico definir el interior como el máximo abier- 


to contenido en X, es decir X° = U G. Ambas definiciones son 
G(S)X 

equivalentes, porque si | G(E)X >I—G(=)I—X y por ser cerrado 
I—G, será I—G(=)TI—X(=)MrX y por tanto G(<)X—(X 7 fr X). 
Por otra parte, X —(X”frX) es abierto, pues su complemento (I—X). 
-frX =[(1—X)-X]-1=X=I—X es cerrado. (Es (I—X)-X(=) 
(2) (1—X)-X=1). 

Para todo conjunto abierto G es G° =G, pues I — G =I —G por 
ser I—G cerrado, de donde 


GrirG=G-"(G-TI—=G)=G"[G-"(1—G)]=G-(1—G)=0 
Dos conjuntos X é Y se llaman no rampantes, si ningún punto de 


uno de ellos pertenece al interior del otro, es decir, si (X “ Y*).(X*” Y)= 
= 0, aun cuando puedan tener comunes puntos frontera. 


c) Si un conjunto X de un espacio topológico abstracto E es la unión 
de dos subconjuntos A y B no vacíos tales que ningún punto de uno de éstos 
pertenece a la clausura del otro, es decir, X=A.B, AY*Q, BXYO0, 


(A ` B)- (A- B)=0, entonces diremos que A y B constituyen una se- 
paración de X, escribiendo X =A |B. Un conjunto X de E se llama 
por definición desconexu si existe alguna separación X =A | B. En caso 
contrario, se llama conexo. Por ejemplo en el plano euclídeo, dados dos 
círculos tangentes exteriormente, si consideramos sus interiores, tendre- 
mos un conjunto desconexo, pero basta agregar el punto de contacto para 
tener un conjunto conexo. 

Se llama componente de X a un conjunto A(<)X tal que A sea 
conexo sin ser parte ($ 1-1) de otro conjunto conexo incluído en X. 
Si A y B son ambos componentes distintos de X, debe ser A”"B=0. 

El conjunto X se llama totalmente desconexo, si cada componente 
de X se reduce a un punto. Por lo tanto, los conjuntos formados por 
un solo punto, y sólo ellos, son a la vez conexos y totalmente desconexos. 

Un espacio topológico E se llama localmente conexo, si para cada 
conjunto abierto G de E, toda componente de G es un conjunto abierto. 

Se llama recinto a un conjunto abierto y conexo, según ya vimos 
en $ 64-5. Como allí, a la clausura de un recinto se le llama recinto 
cerrado o, más brevemente, dominio, En el plano euclídeo, si la frontera 
de un recinto acotado tiene una sola componente, el recinto es simple- 
mente conexo. En el plano euclídeo, el orden de conexión es igual al nú- 
mero de componentes de la frontera del recinto, si éste es acotado (cfr. 
$ 64, ejercicios 12 a 15). 


d) Si a cada par de elementos a y b distintos o coincidentes de 
un espacio topológico se le puede asignar un número real finito o(a, b) 
que cumpla los axiomas de la distancia: 

Dı) La distancia q(a,b) es un número real finito correspondiente a 
cada par de puntos del espacio, que es nula cuando y sólo cuando ambos 
puntos coinciden a= b. 

D) o(b,c) < oọla,b)+ọ(a,c) para puntos a, b, c cualesquiera del 
espacio (condición triangular), 
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se dice que el espacio es metrizable y cada distancia así introducida de- 
fine un correspondiente espacio métrico. Éste queda ya en principio es- 
tructurado por la noción de distancia que se considere, pues mediante ella 
puede definirse el entorno y de ahí llegar al concepto de punto interior, 
conjunto abierto, cerrado, clausura, etc., como se ha hecho en el § 64-4 
siguiendo la teoría clásica. , 

De los postulados D,) y D») se deducen fácilmente los dados en 
S 64-4. En efecto, para c=b en D»), teniendo en cuenta D,), se obtiene 
0 77 20(a,b), es decir, la distancia es un número no-negativo. Prr otra 
parte, para c=a en D;), teniendo en cuenta D,), se obtiene 0(b, a) < 
< 0(a,b), válida para todo par, y por tanto, aplicada al par b, a, da 
v(a,b) < o(b,a), de donde con la anterior se obtiene la condición de 
simetría o(a, b) — o(b,a). 

El espacio euclídeo ($ 64-4) es un espacio métrico de distancia dada 
por [64-4]. En efecto, es inmediato ver que se cumple el axioma D,) de 
la distancia. Se cumple también la condición triangular D.), porque po- 
uiendo u: = &: — bi, v;i = a —a; (i=1,2,...,2), nunca es negativo el 
trinomio de segundo grado en 2: 


0 Ss > Qui +0) —= Sw? + 2.3410 + NO, 
de donde su discriminante debe ser 
(Xuv)? — (Su) (Sw) S< 0 , 

llamada desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ (Cap. XVII, nota Il, b). 

Por consiguiente, 

S(Uu +0)? < Yu! + 30 + 2V (3) Qu) = (Via? + Vivi)? 

y de aquí resulta 

o(b,c) = V$ (u Fv)? < Vieué + Vio? = o(a,b) + o(a,c) , 


como queríamos demostrar. Obsérvese que además se da en < el signo 
:. cuando y sólo cuando existe algún valor de 2% que haga 


S (uu +vw)=0, 


es decir, sea c; = (1+ ìà)a:— ìb; (i=1,2,...,1), equivalente a que los 
puntos a, b, c estén en línea recta ($ 64-4). 

En el espacio cuyos puntos son sucesiones Xx =(%1, %2, ..., Yn, - + -) de nú- 
meros reales o complejos tales que las coordenadas x; forman una serie 
ahsolutamente convergente, puede definirse la distancia mediante 


00 
olab)= © la-—bil, 


por culuplir los axiomas Di) y D:). Sin embargo aquí, el origen de 
coordenadas 0—(0,0,0,...) y los puntos unidad u =(1,0,0,...), 
ur (0,1,0,...) vo están en línea recta [64-5], y sin embargo 
0(0,u) + 0(0, us) — 0(u,, uz). 

listo no ocurre en el importante espacio concreto de HILBERT, cuyos 
puntos son sucesiones x=(%,,%3, ...,%n, -..) de números reales o comple- 
lus ndes que la serie 


00 
S las 


i=l 
couverja v donde la distancia se define por o(a. b) = + V» | as — di l*, 
por ser ello natural generalizacićn a infinitas dimensiones del espacio 
cuchdeo E, (cfr. $ 96). 


e) Dados dos conjuntos X y X*, se establece una tranaformación 
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univoca, aplicación o representación x*— T(x) de X en X*, si a cada 
punto xeX se le hace corresponder un solo punto imagen T(x)=x*eX*. 
Puede T hacer corresponder a puntos distintos xs y Xə de X una misma 
imagen en X* y no todo punto de X* debe ser necesariamente imagen 
de algún punto xeX. Respecto de un conjunto A(<)X, designa T(A) la 
imagen de A (es decir, el conjunto de las imágenes de los puntos de A) 
obtenida en X* por la transformación T. Respecto de la transformación 
T. se llama conjunto inverso T*(A*) de A*(<)X*, al conjunto de pun- 
tos xeX para los que T(x)eA*. Si A* tiene un solo punto x*, entonces 
T”*(x*) es el conjunto inverso o preimagen del punto x*. 

Dados dos espacios topológicos E(I,Q) y E*(1*,0*) y una transfor- 
mación unívoca T(I) (<)I*, se llama T continua en el punto ael, si para 
cada conjunto abierto G*eQ* que contenga el punto T(a), existe algún 
conjunto abierto Ge() tal que asG y T(G)(<)G* (cfr. $ 24-6). 

Si T es continua en todo punto de E, entonces T se llama continua 
sobre E. Una transformación T(1)=1I* se llama topológica o se dice 
también que es un homeomorfismo (POINCARÉ), si T es biunívoca ($ 2-8) 
y por tanto T*(I*)—I es también biunívoca, y además T es continua 
sobre E y T” es continua sobre E*. Si respecto de dos espacios topoló- 
gicos puede establecerse algún homeomorfismo T(I)= I*, entonces y sólo 
entonces se dice que ambos espacios son homeomorfos. El homeomorfismo 
es una relación de equivalencia ($ 1-5), es decir, es una relación binaria 
(entre espacios topológicos) que es reflexiva, simétrica y transitiva. 

El intervalo cerrado lineal 1 formado por los números reales x tales 
que a<x<b con la distancia 0(x,, 0:)=|x,—ox.2|, es un espacio topo- 
lógico (métrico). Un espacio topológico cualquiera homeomorfo con el 
intervalo cerrado lineal I se llama arco simple de JORDAN (definición 
que generaliza la incluída en $ 29-2). El arco simple y =T (I) tiene por 
extremos los puntos T(a) y T(b), independientes del homeomorfismo T 
elegido para transformar I en y, extremos que según el orden en que 
se tomen fijan una u otra orientación del arco simple y. 


II. Lema de Borel: espacios compactos. — a) En el espacio euclídeo 
E, subsiste el lema de BOREL enunciado con las mismas palabras emplea- 
das para los conjuntos lineales (Cap. VI, nota III) y demostración aná- 
loga por el método de la dicotomía adecuadamente adaptado a varias 
dimensiones (§ 64-4, nota 3). 


En los espacios topológicos abstractos de HAUSDORFF (nota I), se 
toma el lema de BOREL como definición axiomática de los espacios com- 
pactos (según KURATOWSKI). 


Dado un conjunto X(<)I del espacio topológico E, se llama cubri- 
miento abierto de X a una familia {G} de conjuntos abiertos G de E 
tal que para cada punto xeX existe al menos un entorno GeG) tal que 
xeG. Si la familia {G} consta sólo de un número finito de G el cubri- 
miento abierto se llama finito. 


El conjunto X del espacio topológico E se llama compacto cuando 
todo cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento finito. El es- 
pacio mismo E(I,Q) se llama compacto cuando esta condición se cumple 
para X=I. l 

El intervalo lineal cerrado a <x<b es un espacio topológico (mé- 
trico) compacto (Cap. VI, nota III), mientras que el intervalo lineal 
abierto a< x<b es un espacio topológico (métrico) no compacto, am- 
bos con la distancia ọ (z, £a) = | 21 — Le |. 

El espacio euclídeo E, (sin puntos impropios) no es compacto, En 
cambio, todo conjunto cerrado y acotado del espacio euclídeo E, es com- 
pacto (lema de BOREL). Como esta propiedad es la base de las principa- 
les consecuencias referentes a los conjuntos cerrados y acotados (Cap. 
VI, nota III), en topología general, donde la noción de acotación no 
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tlenc sentido, el conjunto compacto reemplaza al acotado cerrado del es. 
pacio ordinario. 

Un conjunto X del espacio topológico E se llama un contínuo cuando 
es compacto, conexo y tiene por lo menos dos puntos distintos. Algunos 
aulores sustituyen la última condición por la de ser no vacío y entonces 
cl conjunto formado por un solo punto es también un continuo, 

En los espacios compactos puede simplificarse la definición de ho- 
mcomorfismo (nota 1); en efecto, en espacios topoiógicos cualesquiera, si 
la transformación T(X)=X* es biunívoca y continua sobre X y ade- 
más X es compacto, entonces X —T”*(X*) es también continua. Para X 
vo compacto, la conclusión puede no subsistir, aunque X* sea compacto; 
por ejemplo, si consideramos que X está constituído por <0 y *=1, 
con los entornos formados por la intersección de X con los de la recta 
cuclídea real y lo transformamos en el X* constituído por el segmento 
0<yS<l, con entornos también de la recta euclídea real, mediante la 
transformación biunívoca y continua T dada por y=*" si x<0, y=0 
si x=1, vemos que en cambio T”* no es continua (nota I). 


b) Otros autores, siguiendo a FRÉCHET, en lugar de partir de la no- 
ción de entorno como hace HAUSDORFF (nota I), parten de la relación de 
acumulación, mediante la atribución a cada conjunto X de un derivado 
X’ (cfr. § 64-4, nota 2) con correspondencia que satisfaga a propieda- 
des axiomáticas que definan así implícitamente el concepto de espacio 
topológico. Por ejemplo, ellas son: 19) X’ -Y’=(X-~ Y)’; ; 29) el deri- 
vado del conjunto formado por un solo punto es vacío; 39) X”"(<)X', 
donde X” es el derivado de X’. Éste es el llamado por FRÉCHET espacio 
topológico accesible. 


Estas propiedades son duales de las siguientes de la clausura X de 


un conjunto: X (nota 1): 19) X-Y=X-Y; 2%) la clausura del con- 
junto formado por un punto es "el mismo conjunto; 3%) X= X, donde X 


es la clausura de X. Éstos son los axiomas de clausura que sirven a 
KURATOWSKI como punto de partida de la Topología. 


En la escuela de FRÉCHET se define la compacidad tomando el teo- 
rema de BOLZANO- WEIERSTRARS ($ 64-4, nota 3) como definición ca- 
racterística (o axiomática). Así, un conjunto X del espacio E se llama 
compacto (en E) si cualquier subconjunto infinito de X tiene un punto 
du acumulación (punto de E) que puede pertenecer o no a X, (Por 
ojemplo X =41/m+ con n número natural cualquiera no es compacto en 
cl espacio métrico 0<x<1, pero sí lo es en el espacio métrico 
0 “+ < 1, con distancia en ambos dada por Q(X; £2) = | xı — %2 |). Esta 
noción reemplaza a la de conjunto acotado del espacio ordinario., La co- 
rrespondiente a la de conjunto acotado y cerrado es la de conjunto com- 
pucto en sí para el que se exige que el punto de acumulación pertenezca 
nl mismo conjunto X. Entonces, para los espacios métricos se cumple el 
lena de BOREL, y así en los espacios métricos el conjunto compacto en sí 
de FRÉCHET equivale al compacto de KURATOWSKI. Ello no ocurre en un 
espacio topológico general y por ello la relación de acumulación se com- 
plien con consideraciones sobre la potencia o número cardinal (Cap. II, 
uota TI) del conjunto acumulante. FRÉCHET dice que X es un conjunto 
perfectamente compacto (en sí) si para todo subconjunto infinito C de 
X existe un punto (de X) tal que el interior de cada uno de los entornos 
de este punto contenga un conjunto de puntos de C con la misma poten- 
cia que X. Y así la condición necesaria y suficiente para que X cumpla 
ei lema do BOREL (sea compacto en el sentido de KURATOWSKI), es que 
ron perfectamente compacto en sí en el sentido de FRÉCHET. 


JIT. Bibliografía. — 1. Las obras citadas en el volumen 1 sobre cáleu- 
lo infinitesimal abarcan también, en general, e) estudio de las funciones de 
vnavins varinbles. A cellas nos hemos referido en el Cap. VI, nota VI, y Cap. 
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IX, nota VIII, Recordamos en especial los textos de J. REY PASTOR (Ele- 
mentos de la teoría de funciones, 3% ed., 1953), COURANT, VALLÉE- 
POUSSIN, SEVERI, LEVI, VALIRON, GOURSAT, GRAVES, SAGASTUME y HOBSON. 

En la 2% edición del volumen I se han agregado además las siguien- 
tes citas: 

Abarcando desde el número real hasta integrables dobles: 

J, ABDELHAY: Curso de análise matemática, (2 vols., Univ. Brasil, 
Río de Janeiro; 23 ed., 1953); 
la extensa y muy difundida obra: 

H. v. MANGOLDT (refundición de K. KNOPP): Einführung in die ho- 
here Mathematik für Studierende und zum Selbstudium. I. Zahlen, Funk- 
timen, Grenzwerte, analytische Geometrie, Algebra, Mengenlehre; II. Dif- 
ferentialreehnung, unendliche Reihen, Elemente der Differentialgeometrie 
und der Funktionentheorie; ILI. Integralrechnung und ihre Anwendungen, 
Funktionentheorie, Differentialgleichungen (Hirzel, Stuttgart; 9% ed., 
1948) ; 
la didáctica y adaptada a programas modernos: 

A. DuUscHEK: Vorlesungen über höhere Mathematik (vol. 1, 3% ed., 
1960; vol. II, 2% ed., 1958; vol. III, 22 ed., 1960; Springer, Viena); 
la excelente obra de tratamiento meticuloso del Análisis infinitesimal clá- 
sico, resaltando los aspectos teóricos, con cuyo propósito deja casi total- 
mente de lado las aplicaciones, pero con abundancia de ejercicios y ejem- 
plos de naturaleza estrictamente matemática: 

A, OSTROWSKI: Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung 
(I. Funktionen einer Variablen, 2% ed., 1960; II. Differentialrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Variablen, 28 ed., 1960; III. Integralrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Variablen, 1954; Bikhauser, Basilea); 

y el completo y extenso tratado: 

G. HAUPT, G. AUMANN y C. PAUC: Differential- und Integralrechnung 
unter besonderer Berücksichtigung neuerer Ergebnisse (W. de Gruyter. 
Berlín; vol. I, 23 ed., 1948; vol. II, 2% ed., 1950; vol. III, 1954). 


2, Otro curso moderno de iniciación universitaria es: 


F. TRICOMI: Lezioni di Analisi Matematica; Parte 1? (6% ed., 1948); 
Parte 2% (4? ed., 1939); Esercizi e Complementi (1949; CEDAM, Padua). 

Obra que contiene mucho material moderno en forma muy condensada 
y casi telegráfica, con notaciones no usuales, es: 

G. AUMANN: Reelle Funktionen (Springer, Berlín, 1954). 

Obra original por su innovación conceptual al efectuar la distinción 
entre magnitud variable (función real definida sobre un conjunto arbi- 
trario) y función de variable de WEIERSTRASs (función real definida so- 
bre el conjunto de los números reales), escrita como curso de iniciación 
universitaria, es: 

K. MENGER: Calculus, a modern approach (22 ed., Illinois Institute 
of Technology; Chicago, 1953). 

Superando los cursos intuitivos, pero prescindiendo demasiado de toda 
motivación de ese tipo, se logra, mediante la sistemática introducción de 
la continuidad y diferenciabilidad uniformes, un tratamiento riguroso y 
no difícil para una amplia clase de funciones, en la obra: 

R. L. GOODSTEIN: A text-book of Mathematical Analysis. The unt- 
form calculus and its applications (Clarendon Press, Oxford, 1948). 

Los cursos comunes que se siguen en Norteamérica para la gradua- 
ción suelen caracterizarse por su superficialidad, con lo que no tratan de 
abrir horizontes que eleven a los mejores alumnos de la común mediocri- 
dad, y no intentan, como los europeos o los mismos norteamericanos diri- 
gidos a los postgraduados, de mirar más a la selección que al número y 
aspirar más a la elevada formación que a una adocenada instrucción. 
Entre los más correctos, para la iniciación universitaria y llegando hasta 
la derivación parcial e integrales múltiples, pueden citarse: 
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G. B. THOMAS: Calculus and analytic geometry (2% ed., Addison-Wes- 
loy, Cambridge, Mass., 1953; con edición reducida a Calculus, 1953) ; 

J. F. RANDOLPH y M. Kac: Analytic geometry and calculus (Mac- 
millan, 1946). 

A éstos siguen los cursos de “cálculo avanzado” que comprenden de- 
rivación parcial, análisis vectorial, geometría diferencial, integrales múl- 
tiples y curvilíneas, trascendentes eulerianas, series de FOURIER y temas 
suplementarios como cálculo de variaciones o transformación de LAPLACH. 
Un texto que se distingue por su rigor completamente satisfactorio y la 
extrema precisión de enunciado y demostración de los teoremas es: 

D. V. WIDDER: Advanced Calculus, (Prentice-Hall, Nueva York, 1947). 

Otros muy reputados son: 

Le X KAPLAN: Advanced Calculus, (Addison-Wesley, Cambridge, Mass., 
1952); 

y los dos siguientes con numerosos ejercicios e indicaciones para su reso- 
tución, de los cuales el segundo está orientado hacia las técnicas de 
cálculo de interés en las aplicaciones, dejando de lado demostraciones y 
cuestiones de fundamentación tratadas en el primero, al cual hay fre- 
cuentes referencias: 

PH, FRANKLIN: A treatise on advanced calculus, (Wiley, Nueva 
York, 1940); 

PH. FRANKLIN: Methods of advanced calculus (McGraw-Hill, Nueva 
York, 1944). 


3. Sobre teoría de conjuntos y espacios abstractos están las obras 
do HAUSDORFF, FRAENKEL y HAHN citadas en Cap. IX, nota VIII. Expo- 
sición muy completa y original de topología conjuntista contiene el mo- 
numental tratado de BOURBAKI (citado en Cap. I, nota IV, 9). 

Es clásico el texto crítico como repertorio de resultados obtenidos 
con abundante bibliografía hasta la fecha de su publicación, ya lejana 
para el tema tratado: 

M. FRÉCHET: Les espaces abstraits (Gauthier-Villars, París, 1928). 

La obra más importante sobre topología conjuntista, que cubre un 
material inmenso en orden lógico estricto, con bibliografía abundante, ex- 
celente para referencia y también como texto (no apropiado para princi- 
piantes) es: 

C. KURATOWSKI: Topologie; I. Espaces métrisables, espaces complets 
(2% cd., 1948); II. Espaces compacts, espaces connexes, plan euclidien 
(2% ed., 1952; Monografje Matematyczne, nœ. 20 y 21, Varsovia). 

Obra más incompleta es la de 

W. SIERPINSKI: General topology, (Univ. Toronto, 1952). 

Del mismo autor, trata de topología como capítulo de la teoría gene- 
ral de conjuntos una parte del libro: 

W. SIERPINSKI: Algèbre des ensembles, (Monografje Matematyczne 
u? 283, Varsovia, 1951). ea 

Exposición muy general y abstracta, no adecuada para principian- 
Lon, CB: 

G. NÖBELING: Grundlagen der analytischen Topologie (Springer, Ber- 
lín, 1954). 

Es la primera parte de un excelente tratado autocontenido de carác- 
tar elevado y extremadamente general sobre espacios vectoriales topológi- 
cos, y contiene importantes resultados nuevos en un estudio muy detallado 
do los cuerpos conmutativos valuados, la obra: 

lL. NACHBIN: Espaços vetoriais topologicos. 1. (Notas de Matem., 
n” 4, Boffoni, Río de Janeiro, 1948). S 

A espacios lineales se dedica el libro V: Espaces vectoriels topologi- 
quen, de la 1% parte de la obra de BOURBAKI (citada en Cap. I, nota IV, 9) 
dol que se han publicado los dos primeros capítulos (Act, Scient. et Ind., 
n? 1189; THermann, París, 1953); sobre el mismo tema es clásica la céle- 
bre obra do 
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S. BANACH: Théorie des opérations linéaires (Monografje Matema- 
tyczne, n° 1, Varsovia, 1952; Chelsea, Nueva York, 1955). 

Una lúcida y concisa exposición, apropiada para lectores con pocos 
conocimientos matemáticos, conteniendo cuestiones sobre conjuntos, topo- 
logía, probabilidad y medida referidas a la recta real es 

E. e Éléments de la théorie des ensembles, (Albin Michel, Pa- 
rís, 1949). 

De un tipo aún más elemental son los libritos de FAVARD y VERRIEST 
(citados en Cap. XVII, nota V, 7). 

Orientada a dar un fundamento general al “análisis moderno”, simi- 
lar en sus propósitos a los dos primeros capítulos del libro III (Topologie 
générale) de la obra de BOURBAKI (citada en Cap. I, nota IV, 9) es la 
obra de orientación moderna y tratamiento refinado, con valiosa colección 
de ejercicios: 

J. L. KELLEY: General topology (Van Nostrand, Toronto, 1955) ; trad. 
al castellano: Topología general (Eudeba, Bs. As., 1962). 


4. Una obra completa, dedicada tanto a la topología conjuntista co- 
mo a la combinatoria es 

P, ALEXANDROFF y H. HoPF: Topologie. (Springer, Berlín, 1935; Ed- 
wards, Ann Arbor, 1945). 

La topología combinatoria está también muy bien tratada en el libro 
de estilo claro y detallado: 

H. SEIFERT y W. THRELFALL: Lehrbuch der Topologie (Teubner, Leip- 
zig, 1934; Chelsea, Nueva York, 1947), traducción castellana: Leeciones 
de topologia (Instituto Jorge Juan, Madrid, 1951). 

Más concisos y abstractos son los siguientes, de los cuales el segundo 
complementa al primero: 

LEFSCHETZ: Algebraic topology, (American Math. Soc., Nueva 
York, 1942) ; 

S. LEFSCHETZ: Topics in topology, (Annals of Mathematics Studies, 
n? 10; Princeton Univ, Press, 1942). 

Del mismo autor existe el didáctico texto, que con un mínimo de me- 
dios auxiliares resuelve los problemas y obtiene los teoremas que son 
típicos e importantes en la topología y sus aplicaciones: 

S. LEFSCHETZ: Introduction to topology, (Princeton Univ. Press, 
1949). 

Clara y elemental introducción es la de 

L. S. PONTRIJAGIN: Foundations of combinatorial topology, (Graylock, 
Rochester, N. Y., 1952). 

Algo más extensa es: 

K, REIDEMEISTER: Topologie der Polyeder und kombinatorisohe Topo- 
logie der Komplexe, (Akademische Verlag, Leipzig; 2% ed., 1953). 

Conteniendo una exposición completa de la nueva teoría axiomática 
de la homología está la importante obra de 

S. EILENBERG y N. STEENROD: Foundations of algebraie topology, 
(Princeton Univ. Press, 1952). 

Entre las obras de entretenimiento y divulgación que tratan temas 
de topología, tan adecuados a este objeto, están: 

W. W. Rouse BALL: Mathematical recreations and essays. Revised by 
H. S. M. COXETER, (Macmillan, Nueva York, 1947); 

D, HILBERT y S. COHN-VOSSEN: Anschauliche Geometrie, (Springer, 
Berlín, 1932); traducción inglesa: Geometry and the imagination, (Chel- 
sea, Nueva York, 1952). 

Es también curioso y fascinante el libro siguiente que da instruccio- 
nes para construir modelos en papel, cartón, madera flexible, plástico, 
alambre o metal: 

H. M. CUNDY y A. P. ROLLETT: Mathematical models, (Clarendon 
Press, Oxford, 1952); 
basado sobre todo en el completo tratado de 

H. S. M. COXETFR: Regular polytopes (Methuen, Londres, 1948). 


CAPÍTULO XIX 


FÓRMULA DE TAYLOR EN VARIAS VARIABLES 


$ 69. DERIVACIÓN SUCESIVA Y FÓRMULA DE TAYLOR 


1. Derivación sucesiva. — Si Í(x,Y, ...,w) admite deriva- 
das parciales en todos los puntos de un recinto y éstas admi- 
ten a su vez derivadas parciales, las nuevas funciones‘ así de- 
finidas se llaman derivadas segundas de f; las derivadas de 
éstas se llaman derivadas terceras de f, etc. Si es n el número 
de variables, hay n derivadas primeras, n? segundas, n? terce- 
ras, etc., números que se reducen bajo ciertas condiciones, por 
ser iguales varias de ellas, como pronto veremos. 

Refiriéndonos especialmente al caso de dos variables, las 
derivadas segundas de u = f(x,y) en el punto (£o, Yọ) se re- 
presentan por esta notación: 


fez (£o, Yo) , Leylto Yo) » Íurlto, Yo) , fyllo Yo) , 


y al variar el punto, las funciones derivadas segundas (que 
suelen llamarse brevemente derivadas segundas, sin peligro de 
confusión con los valores numéricos en el punto (x, y) ), se de- 
signan así: 


A A E e, 
ý ax 10% dx? 01? 
o [of af au 

fa (x,y) = Em (5) R a Usy » 

a 
? ax \ dy 0y0x 0y0x 

0 la) rr j 
dy \ dy oy? oy? 


donde se ha empleado la notación de JACOBI para derivadas 
primeras y segundas en los miembros intermedios. En lugar 
de f» Ó Us. se emplean también fa, uz. 

Si las variables independientes son x, Y, 2, las derivadas 
segundas serán: 


Uz» , Uwm  UÚzz , Uyw , Uym » Uya ». eoo 
y las terceras: 
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i = | of y _ f(x,y,z) _ Pu 
e delos dz? qa? 
neos 2| i) _ f(x,y,z) _ u 
S dy \ a] axr?dy dy ? 
z >| 92f ) _ f(x,y,z) _ u 
“HE az \aLðy 0x0ydz dxroyoz ” 
ete. 
Para el caso de más variables convendrá designar éstas 
POr Xi, La, ..., Y, y emplear las notaciones: 
Lis Li2 L21, -.-, Ínn o bien Us, Urz, «--, Unn 
fiiis fii, fiia, ..., Ênnn O bien Us, Urrz, Uria, --->» Unn: 


EJEMPLO. Calculemos las derivadas parciales segundas de la función 














x’ xy? 
f(s, y) =- t 18 * 
2f 2x P a 1 ] AY 
naa”. "mm 8 
A4_ A E OS a e 
y 6 "TAB a 6 


El ejemplo anterior nos muestra que para ese caso particular es 
fa = fsz; esto, como veremos ($ 69-2), no ocurre siempre. 


2. Conmutabilidad de la derivación sucesiva. — Para una 

función poco sencilla, tal como 
u = 6xty? — Tay + Bey , 
sus derivadas primeras 
Us = 187%y? — l4xy + 5y3 , w = 12r3y — Ta? + 1bxy* 
son a primera vista lo bastante distintas para impedirnos pre- 
ver la igualdad de las derivadas segundas cruzadas: 
Uzy = 3612%y — 14% + 154? = uy. 


Sin embargo, ésta se hace plausible si consideramos las di- 
ferencias segundas. De igual modo que la derivada segunda en 
funciones de una variable es caso particular del límite de un 
cociente incremental (Cap. XII, nota I, d), veamos la relación 
existente entre las derivadas segundas de f(x,y) y las dife- 
rencias 

[Af (£o Yo) = f (to +h, Yo) — f (£o Yo) , 
l Af (£o, Yo) = f (To, Yo + k) — f (zo, Yo) , 


[69-1] 

Anf = A (Af) = [f (£o + h, Yo + k)— f (to Yo+ k)] — 
— [f(zo + h, Yo)— Í (Lo, Yo)] , 
| Svaf = As(4 f) = [f (zo +h, Yot k)—f(zo + h, Yo) ] —- 
— [f£ (Lo, Yo + k)— f (zo, Yo)]. 
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Salta a la vista la igualdad 
169-2] Asyí (Lo, Yo) = Aysf (Lo, Yo) , 
y el significado geométrico de ambos miembros es éste: suma 
de valores en dos vértices opuestos del rectángulo de incremen- 
tos menos suma en los otros dos. 
Aplicando el teorema del valor medio ($ 35-1) resultan es- 
tas expresiones: 
[69-3] f Ay (Af) = k[fy (£o + h, Yo + 82k)— fy (£o Yo + 82k) ], 
As (Af) = hlf: (xo + 89ih, Yo + k)— fz (xo + 8h, Yo) ], 
0<0<1 , (1 = 1,2), 
suponiendo solamente la existencia de derivadas primeras, pero 
no sólo en el punto (%o, Yo), sino también en un entorno U de 
él o más estrictamente en el respectivo segmento paralelo a los 


ejes coordenados que pasan por (%., Yo) ; según sean las nuevas 
hipótesis que introduzcamos, resultan importantes teoremas. 


TEOR. 1 (LLORENTE*). HIP. a,) Existen números positivos K y H tales 
que para [k|<Kyl|h|<H existen f,(%o, Ya + k) Y (xo + h, Yo); 

Bı) Si es AF el valor común de [69-2], existe 

Af 

69-4 lim T— =A; 
[ ] (h,k) >0 hk 

Tesis: Existen y son iguales 
[69-5] Lor (%o, Yo) = fys (Xo, Yo) = A, 

En efecto, recordemos que cuando existe límite doble y existe el lí- 
mite interior del sucesivo, entonces existe el límite sucesivo exterior y 





coincide con el límite doble ($ 65-2, nota 1). Apliquémoslo a lim DE 
(h, tk) >0hk 
1 , AX ; Aria i 
= lim ql lim T| pues por a,) existe el límite interior: 
k>oKklrnz>0 R 
A? AJA 
o A E AA 
h=>0 h h>0 
ii pe + h, yo + k) — Í(%o, Yo + k) Í(Xo + h, ya) — f(x, w | 
nn | === m 01 804 G M 
h— 0 h h 
= f(X Yo + k) — f.(%o, Yo), de donde existe: 
Sitea i Pc IO E o Y 
k>0 k 


= lim ai lim | =A 
k—=0 k h — 0 h 
Del mismo modo, aplicando la última [69-1], de +.) y $ 65-2, nota 1, 
obtenemos que existe 


fu(x%o + h, Yo) — f,(%o, Yo) na 


fpr (čo Yo) = pm 


—>0 h 
A 
= Jim A i AGD] A, 
R>o0hLr>o k 


y por tanto queda demostrada la tesis [69-5]. 





* F. LLORENTE GONZÁLEZ-GALLARZA: Euclides XV, pp. 259-264 (Madrid, 1955). 
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TEOR. 8 (SCHWARZ). HIP. a) Existen f., Í, en un entorno U de 
(tas Yu) 3 
PBa) Existe fa, en el entorno U y es continua en (xo, Yo); 
Tests: Existe en este punto f,. y se verifica la igualdad [69-5].. 
En efecto, por la existencia de f, en U, se cumple la última [69-3] 
y por existir f., en U, podemos volver a aplicar el teorema del valor me- 
dio, dando 
[69-6] A = A, (Ayf) = hk felo + Oh, Ya + Ok), 
Entonces, de la continuidad (fr) de f., en (%o, Yo) resulta se cumple la 
hipótesis del teorema 1 para A — f,y(%o, Yo), de donde la tesis [69-5]. 
Como corolario inmediato resulta este teorema, que es suficiente en 
las aplicaciones del cálculo: 
Tror. 3 (BONNET). HIP. a) Existen fz, fy en un entorno U de 
(Eos Yo) , 
Bs) Existen en U las derivadas f.,, fy y son continuas en el pun- 
to (£o Yo); 
TESIS: 
169-7] Ly (%o, Yo) = fur(%o, Yo) 
Otro teorema interesante que da también condiciones suficientes para 
la conmutabilidad de la derivación es el siguiente: 
TEOR. 4. (HEFFTER- YOUNG). H1P. a) Existen fs, fy en un entorno U 
de (£o Yo); 
PB.) Estas funciones f., f, son diferenciables en (wo, Yo), con lo que 
suponemos ya existentes fas, fev, fuz, fyy en dicho punto ($ 66-4). 
Tesis: Es fay(%o, Yo) = fya (Xor Yo). 
En efecto, aplicando a cada término del paréntesis de la segunda de 
las [69-3] la hipótesis de diferenciabilidad ($ 66-4, DEF.): 
f. (£o + 6h, Yo + k) — Í, (%o, Yo) = = 01h ca (%o, Yo) + kfsy (£o, Yo) +60 , 
fo (wo + Oh, Yo) — fe (Xo, Yo) = Orhfas (Lo, Ya) + €, 
con e, >0, € >0 para q >0, de donde al restar: 
As (Asf) = hkfe, (Lo, Ya) + (e1 — €2) ho. 
Análogamente, por permutación de x por y, de la primera de las [69-83] 
se deduce 
Av(AxÍ) = khfys (£o Ya) + (e&s— e) ke , 
con ta >0, es —>0 para q >0, n 
De la igualdad [69-3] y de las dos anteriores para h =k = Q/ V2, 
se obtiene: 
Aaf (£o, Yo) 
0/2 
Haciendo en ésta q > 0, resulta [69-7], como queríamos demostrar. 


= fay(%o Yo) + V2Z (61 — £) = fra (£o Yo) + V2 (es — 84). 


NOTAS: 1. Obsérvese que mientras el teorema de SCHWARZ exige 
más por una parte (existencia de f., en un entorno y continuidad en el 
punto), en cambio el de HEFFTER (poco después encontrado por YOUNG), 
admite ln existencia de las cuatro derivadas segundas en el punto y ade- 
más la diferenciabilidad de las primeras. 

Conviene fijarse, para evitar confusiones, en que As, conduce a fs 
mientras Ays da fay. 


2. Las demostraciones subsisten para cualquier número de variables, 
puesto que en la derivación respecto de dos de ellas se conservan cons- 
tantes las demás. Por tanto, una función de tres variables tiene seis de- 
rivadas segundas, diez terceras, etc. Una función de n variables que ad- 
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mite n? derivadas segundas, sólo tiene n(n + 1)/2 distintas. En gene- 
ral, el número de derivadas sucesivas vendrá dado por el de combinacio- 
nes con repetición ($ 11-4, nota) que pueden formarse con las variables 
independientes respecto del orden de derivación respectivo. Finalmente, lo 
mismo que en el caso de las multiplicaciones en monomios ($ 4-2), puede 
alterarse arbitrariamente el orden de varias derivaciones consecutivas, 
siempre que las derivadas obtenidas sean continuas. Por esto, para defi- 
nir una derivada basta indicar el número de veces que se deriva respecto 
de cada variable independiente. 


EJBMPLO. Dada la función 
f ey EÉ para (2,4) H (0,0) 
f(x,y) = e + y í i 
1 0 para e =Yy=0 , 
resulta continua en (0,0), pues |f(x%,y)| <l|xy!. 


También es derivable hasta el segundo orden, pero en cambio, la 
derivación no es conmutativa en (0, 0), pues, sobre el eje y existe: 


.  f(h,y)—1t(0, y) ; k— y’ 
fe (0 = l AAA M Zn : 
(0, 4) 0 h S h + y? a 
sobre el eje x existe 
AO t(x, k)—f(x,0) _ a— ko 
f, (x, 0) = on, E am ki AEE p = + x. 
De ahi resulta 
f- (0,0) = — 1 % fj2(0,0) = + 1. 


Obsérvese que en este ejemplo no se cumple la hipótesis f,) del teo- 
rema de SCHWARZ, porque f,, no es continua en (0,0), ya que f(x, 0)= 
= +1 si +0. 

Tampoco se cumple la hipótesis f,) del teorema de HEFFTER - YOUNG 
porque para x’ + y*>0 es 


f(x, y) = v|: F w ar + £e 
donde el último miembro representaría para lim e= 0 la diferencial 
o>0 
total del primer miembro en (0,0) sí éste fuese diferenciable en dicho 
punto ($ 66-4), pues fe-(0,0)= 0, f.y(0,0)=— 1, y en el origen coin- 


ciden h=xwx, k=y, siendo en este caso Af,(0, 0)=f.(x, y) — f2(0,0) = 
=f.(x,y). Si despejamos e de los dos últimos miembros igualados, ha- 


ciendo æ =y = ọ/ V2, quedaría e = VZ que no tiende a 0. Por tanto, 
f.(x,y) no es diferenciable en (0, 0). 


3. Diferenciales totales sucesivas: fórmula simbólica. — 
a) Observando; ($ 66-4) la definición de diferencial de z = 
= f(x, y): 
dí = f.(x,y).Ax + f,(x, y) .Ay 


vemos que df depende de x e y (pues f(x,y) y f(x,y) son 
funciones de x e y) y también de los incrementos Ax, Ay. 

Si como en el caso de una variable ($ 38-2), damos a Az, 
Ay, valores fijos, la diferencial df depende sólo de x é y, y 
considerada como función de estas variables podrá tener a su 
vez una diferencial que llamaremos diferencial segunda de f 
e indicaremos con d*f: 

df = d(dí). 
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Análogamente representaremos la diferencial de tercero, 


cuarto, ..., enésimo orden de f(x, y) por def, d, ..., drf 
respectivamente, donde 
def = d(d?f), df = d(df), ..., df = d(d™'f). 


Si las segundas derivadas existen y son continuas en el 
punto considerado, existirá diferencial segunda ($ 66-4, teor. 
2), y teniendo en cuenta la conmutabilidad de la derivación 
(§ 69-2, teor. 2) vamos a obtener su expresión. 

Por haber supuesto fijos Ax = dg, Ay = dy, resulta 


def = d (df) = a (7) do da +7) du = 


= (de Ho q) 02 (aos co z dy) ay = 


atii g2 A 2 
zya 07221 E Ds yy? t dy ; 


Observemos que la expresión d?f puede escribirse en la 
forma 


(2) 
e (80 + A al Ta 


donde el exponente ls (2) e que después de elevar 
al cuadrado debemos reemplazar las potencias y productos de 
los símbolos de JACOBI por índices de derivación. 

En general, si existen y son continuas las derivadas n-ési- 
mas en el punto considerado, se tendrá : 


0 gm 
69- tala rt 
[69-8] PE (de + du) to. 


donde se aplica, con la convención anterior, el desarrollo de la 
potencia de un binomio ($ 12-1), expresión que vale también 
para n = 1. La [69-8] se demuestra por inducción completa: 


d'f = d (df) = a| E] day | _ 
E) sar] 
+ [5 (0.0) qu re ]- 
ya que, según § 11-4, b, es g + e = n) i 


Para el caso de más de dos variables independientes, se lle- 
ga a un desarrollo análogo, pero aplicando ahora la potencia 
do un polinomio mediante la fórmula de LEIBNIZ (§ 12-2), 
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on la misma convención anterior respecto de las potencias y 
roductos de los símbolos de derivación : 





69-9] d”f a 0 d 3 w 

-9] (21,2 0 2a) = | tig Hot En Ea 
m! amf e . 

a a EAN 


onde 11 +7Y2+... +7, =m representan todas las descompo- 
iciones posibles de m en n enteros no negativos. 


b) Hemos visto ($ 67-2) que la expresión de la diferencial 
otal primera [67-7] es la misma, aunque las variables de que 
epende la función diferenciada sean a su vez funciones de 
tras variables independientes. Esta importante propiedad no 
ubsiste para las diferenciales de orden superior. Pues, por 
jemplo, en la diferencial segunda, ya no podrán tomarse dz, 
ly como parámetros fijos, sino como diferenciales funcionales, 
ue tienen a su vez d?%x = d(dx), d*y = d(dy), dando 


0 912 of of 
2 => — —— m 2 — 2 x 
69-10] d?f de 7 + dyz) Eta TOt y Uy 


Si x é y son independientes, por ser entonces d?x = d?y = 0, 
ueda la fórmula dada anteriormente. 


4. Derivadas y diferenciales sucesivas de las funciones im- 
lícitas. — Supuestas cumplidas las condiciones de existencia 
$ 68-2) de las funciones definidas implícitamente por el sis- 
ema [68-11], el método de la anulación de las sucesivas dife- 
enciales totales es muy cómodo para obtener las sucesivas di- 
erenciales y derivadas parciales de dichas funciones implíci- 
as, como ya se ha hecho ($ 67-6) para las de primer orden. 

Así, respecto de las diferenciales totales primeras de 
68-11]: 


oF: dF: ð 



































Fi 
a AE E dx, + u du +... + 
oF, E 
+ on Um =0 , 
O O O E 
E 0%1 dEn Ma 
69-11] JF 
+ E dum =0 , 
Em IF m dF 
dx dzı +... + dT, de, + 2 du +... + 
+ DF m dia 
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si suponemos que las funciones F,, (¿=1,2,...,m), tienen 
derivadas segundas continuas, podremos volver a diferenciar 
totalmente, teniendo en cuenta que dx,, ..., dx, son parámetros 
independientes, mientras que du;, ..., du, son diferenciales 
funcionales. 


Aplicando la potencia simbólica d? E 69-3), quedará: 


2) 
de + de dl +. + diim z>) F, + 
1 











9F, ,, E NR 
+ Ju d Ui +..+ Un d Um = , 
(OTAN dc ; 
(ax old lea -+ du 5%. Hocam mA 
1 9%, ... n ar 1 ... m Ur m 
Er 
Wi w +.. 4 Um = 0 , 
donde los cuadrados os son formas cuadráticas ($ 4-7) 
en dí;, ..., dx,, du;, ..., du, con coeficientes que son deriva- 
das segundas de las funciones F¡(%;, Yo, ..., Unj Ut, +» », Um), 


(¿=1,2,...,m). El sistema [69-12] es también un sistema 
de CRAMER en d%4;, ..., d%u,,, si no es nulo el jacobiano 


d (F, Fo, n., Em) 
s O (Uis Uos -. ., Um) A g (S ome) 

Así pueden despejarse (§ 15-4) las d?ui, ..., d’Um, susti- 
tuyendo en las expresiones que se obtengan las du;, dus ..., dUm 
por las halladas mediante [69-11]. 

En definitiva, llegaremos a una expresión cuadrática ho- 
mogénea en dx,, dx», ..., de, para cada d%u,, (j=1,'2,...,m), 
de cuyos coeficientes podrán deducirse las derivadas segundas 
de las funciones incógnitas u;=1f;(%1, a, ..., Un), (j= 1,2, 
..., M), sin más que identificar la expresión hallada de d%u, 
con la ($ 69-3): 


d? de, — Da j=1,2 
Uy = Hap Vay ez) jo’ (j = , y...,M) , 


en virtud ($ 16-2) del principio de identidad de los polinomios 
de varias variables (en este caso dx,, diz, ..., dí,). 

Y así se sigue para diferenciales y derivadas de orden su- 
perior, donde el sistema de ecuaciones lineales en las nuevas 
diferenciales incógnitas tiene siempre como determinante el 
mismo jacobiano [68-12], siendo, por tanto, todas estas dife- 
renciales obtenibles sin necesidad de conocer las expresiones 
oxplícitas u, =f,(2,, %o, ..., 2) de las funciones incógnitas 
determinadas por el sistema [68-11]. 
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EJEMPLO. Hállense d'z y las derivadas parciales de quinto orden 
de z = f (x,y) definida por 
x’ y g’ 
a? e 
El método expuesto se recomienda aún en casos en que como éste, sea 
posible despejar explícitamente la función incógnita, si ésta resulta com- 
plicada para la diferenciación sucesiva. Además, conviene diferenciar di- 
rectamente sin entretenerse en interpretar las fórmulas simbólicas [69-12] 
y demás que sigan. El trabajo puede simplificarse con adecuados cam- 
bios de variables; por ejemplo, en este caso tomaremos 


x =a% , y=bnņn , 2=€cf 


diz = cdi , dx = adf = ah ; dy = bdn = bk. 
De Ẹ —n?’— }? = 1 resulta h — nk— tdi = 0, y diferenciando suce- 
sivamente: 
k — k — d? — tdt = 0 ; 3dtdt + td? = 0 
3(dt)? + 4d3d% +- ¿dt = 0 ; 10d%d% + 5díd + td" = 0. 


Despejando sucesivamente las iea de orden inferior al guinto 
y sustituyéndolas en la última, resulta: 


gd 
15 


con 


= E(P — E) (3 — 7E)h" + n(308% — 35€ — 3) h'k + 
+ 2£(35€'n" — 159%? + 58%? — 311) h"k* — 

— 2n(3589? + 15%? — By? — 3t) he + 

+ £(30p% + 35n* + 35) hk* — n (n? + $) (Tn? + 3t) k", 
Volviendo a las variables primitivas, queda en definitiva: 


150 z’ q? z a? y dal 
a e aaa) 





























S a 
«iz E te 
a asg oeae 
UN 
e 
— Tr ra 1- Y y g ZNIE 

Para las derivadas sería, por ejemplo: 
Calmar ame ar 51245 Ei), 


y análogamente las demás. 


5. Fórmula de Taylor para dos variables. — Vamos a ex- 
tender a funciones de dos variables la fórmula de TAYLOR es- 
tudiada en $ 39' para funciones de una variable. 

Sea f(x, y) una función diferenciable hasta el orden n+1 
en un entorno del punto (a, b), que comprenda en su interior 
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el rectángulo de lados paralelos a los ejes y vértices opuestos 
A(a,b) y Q(a+h, b+k) (fig. 232). Tratamos de aproximar 
el valor f(a +h, b+ k) mediante un polinomio en k y k en 
menos de un término 

Q complementario del 

a A orden visto en $ 39-3. 


Para pasar del 
punto A(a,b) al 
Q(a +h, b+ k) po- 
dríamos primero in- 
crementar a a en h y 
luego a b en k; pero 
vamos a pasar direc- 
tamente de A a Q si- 
guiendo la recta AQ, 
es decir, incremen- 

Fig. 232 tando ambos valores 
al mismo tiempo. 
Un punto P sobre la recta AQ está fijado por la relación: 


AP/AQ =t siendo O<t<1 ; 
luego los valores de x é y pjs de una variable t: 
[69-13] x=a+ht ; = b + kt. 


(Para t = 0 se tiene el punto > para t = 1 el punto Q). 
Resulta, pues, 


y aplicando la fórmula de MAC-LAURIN (§ 89-4) a la función 
o (t), se tiene: 


p(t) = p (0) + tg (0) + a Aaa + 





Ta To” OF anr 
con0<0<1. 
Haciendo t = 1 queda: 


[69-14] a) = p0) +g 0) + EO + 


p'” (0) a 
nm! (n+ 1)! ? 
donde p(1)=f(a+h, b+k) y y(0)=f(a, b). 
Vamos a calcular los valores de las derivadas g’ (0), ọ” (0), 


pi” (0), qp'”*" (0) aplicando la regla de derivación de las fun- 
ciones compuestas ($ 67-1, teor. 1), puesto que f es función su- 


a r nr 
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cesivamente diferenciable de x, y, las cuales son funciones li- 
neales de t. Resulta 


[69-15] g(t) = f (a+ ht, b+ kt).h + £, (a + ht, b + kt).k, 
de donde 
g’ (0) = f(a, b).h + f, (a, b).k. 


Para la obtención de q”(t) a partir de [69-15], observe- 
mos que al ser lineales en t las funciones [69-13], se aplicará 
el mismo cálculo aplicado para obtener la diferencial segunda 
($ 69-3), resumido en la fórmula simbólica 


s Ss d 0 e 
g” (t) = (a +k 35) f(a+ ht, b+ kt) , 
de donde 


(2) 
y”(0) = h- +k 27) f(a, b) = df (a,b). 


Del mismo modo y en forma análoga a [69-8], escribiremos 
abreviadamente 


7 91m 
p™ (t) = [a +k ay) f(a+ ht, b+kt) , 


a ay 
(n) i2 a, A = n 
pm (0) (a 2 +k 55) f(a,b) = d'f (a, b) , 


a (n+1) » b ok 
ay) £(a +0h, b-+8k). 


Sustituyendo estos valores en [69-14], obtenemos la fór- 
mula de TAYLOR para funciones de dos variables. 


[69-16] f(a+h, b+k)=f(a, b| ha tk f(a, b)+ 


1/.3 21 1/0 g 
al etri] f(a, b) Aar tka) f(a, b)+ 


1 a gy MD 
topor ete) f(a+0h, b+4 0k) , 
(0<08< 1). 
Si se pasa el primer término del segundo miembro al pri- 
mero y se emplea la notación diferencial ($ 69-3), se obtiene 


16917] a£(a,0)= 4,0) y PEO), op Ne O a 
drf (a+ 8h, b+ 9k) 
a (0<0<1) , 


con la misma forma [39-15] que para el caso de una variable 
(§ 39-4). 


ð 
(n+1) = A 
p (0) [ h 5% +k 


+ 
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En el desarrollo [69-16], los incrementos h y k pueden ser 
reemplazados por x — a é y — b respectivamente, y así resul- 
ta f e y) aproximada por un polinomio en potencias de z — a 
č y — D. 

En particular, si el punto (a,b) alrededor del cual se hace 
el desarrollo es el punto (0, 0), donde h = x, k = y, obtenemos, 
reemplazando en [69-16], la llamada fórmula de Mac LAURIN 
para funciones de dos variables: 


0 0 
[69-18] t(2,1)=1(0,0)4 7 +v y) £(0,0)+ 


1 9 a (2) 
+ar 937 +43y) £(0,0)+ ...+ 
1 0 0 (n) 
+ rartu o) 1004 
1 0 0 (n+1) 
toronto ia) E? 
(0<0<1). 


NoTAs: 1. Para n=0, la fórmula [69-16] da una forma simétrica 
del teorema de los incrementos finitos (cfr. $ 66-2, nota 2). 


2. Si en el desarrollo de q(t) se aplica el término complementario 
de SCHLÓMILCH ($8 39-3, c), se obtendrá en lugar del de LAGRANGE 


1 A a (n41) 

sr = —————| h — — 6 0 
[69-19] Th = A = +k 39) £(a+0h, d+0k), 
ul también llamado de SCHLÓMILCH 
aaor 0 ð paa à 
a A ed A A h, k , 

alp h 0 +k T f(a + b + 9k) 

(0<p<n+1 ; 0<6<1), 

que para p =1, toma la forma de CAUCHY: 
(1—98)” 2 ==) 0 

- (a a tka) 10+0h, d40%), 

(0<6<1). 


3. Si se aplica a y(t) la forma integral del término complementario 
($ 51-5, c): 


[69-20] T, — 


[69-21] T, = 


; t 
Ts: = -S (t — 7) "p(MD (r)]dr , 
0 


pura lo que supondremos que f(x,y) tiene derivadas parciales continuas 
hanta el orden n + 1 en un entorno del punto (a,b), resulta al sustituir 
on In análoga de [69-14], la forma integral del término complementario 
parn funciones de dos variables: 

1 


UN) mo 1 a a 9 
[00-221 Ta ==> Í G ( haz th 
0 


(n+1) 
ay) f(a + hr, b4 kr)jdr , 


que no incluye valores € desconocidos. 
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Si se separa como factor no negativo el (1— 7)?” siendo 0< p< 
<n-+1 y se aplica a [69-22] el teorema del valor medio del cálculo in: 
tegral ($ 48-6, c), se recae en la forma [69-20] de ScHLÓMILCH (o bien 
[69-19] de LAGRANGH o [69-21] de CAUCHY para p=n>+1, p=1 res- 
pectivamente). 


4. Cuando los términos complementarios tienden a cero (cfr. § 44-2) 
para n— œ, supuesta f(x,y) indefinidamente diferenciable en el en- 
torno del punto (a,b), las [69-16] y [69-18] se convierten en las series 
de TAYLOR y de MAC-LAURIN respectivamente, sustituyendo el último tér- 
mino complementario por puntos suspensivos (con el significado de 
$ 22-1). 


EJEMPLO. Desarrollemos la función f(x,y) =+ Vl1—a*—y* en el 
entorno del punto (0,0). Las derivadas sucesivas son 


poao ÉS ZY 


LP 4 f, = ——— a 
+ VI— x — y’ + VI— x" — y 
fa(0,0)=0 , £,(0,0)=0 , 


ti E es xy p ltr 
NA A A eat y)’ T eae ți) 
4 (3/2) (1— y) £ yA —y 
aar = (1 — z’ — y?)"/? , xoy = (1 — y*)3/2 , o.» 


Por lo tanto: i 
+ Vi— r — y = 1 + (0x + 0y) + q (—* + 0xy — Y”) + 


1 
PA O E 
es decir 


+ Vi—ai—y =1 — Sy (04) + términos de 4% orden + ... 


Aquí sería más sencillo aplicar el desarrollo de V1 +% (§ 45-5, ejem- 
plo 1), sustituyendo w por — (x° + y”), lo que presupone para las series 
dobles de potencias un teorema de unicidad análogo al visto en § 44-1 
para el caso de una variable (cfr. § 81-4). 


6. Generalización para más variables. — El mismo razona- 
miento empleado en el apartado anterior vale para más varia- 
bles, conservándose aún la misma forma diferencial [69-17] si 
se aplica en ella la interpretación [69-9]. 


También se usa (BOURBAKI) escribir el desarrollo simbólico de MAc- 
LAURIN en la forma simbólica siguiente: 





[69-23] fix) = Y 
m:.<n 
donde f(x) es una abreviatura de f(x%;1,%z2, ...,%.»), m simboliza el sis- 
tema de enteros no negativos (Ma, Mz,, ..., Mn), XM representa x1%1, 2a”2, 
“o... Lp”, mientras que m! significa mi!, mel. .... Mal, siendo 
DM + Mg+++ ++ Mp 
Dm = 


òrda n OLN 
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En este simbolismo de representación de los sistemas de n enteros 
no negativos (m,, Ma, ..., Mn) por el solo símbolo m, se suele llamar: 

Rango de m = M = Máx (Mı, Me, ..., Mn). 

Orden de m=|m| =m 4+ m+... +m. 


Se escribe m +p por (mı + Pı, Me + Pa, .. . Mn + Pr), ( e ) por el 


s. 


do números combinatorios (§ 11-4), mientras que m > p significa que se 
cumplen conjuntamente las desigualdades m, > Pı, Ma > Pa, ..., Mn > Pr- 
En el mismo orden de ideas se expresa: 


0 gr gr gra 
Ox " 0xí0%2...0%n > Ix " Ox dxe ... dx." 


Obsérvese que ambas notaciones son casos particulares de Dm para 
m =(1,1,...,1); m=(r,r,..., r). 


EJERCICIOS 


1. Obtener las derivadas parciales de segundo orden de las funciones 
u = xry .arc sen (ż/x), v = (e° — 2e”) / (e + 2e’). 

2. Si f(£u, Xz ..., £n) depende sólo de r= Va + xf + ... En”, es 
decir, f (Xu Xa, .. s, &n)=E(r), calcular fn + fat... +f y hallar la 
función f para que esta expresión se anule (cfr. Cap. XXIII, nota II, b»). 

3. Probar que u=u(xw,y) es de la forma u=1f(x)g(y) cuando y 
ñólo cuando satisface la ecuación diferencial en derivadas parciales 
Ultsy — UsUy = 0. 

4. Hallar donde son iguales o distintas las derivadas fs, y f,» para 
la función f(x, y)= 2 arc tg(y'x)— y arc tg(x/y) si xy =Æ 0, con f(0,y)= 
= f(&.0)=0. Verificar si en el punto (0,0) se cumplen las condiciones 
du hipótesis de los teoremas de $ 69-2. 

5. Demostrar que para cualquier función f(x,y) es Arlav(a.f)] = 
= Avl A+ (A2Í) ] . 

6. Formular las hipótesis análogas a las de los teoremas 2 y 4 de 
5 09-2 para que fiys (Lo, Yo) = fyzs (£o, Yo). 

7. Obtener en forma simbólica la diferencial n-ésima de 2= e"f (y) ; 
anlicarlo a 2=e% cos by. 

8. Transformar, pasando de coordenadas cartesianas a polares == 
= reon g, y =r sen q las expresiones: 

19) Uss tun ; 29) u=(1 +y”) Ay". 
9. Demostrar que una función (positivamente) homogénea de grado 
m quo tenga derivadas p-ésimas, cumple (cfr. § 67-3, teor. 1): 
m(m— 1)... (m— p+ 1)f (£ %2, ...,n) = 
2 3 
= (ng t tg) f 


10. Demostrar que si una función (positivamente) homogénea 


Mr, .... 2.) de grado m satisface la ecuación de LAPLACE ($ 91-6, d): 

Af- flu+fa +... + fm =0, satisface también la relación 

A(rr) = 2p(2m -+ 2p + n— 2)" con T = gë + z? t. H t. 
11. Derivndas primera y segunda de la función y =y(«) definida 


por xy” | 4r'y- 12=0. 
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12. Si z(2? + 3x) + 3y =0 demostrar que 
Zas + Zyy = 22 (x — 1) / (2 + 2)”. 

13. Derivadas sucesivas de las funciones y=y(x), 2=z(%) defini- 
das por el sistema z = 4x? — 3y’, x* + y + 224. 

14. Derivadas sucesivas de las funciones u—u(x,y), v=v(x, y) 
definidas por el sistema x+y+u+v=a, *+y4 ay mb”, 

15. Desarrollar hasta los términos de tercer orden por la fórmula de 
TAYLOR la función u = x” en el punto (1; 2). 

16. Hallar el polinomio de segundo grado que mejor aproxima en el 
origen a la función sen x.seny. 

17. Desarrollar en serie de potencias las siguientes funciones, indi- 
cando su campo de convergencia: 1%) u=1/(1—x—y); 2%) u=e"", 

18. Desarrollar la función u —ey*2xy en el origen, en serie de la 
forma S E, 

n=:0 n! 
demostrando que: 
1%) H,(x) es el polinomio de HERMITE de grado n (Cap. X, 
nota III-ba; $ 97-11 y 12); 
29) H',.(x)=2n H,-.(%) ; 
39) Han — 2x% H, + 2n Han- ==: 0; 
49) a”, — 2x H’, + 2n Ha =0. 

19. Demostrar que si f(x,y), g(x,y) tienen derivadas primeras con- 
tinuas en un entorno del origen, donde f(0,0)= g(0, 0) = 0, con g.*(0, 0) + 
+ gw (0,0) 0, es 

A f(e,v) _ f(O, 0)+ Af, (0,9) 


i = ——£— 
y=12>0 8l%,Y) g-(0, 0) + Ag,(0, 0) 
20. En el ejercicio anterior, ¿cuándo existirá límite doble en (0,0)? 


21. Aplicar el ejercicio 19 para hallar lim (sen xy + xe* — y)/(x cos y + 
+sen2y) si (x7,y)>(0,0) a lo largo de y=— x. ¿Existe para este 
ejemplo límite doble? 


22. Aplicar el ejercicio 19 generalizado para hallar 
erwv_ 1 
m sen xln(1 +y) 
si (;,y)—> (0,0) a lo largo de y=2x. ¿Existe ahora límite doble? 


y”, convergente para todos los valores de x y de y, 


(1=+ 0). 


$ 70. EXTREMOS RELATIVOS 


1. Definiciones. Funciones de dos variables: condiciones ne- 
cesarias. — a) Los conceptos referentes a extremos absolutos 
y relativos, en sentido estricto o amplio, vistos en el caso de 
funciones de una variable ($ 33-2), se definen en modo aná- 
logo para una función de cualquier número de variables, siem- 
bre que en el punto que se considere se aplique el concepto de 
entorno pluridimensional ($ 64-4, Def. 2). 


DEF. 1. Una función f(x) de cualquier número de varia- 
bles (£i, %2, ..., 2.) =x tiene un extremo relativo (en sentido 
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estricto) en el punto a de un conjunto X, si existe un número 
5 > 0, tal que se cumpla una de las dos condiciones: 


f(x) < f(a) , (máximo relativo) 
[70-1] f(x) > f(a) , (mínimo relativo) 


para todos los puntos xeX que pertenezcan al entorno reducido 
de a de radio 3, es decir, verifiquen 0 < | x —a | < ò, es de- 
cir 0 < (xı — a1)? + Cua + (%, — 05)? < 82, 


DEF. 2, Una función f(x) tiene un máximo o mínimo ab- 
soluto (en sentido estricto) en el punto a de un conjunto X 
si una u otra de las condiciones [70-1] se cumple para todo 
xeX distinto del punto a. 


NoTA 1. Si en una u otra de las condiciones [70-1] se sustituye 
< (o >œ) por < (o >) se dice entonces que hay máximo (o mínimo), 
relativo o absoluto, en sentido amplio. 

Algunos autores, por ejemplo SEVERI, llaman ¿impropios a estos extre- 
mos, y propios o efectivos a los que nosotros llamamos extremos en sen- 
tido estricto. 


EJEMPLO 1. La función z=f(x,y)=xw* tiene en cada punto del eje 
y (x=0) un mínimo relativo en sentido amplio, pero no en sentido es- 
tricto. En cambio la función de una variable z = f (x)= x° tiene en x=0 
un mínimo (absoluto) en sentido estricto, 


NoTA 2. En muchos textos se llaman sólo relativos a los extremos 
correspondientes a puntos interiores ($ 64-4, Def, 5) del campo X donde 
se estudie la función, 


b) En el caso de una función de dos variables f(x, y) de- 
finida en un recinto R, diremos por tanto que en el punto 
(a, b)eR, en sentido estricto 


toma valor máximo si se verifica f(a +h, b+k)<tf(a, db), 
> ”» MÍNIMO npn y f(a+h, b+k)> f(a, b), 


para todos los puntos que cumplan 0 < h*+k?<8?, con un 
cierto ¿4 > 0, 


EJEMPLO 2. Sea la superficie de ecuación 
z = (+ y) — 2(44Yy) , 
obtenida por giro de la curva de ecuaciones 2 =x' —2x*, y =0, alrede- 
dor del eje z. 

Sobre el civeulo a+ y4< 4 la función z tiene en el punto (0, 0) un 
máximo relativo en sentido estricto de valor 0, aun cuando el máximo 
absoluto en sentido amplio, de valor 8, se dé para los puntos del con- 
torno a 4 y” = 4. 

Istos puntos son también máximos relativos al círculo x? + y*< 4, 
or sentido amplio, según Def. 1, nota 1 (cfr. nota 2). 

Los puntos de la circunferencia y? + y? = 1 son de mínimo relativo 
y tnndbión absoluto en sentido amplio, con valor —1. No existen míni- 
mos relntivos en sentido estricto. 

Obsérvese que en el anillo abierto 0< x* + y? < 4 no existen extre- 
mos ni rolativos ni absolutos en sentido estricto. 
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c) Condiciones necesarias. Para que la función derivable 
f(x, y) tenga con respecto al campo C un máximo o mínimo 
relativo, en sentido estricto o amplio, en un punto interior 
(a, b)eC, es necesario que se cumpla 


[70-2] f,(a,b)= 0 , f,(a,b)= 0. 


En efecto, fijado y = b, tenemos la función de una varia- 
ble f(x, b) y si su derivada en z=a no fuera nula, sería en 
dicho punto f(x,b) estrictamente creciente o decreciente 
($ 33-1) y no podría haber extremo en (a,b). Análogo razo- 
namiento se aplica a la otra derivada parcial. 

Para el caso de una función diferenciable, las condiciones 
[70-2] significan geométricamente que el plano tangente 
(§ 66-5) es horizontal (es decir, paralelo al plano xy), con 
ecuación reducida a 2=C. 


NoTAS: 3. Las condiciones [70-2] son necesarias pero no suficientes 
para la existencia de extremo relativo. Cabe también la existencia de 
extremo relativo si la función no es derivable. 

Todos los ejemplos dados en $ 33-3 ilustran también el caso actual, 
pues si se sustituye en ellos y por z, representan superficies cilíndricas 
de peneratrices paralelas al eje correspondiente a la variable que falta 
y ias conclusiones subsisten aquí para extremos tomados en sentido am- 
plio. También pueden tomarse aquellas ecuaciones de $ 33-83 como meri- 
dianas generatrices de superficies de revolución y entonces el ejemplo 1 
allí visto da mínimo relativo estricto en el origen con punto cónico ($ 66-5) 
en él sin que se verifiquen las [70-2]. 

4. Si la función es derivable y continua en un recinto cerrado y 
acotado existiendo por tanto extremos absolutos en sentido amplio ($ 65-3, 
c) y éstos no se alcanzan en el contorno del recinto, los extremos abso- 
lutos son también relativos en un punto interior y para hallarlos deben 
también cumplirse las condiciones [70-2]. 


En la práctica de la búsqueda de los extremos de una fun- 
ción f(x, y), se comienza por resolver el sistema de ecuaciones 


[70-3] f(x,y) = 0 , f,(z,y)=0 , 
obteniendo un número (finito o infinito) de raíces (x, Y1), 
(£2, Y2), ..., que suelen llamarse puntos críticos o extreman- 


tes, pues en ellos puede haber extremo (relativo o absoluto en 
sentido estricto o amplio), y el examen directo del comonorta- 
miento de la función en su entorno o la comparación del valor 
tomado en él con los demás (cfr. $ 33-5), acaba de decidir la 
cuestión. En el ejemplo 2, el sistema [70-3] tiene como raíces, 
aparte de (0,0), los infinitos puntos de la circunferencia 
x? + y* =1. Se completa el examen considerando tanto los pun- 
tos donde f(x,y) deja de ser derivable, como los puntos fron- 
tera del campo donde se buscan los extremos. 


EJEMPLOS: 3. Hallar los extremos de la función f(x, y)=1— 
— Va +y* en el círculo x*+ y < 1. 

Para esta función, fuera del origen donde no es derivable (comprué- 
bese por formación directa de los cocientes incrementales), nunca las de- 
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rivadas parciales se anulan simultáneamente. Directamente se ve que hay 
máximo absoluto en sentido estricto con valor 1 en el origen y mínimo 
absoluto en sentido amplio con valor 0 en los puntos de la circunferencia 
dae contorno x* ++ y? 1. 


4. Hallar los extremos de la función f(x, y)=xw-+y en el círculo 
s+ y’ <i. 

Esta función es derivable, pero sus derivadas parciales nunca son 
simultáneamente nulas. Por tanto los extremos han de buscarse sobre el 
contorno x* + y*—1. Pasando a coordenadds polares ($ 9-4, c), hay que 
hallar los extremos de cose + sen q, lo que ocurre para —senq + 
-|-cos yw» =0, dando máximo para p= ix y mínimo para q =-—3n/4 
($ 33-7). Así pues, en el punto (1/vV2, 1/vV2) tenemos máximo abso- 


luto estricto y en el (—1. v2, —1/ V2) mínimo absoluto estricto, sin 
que haya otros extremos. 


2. Condiciones suficientes de extremo relativo. — Para ob- 
tener condiciones suficientes que aseguren la existencia de ex- 
tremo relativo en un punto crítico (a,b), supongamos que la 
función f(x, y) tenga derivadas segundas en un entorno de di- 


oho punto y sean continuas y no simultáneamente nulas en 
(a, b). 
La fórmula de TAYLOR [69-16] para n = 1 da: 


f(a+h, b+k)= f(a, DHr + ko, f(a, b)+ 


1 
y teniendo en cuenta las condiciones necesarias [70-2] y la 
continuidad de las derivadas segundas: 

f(a+h,b+k) = f(a, b) + 4[h*(f + £1) + 

+ 2hk (fz + £2) + k? (fw +e3)] 
con e; > 0 para ọ = + Vh? + k? — 0, (i= 1,2,3), es decir: 
[70-4] f(a+h, b+k) — f (a,b) = 
= $ (fsh? + 2fyhk + fyyk?) + 0(0?) , 
donde fer, fa, fy indican las derivadas tomadas precisamente 
en el punto (a, b). 
Si se introducen coordenadas polares 
h=pcosp , k=0snp , 4 

la [70-4] se convierte en 
[70-5] Af (a.b) = f(a+h,b+k) — f (a.b) = 

= 4$ p? (fs cos? g + 2fzy cos y sen g + fy sen? p) + 0(0?), 
y así pura p suficientemente pequeño, el signo de Af(a, b) en 
ol mismo que el de la forma cuadrática en cos «p y sen q: 
[70-61 T(q) = f.,cos y + 2f,,cospsen q + fyy sento , 
siempre que excluyamos un entorno angular arbitrariamente 
pequeño de cada dirección q en que se anula. T(p). 


(2) 
+ hop th) £(a+0h, b+8k), 0<0<1), 
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En efecto, T(q) es función continua de q, no nula por ha- 
ber excluído con sendos entornos el valor o los valores de q 
donde se anule; luego su valor absoluto tiene un mínimo m > 0 
($ 26-5) y tomando o suficientemente pequeño para que en 
[70-5] sea |o(0?)| < 4 mo?, será seguramente Af del mismo 
signo que T (q). 

Recordemos, pues, la conocida variación del trinomio de se- 
gundo grado ($ 19-1, c). 

Para estudiar la variación de la forma cuadrática [70-6], 
equivalente a estudiar la de f..h? + 2f.,hk + fyyk? para h y k 
no simultáneamente nulos, es esencial considerar el signo de 
su discriminante: 


Ls fz 


yr fy 


[70-7] H = fafu — fz = 








llamado determinante hessiano de la función f(x,y). El hes- 
siano H = H (x, y) es una función de las mismas variables x, y, 
e interesará para nuestro estudio su signo en los puntos crí- 
ticos. 

En general, el hessiano de una función f(x,, Ya, ..., n) es 
el jacobiano ($ 67-6) de sus derivadas primeras f,, fə ..., fn. 


a) Caso elíptico: H > 0. Veremos que si el punto es crí- 
tico hay extremo. En efecto, es necesariamente 


fer >0 y fm >00, o bien: fa <0 y fw< 0, 


y mediante un artificio análogo al empleado en la resolución 
de la ecuación de segundo grado ($ 19-1) para completar el 
cuadrado, se puede escribir el trinomio [70-6] en la forma: 


[70-8] T(q) = = [ (fsz cos o + fz sen o)? + H sen? g] , 


que no se anula para ningún valor de ọ, pues si se anula el 
seno no se anula el coseno y viceversa. La forma T(q) tiene 
RAE el mismo signo que f+ y se llama entonces definida 

63-7). 

Además dicho signo será también por [70-5] el de Af = 
=f(a+h, b+k)—f(a,b) en un entorno del punto crítico 
(a, b) y la superficie queda situada a un mismo lado del plano 
tangente; el punto (a, b,f(a, b)) se llama elíptico (efr. § 71-5) 
y en él existe extremo relativo para este caso de plano tan- 
gente horizontal: si la superficie queda por debajo de éste 
(fz: < 0) tendremos máximo estricto; si queda por encima 
(Lis > 0) tendremos mínimo estricto. 

En resumen habrá quedado demostrado : 


TEOR. 1. Si una función f(x, y) tiene derivadas segundas 
continuas en el punto (a,b) de un recinto R y cumple las con- 
diciones: 
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1% f.=f,=0 en el punto (a,b), 
2) H= Lost yy — y >0 en (a, b); 


entonces f (x,y) tiene en el punto (a,b) de R un extremo re- 
lativo estricto, máximo si f,, < 0, minimo sì fs: > 0. 

Obsérvese que si por ejemplo es f», > 0, la curva sección 
z = f(x, b) tiene en x= a su concavidad hacia arriba ($ 33-9) 
y por tanto hay mínimo. 


EJEMPLO 1. El punto (0,0) en el ejemplo 2 de $ 70-1, donde H = 16 
y fs = fy, = — 4 < 0, es máximo relativo estricto. 


b) Caso hiperbólico: H < 0. Veremos que no hay extremo. 
Si es for +0, vale la transformación [70-8] y entonces para 
p=0 es sg T = sg fa, mientras que para la dirección corres- 
pondiente a tg po = — fṣ::/fn + 0 es sg T =— sg f, pues en- 
tonces H sen? go = fa T (po) < 0. 

Si es f.,¿=0 con f,y=+=0 la conclusión sería análoga, em- 
pleando en lugar de [70-8] la expresión que resulta de cam- 
biar x por y y el seno por el coseno. 

Si fs- = fm = 0, debe ser f,, == 0 para que no se anule H 
y la expresión [70-6] se reduce a T(qp)= 2f., cos p sen y = 
= fa sen 2ọ que cambia también de signo al pasar de uno a 
otro cuadrante. 

En resumen, si se llama indefinida a la forma [70-6] que 
tenga signo variable (§ 63-7), tal ocurre para H < 0. Las 
direcciones en que se anula el trinomio T determinan dos án- 
gulos completos; en uno es T < 0 y en el otro T > 0, Enton- 
ces la superficie queda a uno y otro lado del plano tangente; 
el punto (a, b,f(a,b)) se llama hiperbólico. Este calificativo 
expresa no sólo que el plano tangente atraviesa la superficie 
(cfr. caso parabólico siguiente), sino también que su curva in- 
tersección tiene allí un punto crunodal, es decir singular a 
tangentes distintas (cfr. § 71-4). Para este caso de plano tan- 
gente horizontal el punto se llama de ensilladura y en él se 
puede asegurar que no hay extremo. 

Por tanto, habrá quedado demostrado: 


TEOR. 2. Si una función f(x, y) tiene derivadas segundas 
continuas en el punto (a, b) de un recinto R y cumple las con- 
diciones : 

1%) f.=f,=0 en el punto (a,b), 

22) H = ffy — fa <0 en (a,b); 
entonces f(x,y) tiene en (a,b) un punto de ensilladura don- 
de no hay extremo relativo. 

EJEMPLO 2, z= xy, en (0,0), donde H = — 1 < 0, no tiene extremo. 


c) Caso parabólico: FT =0. Sif,, + 0, la expresión f.,T (q) 
en [70-8] se reduce a un cuadrado, siempre positivo, excepto 
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para la recta “singular” cuya dirección corresponde a tg po = 
= — foc/foy donde se anula. Luego, de acuerdo con lo estudia- 
do al pasar de [70-5] a [70-6], la superficie está a un lado del 
plano tangente, excepto en un ángulo arbitrariamente pequeño, 
entorno de dicha recta donde nada puede asegurarse. 

Si f., = 0 y por tanto f.y = 0, debe ser f,, +0, por haberse 
supuesto no simultáneamente nulas las tres derivadas segun- 
das; entonces [70-6] se reduce a T (q) = f,y sen? p y la conclu- 
sión anterior subsiste, excluyendo ahora el entorno angular de 
la recta “singular” en dirección de sentidos ọ = 0, p = x. 

Si es H = 0, la forma [70-6] se llama semidefinida (§ 63-7), 
porque aunque no cambie de signo como en el primer caso, se 
anula para algún valor de ọ, o expresada dependiendo de k y k 
como en el primer término del segundo miembro de [70-4], se 
anula para valores de h y k no simultáneamente nulos, conser- 
vándose del mismo signo en los demás. 

Entonces el punto se llama parabólico; el tipo más senci- 
llo se presenta en las superficies cónicas y cilíndricas ($ 62-5). 

Aunque el plano tangente sea horizontal, no se podrá afir- 
mar o negar que hay extremo relativo, en sentido estricto o 
amplio: estaremos en un caso dudoso. 

Sin embargo, en este caso también la superficie está de un 
solo lado del plano tangente en todas las direcciones rectilí- 
neas, excepto en la correspondiente a una sola recta “singular”. 
Por ello diremos se trata de un casi-máximo o un casi-mínimo. 
A pesar de estas «conclusiones referentes al modo especial de 
aproximación radial al punto (a, b), nada podrá concluirse res- 
pecto de la aproximación superficial o por caminos curvos. 


EJEMPLO 3, Sea la función 


[70-9] z = f(x,y) = (y — x°) (y — 32”) 
o bien desarrollando 
[70-10] z = f(x,y) = yY — 4x%y + 3x* 


que en (0,0) verifica f, = 2, fz: = 
= fa = H = 0, siendo el eje x recta 
“singular”, Las parábolas y = xx”, 
y=3x* (fig. 233) dividen el pla- 
no xy en tres regiones y dentro 
de cada una tiene z signo constan- 
te, indicado en la figura, anulán- 
dose z a lo largo de cada pará- 
bola. Cualquiera que sea la direc- 
ción radial elegida, hay un seg- 
mento de origen (a,b) sobre el 
mal toma z valores positivos, es 
lecir, en cada dirección está la su- 
erficie encima del plano tangente 
:=0, y sin embargo no existe 
úingún entorno circular del punto 
a,b) en el cual la superficie 
ermanezca a un lado de dicho Fiz. 233 
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plano, pues esos infinitos radios, todos de longitud no nula, no forman 
ningún entorno superficial (!). 

Como excluyendo la recta “singular”, aquí el eje x, por un entorno 
angular tan pequeño como se quiera, todos los valores de z en puntos 
próximos al (0,0) son ya positivos, diremos que (0,0) es un casi-mínimo. 


NoTAS: 1. Hemos llamado dudoso al caso H —%0 siguiendo la nomen- 
clatura de los autores clásicos que lo dejan de lado, pero en realidad no 
lo es, como muestra el estudio anterior tomado de J. "Rey PASTOR: Cálculo 


Infinitesimal (citado en Cap. VI, nota VI, 2), donde se trata por pri- 
mera vez. 


2. Aquí la situación es diferente a la de las funciones de una varia- 
ble, donde el comportamiento quedaba completamente decidido por el pri- 


mer término no-nulo del desarrollo de TAYLOR, supuesta la función suce- 
sivamente derivable ($ 40-3). 


EJEMPLOS: 4. La función 
[70-11] z=% ++, 


tiene claramente un mínimo estricto en (0,0) de valor 0; así el compor- 
tamiento de esta función en el entorno de (0,0) es muy distinto al de 
la. [70-10], aunque ambas tengan log mismos términos de segundo grado 
(reducidos a y?). En efecto, si nos acercamos al origen por la parábola 
y =2x, en la [70-10] se conserva 2=—x*<0 y en la [70-11] se con- 
serva 2= bx* + 16x%* > 0, 


5. También en el caso dudoso H —0 puede haber extremos en sen- 
tido amplio en puntos aislados o no. Para la función 
z = (a? + y?)? — 2(2* + y?) 
del ejemplo 2 del $ 70-1, el hessiano vale 
H = 48(%* + y’)? — 64l ty’) + 16 , 
el que se anula en los puntos críticos ($ 70-1) formando la circunferen- 


cia a? + y?=1. Dichos puntos corresponden a mínimo relativo en sentido 
amplio con valor —1. 


En resumen, habrá quedado demostrado: 


TEOR. 3. Si una función f(x, y) tiene derivadas segundas 
continuas, no simultáneamente nulas, en el punto (a,b) de un 
recinto R y cumple las condiciones: 


19%) f.=f,=0 en el punto (a,b), 
29) H-= fafu — fa =0 en (a,b); 


entonces el punto (a,b) es por lo menos casi-extremo, es de- 
cir, el incremento Af en (a,b) se conserva de un, mismo signo 
en un entorno de dicho punto si se excluye de él n ángulo tan 
pequeño como se quiera que incluya la recta “singular”; sin 
embargo, será dudosa la existencia de extremo en sentido es- 
tricto o amplio. 


NoTA 3. El estudio de la variación de las formas cuadráticas binarias 
realizado anteriormente puede ser útil aún en el caso de que la función 
no sea derivable y se aplique el examen directo recomendado en el $ 70-1. 
Veamos un ejemplo notable. 


KIBmMPLO 6. En el plano de un triángulo hallar el punto P(a, b) 
cuya suma de distancias r. a los tres vértices V¿(%s, Yx), k=1,2,3, sea 
mínima. 
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Se ha de hacer mínima la función continua 


[70-12] z = Yrs = ZV (x — 21) + (y—y) , 

k k 
que tendrá mínimo absoluto en un dominio circular que incluya el trián- 
gulo (§ 85-3, c). 

La función es diferenciable excepto en los vértices V, los que por 
tanto requerirán un examen especial. Las condiciones [70-2] dan las 
ecuaciones 
3 3 E 
y x— Cr =0 ; y Y Yk — 0 
=1 T k=1 Pr 


que expresan que los tres versores ($ 60-1, b) 
A > EDO) 


Tr Tk 


us 


tienen suma 0 y entonces puede formarse con ellos un triángulo equilá- 
tero. Como ux es paralelo a PV, sigue que los tres vectores PV, forman 
dos a dos ángulos ¿x, entonces el punto (a,b) buscado es aquel desde 
el cual se ven los tres lados del triángulo según el mismo ángulo x, 
fácilmente obtenible mediante la construcción de los arcos capaces de 
dicho ángulo. 

Sin embargo, dicho punto no existe si alguno de los ángulos del 
triángulo es mayor que ĝm, por ejemplo en V,; pero entonces, el mínimo 
se da en V,, donde precisamente no existen las derivadas parciales. En 
efecto, tomemos coordenadas rectangulares tales que V,(0,0), Va(1,0), 
Vs(%o, Ya). Las funciones Ya y Ys admitirán desarrollo de MAc-LAURIN 
alrededor del origen ($ 69-5) y por tanto [70-12] será de la forma 


z(x,y) = 11 + 2(0,0) + ax + ey +... 


con 
T: Ya 
ĉĉ == — 1 ae A 5 Ct = => A E 
Vis + y’ Vas + ya 


Para que V, sea un mínimo relativo es suficiente que en un entorno 
se conserve positiva z(x,y)—z(0,0)=r51(1 + c, cos y + casen p)+ ..., si 
p es el ángulo que forma el radio vector del punto (a,b) con el semi- 
eje positivo x. Para ello basta sea 1 + c:ıcosọ + cseng > 0 para todo 
p, O que se conserve |c,cosp+casenqp |< 1 equivalente a poner 


[70-13] (c*—1)cos* p + 2c,czcos p sen y + (ec —1)sentp < 9. 
La forma cuadrática [70-13] será definida negativa ($ 70-2, a) si 


2 

[70-14] me A e aaa S a 
C1Ca cf — 1 

pues es siempre c? — 1 = — %?/ (x? + y”) < 0. 


La condición [70-14] equivale a 
a/Va +y < — È , 


es decir, cos V,< —3 para lo que es suficiente sea V, >œ 21/3, como 
queríamos probar. La naturaleza del problema y el teorema del $ 70-1 
nos aseguran que este mínimo relativo es también absoluto. 


3. Caso general en funciones de dos variables. — Si es m 
el orden mínimo en que alguna derivada no es nula y supone- 
mos que f(x, y) tenga derivadas parciales de orden m en un 
entorno del punto (a,b), y sean continuas y ño simultánea- 
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mente nulas en (a,b) en virtud de [69-16] para m en lugar 
de n + 1, se podrá escribir 


f(a+h, b+k) — f(a,b) = 
1 


3 0 (m) i 


y por el mismo método anterior resulta: 


1°) Si la forma de grado m carece de raíces reales tiene 
signo constante, y según sea definida positiva o negativa re- 
sulta mínimo o máximo estricto. 

29) Si hay alguna raíz real de orden impar (tal sucederá 
seguramente si m es impar) no hay máximo ni mínimo, ni si- 
quiera en sentido amplio. 

8%) Si todas las raíces reales son de orden par hay casi- 
máximo o casi-mínimo (según sea el signo del primer coefi- 
ciente), y las rectas singulares están determinadas por dichas 
raíces reales. 


4. Extremos relativos de las funciones de tres variables. — 
a) Para el caso de funciones de dos variables con derivadas 
segundas continuas y no simultáneamente nulas en (a,b), se 
ha visto ($ 70-2) que la existencia de extremo dependía de la 
conservación de signo de la forma cuadrática binaria en h, k: 


[70-15] df = fish? + 2fahk + fyk?. 


Teníamos seguramente mínimo estricto si la forma [70-15] 
era definida positiva (§ 70-2, teor. 1), y la discusión entonces 
realizada muestra que [70-15] es definida positiva cuando y 
sólo cuando es 
f f 
70-16 q.” 
SRI Le tu 


Es d*%f definida negativa, cuando y sólo cuando —d?f es 
definida positiva, y para ello es necesario y suficiente que 


[70-17] H > 0 , Ho» = faz < 0 , 


dándose entonces seguramente máximo estricto. 

Para H < 0 la forma [70-15] es indefinida y ño hay ex- 
tremo (§ 70-2, teor. 2). 

En el caso [70-16], la forma [70-15] se conserva positiva 
y sôlo se anula para h = k = 0. Pero la forma [70-15] puede 
no dejar de ser positiva siendo semidefinida, aunque entonces 
se anule para h y k no simultáneamente nulos. Esto ocurre 
cuando es 


[70-18] H=0 , Ha = feo > 0. 


Iúntonces teníamos casi-extremo, con recta singular y en 
general resultaba : 


>0 , Haz = fz > 0. 
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f- > 0 ó fp > 0 casi-mínimo, 
A A 0 id eai ao: 

b) Para el caso de funciones f(x,y,z) de tres variables 
con derivadas segundas continuas y no simultáneamente nulas 
en (a,b,c), la existencia de extremo dependerá también (cfr. 
$ 70-6) de la conservación de signo de la forma cuadrática 
ternaria en h, k, l: 


[70-20] df = feh? + ful? + fo? + 2fy2kl + 2fo01h + 2foyhth. 


Análogamente a [70-16] vimos ($ 63-7, teor. 1) un teore- 
ma general del que es caso particular : 


TEOR. 1. La forma [70-20] es definida positiva cuando y 
sólo cuando se cumple 








dos Loy Teó 
[70-21] H = fyz fy f,- > 0 , 
Lor Ley Los 
Tis. f 
H = nE a 0 , Los > 0 . 
E 








NoTaA. Existe sin embargo una importante distinción entre las for- 
mas de dos variables y las formas de más de dos variables. Para que 
[70-15] fuera semidefinida positiva era suficiente que se cumpliera 
[70-18]. Si en [70-21] se cambian >, >, > por =, >, > con algún 
signo de desigualdad, dicha condición ya no es suficiente para que [70-20] 
sea semidefinida positiva. Por ejemplo, la forma (kh +k+1)?—P para 
h=k=1, l=-—2 vale —4<0 y tiene H=0, Ha=0, fi. =1 >0. 


Lo mismo que en la deducción de [70-71], aquí también es 
d?f definida negativa cuando y sólo cuando —-d*f es definida 
positiva, y en las formas cuadráticas ternarias esto se traduce 


inmediatamente con el teorema 1 en el siguiente ($ 63-7, Co- 
rolario) : 


TEOR. 2. La forma [70-20] es definida negativa cuando y 
sólo cuando se cumple: 
[70-22] H<0, Hs>0, fa <0. 


Si la forma d?f no es ni positiva, ni negativamente definida 
y además H +0, entonces es indefinida, lo que para formas 
cuadráticas ternarias da: 


TEOR. 3. La forma [70-20] es indefinida no degenerada, 
cuando y sólo cuando se cumple: 


[70-23] H+=0 , Ha<0 ; 


o bien 
Hf <0 , Has > 0. 


Estos tres casos y los correspondientes a forma cuadrática 
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degenerada (H =0) se aclaran con la interpretación geomé- 
trica, estudiada en el apartado siguiente: 


5, Interpretación geométrica y discusión. — Si en [70-20] 
las variables h, k, l son coordenadas homogéneas de punto, la 
ecuación obtenida igualando la forma a cero representa una 
cónica. Si h, k, l son coordenadas homogéneas de las rectas de 
la radiación de vértice (a,b,c), la forma [70-20] igualada a 
cero representará un cono cuádrico (§ 62-5). 


a) Las condiciones [70-21] ó [70-22] implican que la for- 
ma [70-20] tiene signo constante en todo el plano e igualada 
a cero carece de soluciones reales; se dice que en el plano re- 
presenta una elipse imaginaria y en la radiación un cono ima- 
ginario. 


b) Si H =0, pero Hzz > 0, la forma tiene signo constante, 
excepto para una terna que en el plano representa un punto 
singular y en la radiación una recta singular donde se anula 
la forma. 


c) Si H=0 y sus menores principales de segundo orden 
son nulos, la forma es un cuadrado, y resulta una recta sin- 
gular en.la interpretación plana, o un plano singular en la ra- 
diación. 

En estos tres casos no hay división del plano proyectivo en 
regiones y por esto tiene la forma signo constante, pues se 
pueden unir dos puntos cualesquiera por trazo continuo, sin 
anularse la forma en el trayecto. Análogamente en la radiación 
no hay cambio de signo. 


d) En todos los demás casos (excepto el de anulación idén- 
tica) la ecuación obtenida igualando a cero la forma represen- 
ta una elipse, hipérbola, parábola o par de rectas; en todos 
ellos queda dividido el plano en dos regiones en las cuales to- 
ma la forma signos opuestos. Análoga conclusión vale si h, k, l 
gon coordenadas de las rectas de una radiación de vértice 
(a, b,c). 


Resulta de este análisis que en el primer cagb el punto 
(a,b,c) determina un valor máximo o mínimo en sentido es- 
trieto. También en el segundo, pero en sentido amplio si la 
función es de segundo grado, puesto que la forma se anula en 
una recta que pasa por el punto (a,b,c). Si la función no es 
cuadrática, el mismo razonamiento de $ 70-2 permite demos- 
trar que excluído un entorno cónico de la recta singular sub- 
Kislo ln propiedad de máximo o mínimo según el signo de fs. 

En cl tercer caso resulta máximo o mínimo en sentido am- 
plio si la función es cuadrática, o bien casi-máximo o casi- 
mínimo con plano singular en el caso general; es decir, ex- 
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cluyendo un entorno diédrico arbitrario, subsiste la propiedad 
de máximo o de mínimo. 
Como resumen tenemos (cfr. $ 3-9, c): 


TEOR. Si una función f(x,y,z) tiene derivadas segundas 
continuas y no simultáneamente nulas en el punto (a,b,c) de 
un recinto R y en dicho punto es f; = f, = f, = 0, el carácter 
de este punto (a,b,c) será, para: 

H>0, Hs >0, fis > 0* minimo estricto. 
H <0, Hz >0, for <0 máximo estricto. 
> 


H =Æ 0, Hz, ó Hə ó Huf No hay máximo ni mínimo estric- 
< es <0 to ni amplio. 
fos Ó fy ó faz > 0 ** casi minimo 
, , con recta singu- 
H = 0, Has 0 Ho» O H: lar. 
es >0 <0 casi máximo con 
recta singular. 
fas Ó fy ó fz > 0 casi minimo con 
lano singular. 
H = 0, Hs:=H2=H1= Pra gu 


s = | < 0 casi máximo con 
plano singular. 


Si la función es cuadrática los cast extremos se convierten 
en extremos propiamente dichos, pero en sentido amplio. 


EJEMPLO. Í(x,y,2) = 147 + Y + 32 + yz + 22x — «y. 


f: Z= 22= y+2=0 , 
En a=b=c¢=0 es 4f, = —x + 2y + 2=0 ), 
l= 2x + y +6z=0 , 
con 
2 —1 2] E 
H = —1 2 1 =4>0 > H» = =3>0 . fos 2 >0. 
—1 2 
2 1 6 
De aquí f(x, y,z) > £(0,0,0)= 0, donde es mínimo estricto, 
6. Extremos libres en el caso general. — a) Para una función de n 
variables f(x)=f(%,, ...,%,), exactamente con la misma demostración 


de $ 70-1, puede formularse. 


TEOR. 1. Para que la función derivable f(x) tenga en el punto a de 
un recinto R un máximo o mínimo relativo, en sentido estricto o amplio, 
es necesario que las derivadas parciales de f(x) cumplan 


[70-24] fı(a)=0 , fe(a) =0,...,f.(a) =0. 


* Puesto que f_f  — f,>0, tiene pi el mismo signo de f lo mismo vale en 


TI YY 
todos los casos en que H,z >0. 
** Seguramente no son nulos y tienen igual signo los dos coeficientes f,,, Ly fi; 
que entran a formar el menor positivo. Se puede probar que sôlo cabe: los tres menores 
positivos (o dos positivos y uno nulo), los tres coeficientes de igual signo; dos menores 
nulos y el otro positivo, siendo de igual signo los dos coeficientes correspondientes y el 
otro nulo. 


ez» 
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Aquí subsiste lo dicho en las notas 3 y 4 del $ 70-1. Las raices en 
número finito o infinito de las n ecuaciones [70-24] (tomando a= 
= (Mh, Qa ..., 4) como incógnitas), dan los puntos críticos o extremantes. 


b) Para obtener condiciones suficientes que aseguran la existencia 
de extremo relativo en un punto a, supongamos primero que la función 
f(x) tenga derivadas segundas en un entorno de dicho punto y sean 
continuas y no simultáneamente nulas en a. 

La fórmula de TayLor ($ 69-6) con el resto de LAGRANGE, teniendo 
en cuenta las condiciones necesarias [70-24] y la continuidad de las de- 
rivadas segundas, permite establecer 


[70-25] f(a+h) — f(a) = 
1 d 0 0 (2) a 
= à m + A E An z) f(a) + o(q?) , 
donde es 0? = y hy, 
i=1 


S1 introducimos los cosenos directores u, del versor u cuya dirección 
y sentido son los del vector de extremos a y a + h, es decir, consideramos 


n 
hi = ou , (î=1,2,...,2) ;, X) SL 
i=l 
la [70-25] se convierte en 
[70-26] f(a +h) — f(a) = 
e —) Ea) + ote) 
== 0 ui Ze Eco a gr) + Q , 
donde (tt, Uz, ..., Un) son las coordenadas de un punto de la hiperesfera 


unitaria Nu,” — 1 que representa el versor u. 


Para q suficientemente pequeño, el signo del Af(a) es el mismo que 
cel de la forma cuadrática en las w: 


n 
[70-27] Ta(u) = Y fijuusy , du =1 , 
i j=l 


donde las f,, =f,,'son las derivadas segundas de la función f en el punto 
n, siempre que para cada versor u” en que se anula Tz(u) excluyamos 
un entorno cónico arbitrariamente pequeño, es decir, log versores u que 
curiplan 


n n 
[70-28 ] Yo (mu)? <L, X wu’zal, 


i=1 i=l A 


n 
Ta(u°) = 0 > y uy = Ll. 


donde 


Dichos entornos cónicos se convierten en entornos de la hiperesfera 
unitaria Mu”= 1, cuyos puntos representan los versores u. En efecto, 
',(u) es función continua del versor u, no nula por haber excluído el 
valor o valores u” de u donde se anula con sendos entornos [70-28]; 
luego su valor absoluto tiene un mínimo m >0 en cada dominio compo- 
nento del conjunto cerrado de la hiperesfera Xu? = 1 complementario 1 
in unión de los [70-28], por razonamiento análogo al visto en § 65-3, ba. 
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aplicado no al plano, sino a la hiperesfera unitaria. Si se toma q sufi- 
cientemente pequeño para que en [70-26] sea | o(0?)| < img, en cada uno 
de dichos dominios el signo de Af(a) será seguramente el mismo que el 
de T.(u) como queríamos demostrar. 


c) DEF. Una forma cuadrática n-aria [70-27] se llama definida si 
nunca se anula, positiva o negativa según el signo correspondiente. La 
forma [70-27] se llama indefinida si cambia de signo. La forma [70-27] 
se llama semi-definida, si anulándose para algún versor u, conserva signo 
constante para los demás (cfr. $ 63-7). 

El discriminante de la forma [70-27] es el hessiano (8 70-2) 


fu f ... fin 

[70-29] H.= dfita...,£) | fo fe... fan 
0 (%1, La, o -y En) noo nnonconsaosaa? 

fn fna s.. fan 


donde las derivadas segundas de la función dada se toman en el punto a 
que se considera. 

La forma [70-27] se llama degenerada sì H= 0, y sólo en este caso 
puede ser semidefinida, como se deduce de la teoría de formas cuadrá- 
ticas (§ 63-7). 

Si llamamos H,=H al hessiano [70-29], H,-. al obtenido suprimien- 
do en H la última fila y la última columna, H,-, al obtenido suprimiendo 
en H las dos últimas filas y las dos últimas columnas, y así sucesiva- 
mente, hasta Hı = fu, en dicha teoría de formas cuadráticas en el campo 
real vimos (§ 63-7) que la forma cuadrática n-aria [70-27] es definida 
positiva si y sólo si 


[70-30] H: = fua > 0 , H>0.... Hr >0. 


De aquí resulta, pasando de Ta a — T., que la forma cuadrática 
n-aria [70-27] es definida negativa si y sólo si 


[70-31] (—1)H,>0, (k=1,2,....n) , 
O sea 
[70-32] H,<0, H_>0, H,<0, ..., (—1)'H, >0. 


Para una forma [70-27] no-degenerada (H-F 0), otro caso fuera de 
los anteriores, implica que la forma será indefinida. 

En cambio, si la forma cuadrática [70-27] es degenerada (H=0), 
puede ser semi-definida o indefinida y su complicado estudio se efectúa 
mediante los menores de H en forma análoga a la vista para las formas 
ternarias. 


d) Las consideraciones y definiciones anteriores nos permiten esta- 
blecer el siguiente teorema: 


TEOR. 2. Si una función f(x) de n variables x =(%, ...,%n) tiene 
derivadas segundas en un entorno del punto a, que además son continuas 
y no simultáneamente nulas en a, entonces es suficiente que se cumplan 
las ecuaciones [70-24] y la forma [70-27] sea definida para que exista 
extremo estricto en el punto a: mínimo si [70-27] es definida positiva y 
máximo si [70-27] es definida negativa. 

Si la forma [70-27] es indefinida no existe seguramente extremo. 
Si llamamos H, a los menores en diagonal del hessiano H(— H,) obte- 
nidos considerando las primeras k filas y k columnas de H, se puede 
afirmar que existe mínimo estricto si se cumple [70-24] y [70-30], y 
existe máximo estricto si —f tiene minimo estricto, o bien se cumple 
[70-24] y [70-32]. 

Para H#0, en otro caso no existe seguramente extremo. Si H=0 
el caso es dudoso. Lo continúa siendo si la forma [70-27] es semi-definida, 
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pero entonces hay casi-extremo en el sentido de que excluidos los entor- 
nos cónicos [70-28] se conserva el signo de Af(a). 

e) Si es m el orden mínimo en que alguna derivada no es nula y 
suponemos que f(x) tenga derivadas de orden m existentes en un en- 
torno del punto a y sean continuas y no simultáneamente nulas en a, la 
fórmula de TAYLOR ($ 69-6) permite escribir 


[70-33] Af (a) = 7 drt(a) + 0(0%) , 


donde d”f(a) es la forma n-aria de grado m dada por [69-9] para x = a, 
La misma sustitución 


[70-34] hı = ou; 1 A 


y razonamiento empleado en (b), reduce el comportamiento del signo de 
d”f(a) al de la forma n-aria 





[70-35] Ta (u) = ( aa 


0 (m) n ; 1 


¿=1 
siempre que excluyamos entornos cónicos [70-28] de versores u” donde 
sea Tn(u)=0. 

En definitiva se establece: 

TEOR. 3. Si una función f(x) de nm variables (%1, %2, ..., UnH)=X 
tiene nulas en el punto a las primeras, segundas y demás derivadas su- 
cesivas y es m el orden mínimo en que alguna derivada no es nula, exis. 
tiendo en el entorno de a y siendo continuas en a dichas derivadas de 
orden m, entonces resulta: 

19) Si T., (u) dada por [70-35] carece de raíces reales y por tanto 
tiene signo constante, según sea definida positiva o negativa, entonces 
la función f(x) tiene en a mínimo o máximo estricto respectivamente; 

29) Si Tn(u) dada por [70-35] tiene alguna raiz real de orden im- 
par (tal si m es impar} y por tanto es indefinida, entonces la función 
f(x) no tiene extremo en a, ni en sentido amplio; 

39) Si ad dada por [70-35] tiene raices reales, todas ellas de 
orden par, y por tanto la forma es semidefinida, entonces el caso es du- 
doso, pero al menos la función f (x) tiene en a casi-extremo, en el sentido 
de n excluídos los entornos cónicos [70-28] se conserva el signo de 
Af (a 


7. Extremos de funciones con variables ligadas. — a) Los 
problemas de máximo y mínimo se plantean con frecuencia en 
forma tal que las variables no son todas independientes. Si por 
ejemplo queremos hallar el punto de la curva g(x, y)= 0 más 
próximo al origen, habrá que hacer mínima la función de dos 


variables z = f(x, y)= + Vz? +43 pero donde las variables 
no son independientes sino ligadas por y(x,y)=0 

Sea en general u = f(x,y) una función diferenciable de 
dos variables, estando ligadas éstas por una ecuación diferen- 
ciable p(x,y)= 0. Si se cumple la condición 3¢/ðy Æ 0 se po- 
drá considerar y = y (x) (§ 67-4), resultando u = f[x, y(x)] = 
-= (1). Se trata de determinar los extremos de (xz) me- 
diante f y q, sin necesidad de conocer su expresión explícita 
ni la de y(x). Podemos interpretar geométricamente el pro- 
blema en el plano si suponemos que en él buscamos extremar 
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una función f(x, y) sobre una determinada curva q(x, y)= 0. 
Supuestas satisfechas las condiciones de existencia y continui- 
dad, condición necesaria de extremo relativo será la anulación 
de la derivada total de f(x,y), siendo y =y(x) y obteniendo 
y'(x) mediante p(x,y)= 0. Llegamos así al sistema 


[70-36] f- + fw'=0 ; Pe H py =0 , 
o mejor al 


[70-37] fde+fjdy=0 ; pde + ody = 0. 


En la primera de estas relaciones dx es incremento independiente, 
mientras que dy es diferencial funcional, determinada por la segunda, 
pudiéndose intercambiar los papeles si así conviene para las condiciones 
de existencia o de contorno. Esta última observación es importante, por- 
que las condiciones [70-36] pueden no dar el extremo buscado ($ 70-1) 
si éste se alcanza en un punto de contorno (cfr, ejemplo 1). 


Eliminando y' en [70-36] ó dx, dy en [70-37], se obtiene 
una ecuación que junto con la ecuación de enlace forman el 
sistema de dos ecuaciones 


[70-38] Ly — 1yQz = 0 , g(x, y) = 0 , 


con dos incógnitas x, y, cuyas soluciones son los puntos críti- 
cos o extremantes que puedan ser los extremos buscados en 
dichas condiciones de continuidad y diferenciabilidad. 


NoTAs: 1. Sin estas restricciones, acaso existen (§ 70-1) otros ex- 
tremos singulares, sin olvidar que deben considerarse los puntos de con- 
torno. 


2. La discusión de suficiencia se hace entonces mediante el estudio 
del signo de d’f (§ 70-4, a), estando ligadas dx, dy, d'y por las condi- 
ciones dp =0, dp =0 si consideramos dy diferencial funcional y dx 
incremento independiente. 

3. Las ecuaciones [70-38], escritas en la forma 
[70-39] Pa © Pr = fs : fy , q(r,y)=0 , 
muestran que los puntos 
extremantes que no son sin- 
gulares en p=0 ($ 71-4), 
son aquellos donde la curva 
p(x,y)=0 es tangente a 
una curva de nivel f(x, y)= 
= constante de la función a 
extremar. La figura 234 
muestra dos puntos críticos 
en tales condiciones A y B; 
si la variación de u= f(x, y) 
es monótona, al atravesar 
en el mismo sentido las cur- 
vas de nivel, hay extremo P=0 
en A pero no en B. Por 
el contrario, en un punto 
cuspidal o de retroceso i ) 
($ 71-4) para la curva ọ(x,y)=0, donde q. =,=0, pierde sentido la 
primera [70-39] pero se cumple [70-38], y en general hay extremo (pun- 
to C, fig. 234; ver $ 70-8, a, nota 1 y ejemplo 2). 





Fig. 234 
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b) Si se tratase de extremar una función de tres varia- 
bles u = f(x, y, 2) con dos ecuaciones de enlace y(x, y, 2) =0, 
w(z, y, 2)= 0, representantes de una curva en el espacio, los 
puntos críticos o extremantes vendrían dados por el sistema: 


OL, py) _ E 
[70-40] A A 


a O 1. Mínima distancia del punto (1; 0) a la parábola 
y = 4x. 

Debe hacerse mínima u =(x — 1)? +° con la condición y? = 4x. Si 
consideramos b(x)=(x*— 1)? + 4x y anulamos $'(x)=0, encontramos 
el punto x =— 1, donde no existe curva (!). La paradoja se explica 
por ocurrir el extremo buscado en x=O0, punto de contorno del campo 
x > 0 donde está definida la parábola. Como ésta existe para todo valor 
E Y, es mejor no distinguir la variable independiente, y así [70-37] 

eva a 


[70-41] (x—1)dr + ydy =0 ; —2dx + ydy = 0. 

La condición de compatibilidad de este sistema que es ($ 15-6, b) la 
anulación de su determinante, da y(x + 1)=0, que junto a la condición 
y* = 4x determina el extremo buscado y=0, x=0. 

Escribiendo la proporcionalidad entre los coeficientes de dx y dy en 
las ecuaciones [70-41] se obtiene (x—1)/(—2)=y/y =1 que da el 
resultado absurdo de antes: x=— 1, pues al poner y/y= 1 se pierde 
la raíz y=0 de y(x + 1)=0 quedando x+1=0, o sea x =— 1. 

2. Distancia del origen O a la curva del espacio 

p(z, y,z) = 0 , y(x, y, 2) = 0. 
La función a extremar en este caso es u= xr? + yY + z. 
De 
xd + ydy + zdz = 
3 p-d + pdy + -dz = 0 , 
L pdæ + pdy + y.de = 


y las dos ecuaciones de enlace se obtiene el sistema 
y 


: x Y Z 
[70-42] | Pos Py Qe = 0 1, QQ= 0 > P= 0 , 
Yo Py Ve 


cuyas raices son los puntos críticos buscados P. 

La primera de las [70-42] expresa que la recta OP es perpendicular 
n la tangente a la curva en P ($ 67-6, nota 3, y $ 60-5, c), es decir, los 
segmentos mínimos o máximos entre un punto y una curva son normą- 
les n ésta (si no hay puntos angulares o extremos). Pero esto no basta, 
pues puede haber punto de inflexión, y así debe hacerse la discusión del 
signo de d'u, con dx, dy, dz ligadas por dp —=0, dy =0, dando dy, diz 
Ins dp —0, dep—0, si se considera de incremento independiente. 

Si la curva y =0, y=0 es la recta 


x= pz+a , y=qz +b, 
de parámetros directores p, q, 1, se obtendrá: 


E Y z 
E 0 p|=0 , es decir 2+pe+qy=0 , 
0 —1 q 


plano normal por el origen O a la recta dada y cuya intersección con 
ella «de el punto buscado. 
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c) CASO GENERAL, Si se buscan los extremos de 
u = f (£i, La... 2n; Yi, Ya, - + ., Ym) , 


función diferenciable de m-+mn variables, estando ligadas por m ecua- 
ciones diferenciables: 


[70-43] pi[%x, -.., Taj Y)... ,Ym) = 0 , (i=1,2,...,m) , 

supuestas independientes en las Ys, ..., Ym ($ 68-3), esto es, cumpliendo 
9 Ue 

[70-44] A g 


d (Ys Ys... Ym) 

de modo que f depende realmente sólo de n variables independientes 
Zis, La, ..., Un, será condición necesaria de extremo ($ 70-6) fuera de los 
casos de discontinuidad o contorno, que se anule su diferencial total para 
valores cualesquiera de los incrementos independientes des, des, ..., den, 
mientras que las diferenciales funcionales dy, dYs, ..., dYm vendrán da- 
das por dp, =0 (i=1,2,...,m). 

Así se obtiene el sistema lineal de m+ 1 ecuaciones en las diferen- 
ciales dı, ..., d£n; dy, .. ,dYm: 


of of of of 
==> 1 ... Ta n AT ... — d m=0, 
df Fa, dæxı +...+ FA dx. + A dy +...+ de y 


Qı 








dp do, de, 0 
== A iah w = D, 
[70-45] do, Ja, dx, +...+ des dx, + Y dy +...+ Ya AY 
Pm Pm 0Pm 0Pm 
m = -ae n e.. aa nn d; m = 0 
dy . de, dx + + DEn dx + dya dy, + + DY m y ) 
de las que por [70-44] se puede eliminar dy, dy», ..., dYm, dando como 
ecuación resultante 
Midx, + Madxs + ... + Mndz, = 0. 
Ésta no encierra sino incrementos independientes dx,, des, ..., den, 
y por el teorema de identidad de polinomios ($ 16-2), tomando aquí co- 
mo variables dx,, ..., de,, es equivalente a las n condiciones 


[70-46] Mj(%1, ..., 3 Ya) ---,Yn)=0 , (j=1,2,...,2n) 


que junto a la m ecuaciones [70-43] determinan las n+ m coordenadas 
Liy Loy eey Ens Yy -Ym de los puntos críticos o extremantes. Aun ha- 
bría que discutir el signo de d'f ($ 70-6), estando en ésta las dx,, dy, 
y d'y: ligadas por dọ: = 0, d'p: = 0, (i=1,2,...,m), lo que suele ser 
muy complicado. 


8. Método de los multiplicadores de Lagrange. — Veremos 
ahora un método, que implica la introducción de nuevos pará- 
metros llamados multiplicadores de LAGRANGE, con el cual se 
logra mayor sencillez y simetría en los cálculos, y se elimina 
la necesidad de distinguir previamente entre variables inde- 
pendientes y dependientes, así como la intervención de dife- 
renciales segundas de variables dependientes en la discusión 
de suficiencia, 


a) Si en el caso de § 70-7, a a la primera [70-37] le su- 
mamos la segunda multiplicada por un parámetro 1 se obtiene: 


[70-47] (Lo + hp.) dx + (f, + 1py)dy = 0. 
De aquí no resulta sin más la anulación de cada paréntesis, 
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pues las diferenciales dz, dy no son independientes. Pero si se 
elige à de modo que se anule el coeficiente de dy, resultan: 


[70-48] fe +igp=0 , Hip =0 , 


que conjuntamente con q(x,y)=0 dan tres ecuaciones para 
determinar los puntos críticos y el parámetro 1 para cada uno. 


LAGRANGE observó que las ecuaciones [70-48] corresponden 
a buscar los extremos libres ($ 70-1) de la función 


[70-49] F = f(x,y) + ip(x,y) , 


considerando x, y, como variables independientes, y à como 
constante. Por otra parte, para discutir el signo de d?f basta 
considerar el de d?F, pues sobre py =0 es f =F, y con esa con- 
dición y = 0, será también d*f = d*F. Al calcular d?2F ($ 69-3, 
b), tendremos: 
ð 91 oF 
2 = delia ¡e a AL 
dF [ds 77 + dy) FARO, 

y como por la segunda [70-48] es F, = 0, por lo anterior que- 
dará sobre y =0: 


70-50 ala ay oe 
[70-50] = (607 + Uy) ; 


es decir, el cálculo formal de d?F = d?f se efectúa considerando 
también en F, a x é y como variables independientes. 


EJEMPLO 1. Mínima distancia del punto (1; 0) a la parábola 
y'=4x. Debe hacerse mínima u =—(x —1)* + y? con la condición y? — 
-— 4x = 0, como en el $ 70-7, ejemplo 1. 

Si introducimos la función 

F = (2-1)? + y + (y — 4x) , 
definida, continua y derivable en todo el plano xy, el sistema [70-48] y 
[70-43] es aquí: 


F. = 2(x—1)— 4 =0 , 
v = 2y + 2y = 0 , 
| ọ = y’ — 4x = 0. 
Do la segunda se obtiene y = 0 ó à= — 1, pero sólo el primer va- 


lor de solución real =0, y=0, A=-—3. En dicho punto es F,.=2, 
W,—2-1-21=1, Foy=0, y por tanto d'u = d'F —= 2dx? + dy”, estando 
ligndas dx, dy por dp=2ydy —4dxr=0 que en (0,0) se reduce a 
da: 0 y por tanto, queda en definitiva d%u = d*F = dy’, que al ser de- 
finidn positiva nos asegura el mínimo buscado. No era necesario (cfr. 
sjemplo 3) que 2dx* + dy? fuere definida positiva, pero siéndolo aquí, 
ento yu era suficiente para asegurar mínimo, lo que por otra parte se 
vo directamente por la naturaleza geométrica del problema, 


NoTA 1. Si q,=0 no podrá hallarse un à que anule el coeficiente 
do dy en [70-47]. Para los puntos singulares ($ 71-4) de la curva 
w(w,p)--:0 donde p.=q,=0, no podrán obtenerse las [70-48] ni aun 
permutando los papeles de x é y, y el método de LAGRANGB no es apli- 
enblo, 
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EJEMPLO 2. Para hallar el punto de la curva q(zx, y)=(x —1)*— 

— y? = 0 (fig. 235) a mínima distancia del origen, hay que hacer mínima 
la función Í(x,y)=x*+ 

+ y?, con la condición 

p=0, y 

La curva q=0 tie- 

ne el punto cuspidal 

(1; 0) y ningún otro pun- 

to en el círculo x? + y? < 

< 1 (como se ve buscan- 

do sus intersecciones con 

la circunferencia x*+ 

+y" = 1), luego el pun- 

to cuspidal (1; 0) da la xX 
solución. Ahora bien, sus 

coordenadas verifican las 

UU pida plx,y)=0 y 

v+Fip=W0 para cual- ; 

quier valor de ìà, pero en Fig. 295 

cambio es 


fa + àp = 2x + 3A (x — 1) = 2 #0. 


b) Para tratar análogamente el caso general (§ 70-7, c), disponga- 


mos de m parámetros constantes arbitrarios 2; (1=1,2,...,m), tales 
que al multiplicar en [70-45] las dq, por ellos y sumar por columnas, 
se elijan de manera que se anulen los coeficientes de dy, ..., dym: 

dp Cm al 
[70-51] + Ài a ee AN , (Gî=1,2,..., m). 


Quedará Pia 


(Z+ $S w T L) an +. (Z + > ) dz, =0 i 








j=1 j=1 IEn 
que por depender sólo de los incrementos independientes dx,, dx2, ..., d%n, 
es equivalente a las n ecuaciones 
of dQ: Pm 
y E SE e s = s = hash) 
[70-52] 4 ho + c+ da, o (k=1...,2) 


Las [70-51], [70-52], junto con las [70-43], dan 2m-+.n ecuaciones 
en 2m-+n incógnitas da, he, ..., Am; Li Ta ..., En; Ya Ya -». Ym para de- 
terminar los puntos críticos buscados. 

Obsérvese que las ecuaciones [70-51] y [70-52] corresponden a bus- 
car los extremos libres ($ 70-6) de la función 


[70-53] F=f + Mapa + Aspa + an E Am Pm , 
considerando %i, %2, ..., Un, Ya, -+s Ym Como variables independientes y 
Aas Àa, -es Àm como constantes. Por “otra parte, para discutir el signo de 


d'f, basta considerar el de d*F, pues sobre [70-43] es f= F, y con esas 
condiciones será también d'f =d'F. Al calcular d'F ($ 69-3, b), ten- 


dremos: 
2 ð 0 0 Dm 
dF = ( dei g Hoe + dea gp H A gy Ho H dwa gy) F + 





dF oF 
+ dyi d Yı + ... Ym m , 
sor las [70-51], sobre [70-43], quedará 


222 XIX. FÓRMULA DE TAYLOR EN VARIAS VARIABLES § 70 -8 


a d o ð 0 E 
[70-54] df =( dea gr Ht deagos Hdg H+ dyng) F> 


cs decir, el cálculo formal de d*F = df se efectúa considerando también 
on F a 2,%,..., Tn; Ya --.,Ym como variables independientes. Sin em- 
bargo, el estudio del signo de d'F como forma cuadrática definida, inde- 
finida o semidefinida (§ 70-6), debe hacerse respecto de los incrementos 
independientes dx,, dez, ..., de,, pues deben considerarse las diferencia- 
les funcionales dy, ..., dYn ligadas a los anteriores mediante dq, = 0, 
(i=1,2,...,m). No obstante, en todo el proceso no hay necesidad de 
distinguir a priori entre las n+ m variables %1, %a ..., 2n; Yun-.., Ym) 
cuúles son las dependientes e independientes, y para que las [70-43] se 
consideren “distintas”, basta sean independientes respecto de m variables 
untre las n + m anteriores ($ 68-3, nota 2). Además la introducción de 
l” +icne la ventaja de eliminar enseguida la intervención de las diferen- 
ciales segundas de las variables dependientes en la discusión de sufi- 
ciencia, 


NOTA 2. Para extremar la función u= f(x,y,z) sobre la superficie 
q (xr, y 2)=0, se forma F=f-+0p, y los puntos críticos vienen dados 
por el sistema: 
f: + g: = 0 , f +p =0 , f+ p =0 , q9=0. 
La discusión de suficiencia se hace estudiando el signo de 
dF —= (F.dx + F,dy + F.dz) 


con dx, dy, dz ligadas por q.dx + pydy + q.dz = 0, 

En es caso particular de ser u= 2, obtendríamos así los extremos 
de una función z dada implícitamente por la ecuación p(x,y,z)=0. 
Quedará F =z +o, y los puntos críticos se determinan por 


P- = 0 , y =0 , 1 + Ap: =0 , p =0. 
La discusión de suficiencia se efectúa mediante d?F —=?2d*p, donde 


d'p sc calcula como si x, y, z fuesen independientes, pero ligando dg, 
dy, dz mediante dọ =0. 


EJEMPLOS: 3. Paralelepípedo de área mínima entre todos los de vo- 
lumen dado C. 


Basta extremar la mitad de su área u= xy + yz + zx, con lą ecua- 
ción de condición vyz = C. Para esto se forma 
F = Xy + yz + 2x2 + Aayz—C) , 
y Ins [70-51] y [70-52] son aquí: 


a E E 
=D sa g M 
Do (y +z)x=(z+xw)y se deduce x =y; análogamente y =z. Ten- 
drentos como punto crítico £o = Yo = Zo = YC, con à = —2/ YC. 


Por la naturaleza geométrica del problema podríamos ya concluir que 
ntn en la solución buscada, es decir, que el paralelepípedo de volumen 
dndo y úrea mínima es el cubo, pero es instructivo completar la discu- 
«lón nnnlítica de suficiencia. El estudio del signo de d*F en (xo, Yo, Zo) 
so efoctúa buscando en dicho punto el valor de las derivadas parciales 


Fa = Fy = Fae = 0 ; 


Fa I= 1 + AZo = — 1 = Fp: (£o Yo, Zo) = Foz (Lo, Yo, Zo). 
A primera vista parece que 
ËF = — 2 (dxrdy + dydz + dzdx) 


ex ludofinida, sin que por tanto exista extremo, pero no es así, porque 
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de, dy, dz no son mdependientes, sino que están ligadas mediante dọ = 0, 
es decir, en zo=Yo=%0+=0 es de + dy + dz =9. Entonces resulta 
d'F = 2 (dx? + dy? + dedy) > 9 definida positiva, pues el hessiano es 


2 1 

H = 1 2 > 0 

4. Hallar las longitudes de los ejes de la sección producida en el 
elipsoide 








q? y’ 
C 
por el plano lz + my + nz =90. 

Hay, pues, que buscar los máximos y mínimos de la función 
r=axw+y+2?, cuyas variables están ligadas por las dos ecuaciones 
anteriores. 

Para aplicar el método de LAGRANGE, formemos la función 

2 2 a 
Peye (E E 1) H 2u lle Y my +12) 


y resolvamos el sistema: 





zg 
+= 
Cc 











zx 
v +-p tiu = 9 


YH h+ 


[70-66] 24 AH np =0 


lx + my + nz =0 
Multiplicando la primera ecuación por x, la segunda por y, la ter- 
cera por z y sumando, resulta x*+y*+2*44=0, es decir, A=— 7. 
Puestas las tres primeras ecuaciones en la forma 


£ al 
a TT ap? 
Y bm 
y pa 
z cn 
e o ap? 


elevándolas al cuadrado y sumando, se obtiene: 


== |( al A ( bm Y + cn y 
"lar ) + Vpp a 
Sustituídos los valores de A y y en el sistema [70-55] se resuelve 
éste respecto de x, y y z, y resultan. los valores que pueden hacer má- 
ximo o mínimo a r°; pero es más ventajoso eliminar x, y y z en dicho 
sistema por venir expresada la resultante en función de 2*+y?*42*=r. 
Esto se logra a partir de las tres primeras ecuaciones de [70-55]: 
A A 
bm 
——uz=0 
Yy + pp " 
2, 
z + A Hp =0 
e— r 
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sumándolas una vez multiplicadas por l, m, n, respectivamente, y resulta: 
ær bem? cn? 
di e t ap T?’ 
ecuación de segundo grado en ° que determina los cuadrados de los 
semiejes de la sección plana del elipsoide. 


NoTA 3. La condición [70-44] 


I (Pi Pas ---, Om) 

-m 0 

(Yas Yz Yn) i 
debe reemplazarse por la de que sea no nulo por lo menos uno de los 
determinantes funcionales de las qa, qa, ..., Pn respecto de m de las va- 
riables %,,...,%n; Yi, -.., Ym, dando así una condición de independencia 
de los vínculos que no hace distingo entre las x y las y. Esta condición 
es esencial en la aplicación del método para poder determinar los mul- 
tiplicadores A, como se ha aclarado en el caso más sencillo en la nota 1 
y ejemplo 2. 


, 


EJERCICIOS 


1, Extremos de la función f(x,y)=x*+y*—x*'—y +1. 

2. Extremos de la función f(x, y)= x*— 2xy? + y! — yl. 

3. En el plano del cuadrilátero convexo V:(k = 1,2,3,4) hallar el 
punto P cuya suma de distancias Y: a los vértices sea mínima, 

4. Extremos de 2—x4* + xy + y + % + 5y; ecuación canónica de esta 
cuádrica. 

5. Extremos de 2—(x* + y?)? — 20? (%? — y?). 

6. Extremos de 2 = e" — e?" en el cuadrante x=0, y=0. 

7. Extremos de 2= x* 4 y* — 2(x% — y)?. 

8. Mínima distancia d entre las rectas (x—5)/3 =(y—5)/2= 
=(2—7)/6=t,; (x + 11)/2 =(y —12)/2=2 + 12= tz. 

9. Hallar los triángulos en que es máximo el producto 

u=senA .senB , senC. i 

10. Siendo A, B, C tres ángulos positivos tales que A + B + C = łx, 
domostrar que se cumple siempre sen A .sen B .sen C £ 1/8. 

11. En el plano de un triángulo hallar el punto tal que la suma de 
los cuadrados de las distancias de los vértices a dicho punto sea mínima. 

12. Extremos de: a) z=y*/(x* +75) con la condición x*— xy + 
-4-15 = 0; b) 2=x*+xuy* con la condición xy —a*=0. 

13. Mínima distancia del origen al plano Ax + By + Cz + D=0. 

14, Extremar el producto xy?" de exponentes positivos constantes, 
con la condición x+y+2=8. 

15. Entre todos los triángulos de perímetro 2p hallar el de área má- 
xima. Entre todos los de área S hallar el de perímetro mínimo. 

16. Entre los cuadriláteros cuyoš lados tengan longitud dada, hallar 
ol de Área máxima. 

17. Situar tres puntos A, B, C en el círculo a* + y? <1 de modo 
quo en el triángulo ABC sea máximo: a) el producto de los lados; b) cl 
Aron. 

I8. Hallar el parelelepípedo rectángulo de mayor volumen inscrito 
vn cl olipsoide (2*/02) + (y*/b*) + (2/c*) = 1. 

10. l'aralelepípedo rectángulo de máximo volumen entre todos los de 
rena dada. 

20, Por un punto P(a,b,c) trazar el plano que forme con los pla- 
non coordenados el tetracdro de volumen mínimo V y hallar éste. 

21. Resolver el problema del ejemplo 4 de $ 70-8 para la superficia 
do elasticidad (al +4 y? 4-23)? ax -p by’ -+ c2", 
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22. Extremos de u=x*+yg 42? bajo la condición ant? + any? + 
+ dur? + 2010y + 20yz + Zanz = 1. Interpretación geométrica. 

23. Referida a ejes oblicuos de ángulo 0, hallar la longitud de los 
ejes de la cónica aux? + 20,204 + aay’ + as = 0. 

24. Demostrar que el valor máximo de (ax + 2bxy + cy?) / (ex? + 
+2fxry + gy’), (con eg — fF > 0), es igual a la mayor de las raíces de 
la ecuación en u: (ac— b’)—u(ag —2bf + ec)+ w (eg —f)=0 y apli- 
carlo a calcular el máximo de (x° + 6xy + 3y*) / (2? —uxy + y’). 

25. Hallar el máximo del determinante 








Aua  .«.. Gin 
AS lirio paria 
Ani ... An 
para el cual dn? + ... + arm’ = H,, (r=1,2,...,2), donde H, son cons- 


tantes positivas dadas. Demostrar que si M es una cota superior de todos 
los módulos de los elementos de A, se tiene |A| < Vn” M” (HADAMARD). 


§ 71. APLICACIONES GEOMÉTRICAS DE LA FÓRMULA 
DE TAYLOR 


1. Cambio de coordenadas. — La fórmula de TAYLOR tiene 
multitud de aplicaciones en Geometría analítica. Tal es, por 
ejemplo, el cambio de coordenadas. Dada la ecuación f(x, y)= 0, 
si se cambian los ejes por otros paralelos, las coordenadas an- 
tiguas y nuevas están ligadas por la relación : 


=a+ ; u=zb+yYy , 
y la ecuación se transforma en esta otra: 
f(a, b) +x. f(a, b) +y. f(a b) +... = 0. 
Análogamente, la ecuación f(x, y, 2) = 0 referida a los nue- 


vos ejes x’, y’, z’ relacionados por las fórmulas: x=a-++2*', 
y=b+y, 2=c+2' es: 


f(a,b,c) + x' .f,(a,b,c) + y” -f,(a,b,c) + 2” . f¿(a, b,c) + 
+...=0, 


2. Centro de las cuádricas. — En particular, si se trata de 
una cuádrica y elegimos el punto (a, b,c) de modo que cum- 
pla las condiciones : 


f.(a,b,c) =0 ; f,(a,b,c) =0 ; f.(a,b,c)=0 , 


la ecuación referida a este nuevo origen carece de términos de 
primer grado. Por tanto, si un punto (x', y”, 2') está en la su- 
perficie, también el simétrico (—x”, —y”, —2') ; es decir: el 
punto (a,b,c) es centro de simetría de la superficie. 

Regla práctica. Para determinar el centro de una cuádrica, 
se resuelve el sistema que resulta de anular las tres derivadas 
primeras. (Cfr. § 62-1, nota). 

Obsérvese que los términos de segundo grado no alteran 
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eon la sustitución; luego, para referir la cuádrica a su centro 
(a, b,c), basta suprimir los términos de primer grado y poner 
como término constante f (a, b, c). 

Cuando el sistema de ecuaciones lineales sea incompatible, 
es decir, tenga soluciones infinitas, la cuádrica es de tipo pa- 
raboloide ($ 62-5); y es de tipo cilíndrico o se reduce a dos 
planos si el sistema es indeterminado ($ 62-5). 


EJEMPLO. Sea la superficie 
f(x,y,z) = 2" — 3xy + Y — xz + 2? —2y —6=0. 
Para determinar el centro pondremos: 


f.(a, b,c) = A AS 
f,(a,b,c)= — 3a + 2b — 2 = 0 b = — 7/2 
f. (a, b,c) = — a + 2e Sa l c = — 3/2 


La ecuación referida a este centro es: 
2x? — Bry + Y — xz + z” — (5/2) = 0. 


n 


3. Puntos simples u ordinarios de las curvas. — Se llaman 
así los puntos en que no se anulan simultáneamente las dos 
derivadas parciales f.(x, Y), f(x, y) del primer miembro de 
la ecuación f(x,y)=0. Si es f,(a,8)==0 resulta y función 
continua y derivable de x en el entorno del valor a; y la de- 
rivada y’ se calcula según se demostró en § 67-4. La ecuación 
de la tangente en el punto (a,b) es, por tanto ($$ 30-4 y 
67-4, b), 


[71-1] (x —a)f:(a, b) + (y — b) f, (a, b) = 0. 


Si se anula f,(a, b), pero es f.(a, b)=- 0, resulta x función 
de y; la tangente, que entonces es paralela al eje y, viene tam- 
bién dada por la ecuación [71-1], cuya validez es, por tanto, 
general. 

De otro modo: desarrollada la función por la fórmula de 
TAYLOR la ecuación de la curva adopta la forma: 


[71-2] (x—a)f:(a, b) + (y —b)f,(a b) + ... =0 , 


donde los términos siguientes son de grado superior a unò res- 
pecto de z—a, y—b. La intersección con una recta cual- 
quiera: y — b = k(x —a) resulta sustituyendo y— b por 
k(r —a), y la ecuación obtenida tiene la raíz simple x = a; 
pero si la recta es precisamente la [71-1], resulta que la raíz 
Xœ a es por lo menos doble; es decir, la recta es tangente a 
ln curva, según el concepto cartesiano, y su ecuación se obtie- 
noe igualando a cero el binomio de primer grado en el desarro- 
llo de TAYLOR. Ahora bien, hemos demostrado que esta ecua- 
ción [71-1] representa la tangente según la definición de 
Y 30-4 y h, que llamaremos newtoniana; luego queda demos- 
trada la identidad de ambos conceptos en los puntos ordinarios 
o simples, 
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EJEMPLO. La tangente en el origen a la curva 


2x — 3y + 4x’ — y? = 0, 
es la recta 2% = 83y. 


4. Puntos múltiples de las curvas planas. — a) Si en un 
punto (a,b) de la curva f(x,y)= 0, son nulas las derivadas 


f.(a,b) =0 , f,(a,b) =0 , 


el desarrollo de TAYLOR de f(x,y) para el punto (a,b) multi- 
plicado por 2 da, llamando o a la distancia de (a,b) a (x, y): 


[71-3]  fo¿(1—a)? + 2f.(1 —a) (y—b) + fyy(y —b)? + 
+o0(0*) =0. 


Si la curva es algebraica, la intersección con cualquier rec- 
ta y—b=1(x—a) trazada por (a,b) resulta sustituyendo 
y — b por 1(x—a), y en la ecuación obtenida aparece el fac- 
tor (x—a)?, luego el punto (a,b) es por lo menos doble en 
todas las secciones, y por esto se llama punto múltiple de la 
curva. 

En el caso general, supuesto que el primer miembro de la 
ecuación implícita de la curva f(x, y)= 0 sea una función uni- 
forme con derivadas segundas continuas, llamaremos singula- 
res a los puntos no ordinarios ($ 71-3) y vendrán determina- 
dos por las coordenadas a y b que satisfacen simultáneamente 
a las tres ecuaciones: 


[71-4] f(a,b)=0 , f.(a,b) =0 , f,(a,b) =0. 


Supongamos además que la función f(x, y) admite el des- 
arrollo de TAYLOR ($ 69-5) 





[71-5] £(m4)= Y afla, b)+ oCo”). 
p=2 Ve 
Si los polinomios homogéneos de grado 1, 2, ..., n— 1 en 


h=x—a y k=y—b: dí(a,b), d?f(a,b), ..., d”*f(a, b) 
son idénticamente nulos en kh y k y no lo es el d"í(a, b), se 
dice que el punto (a,b) es un punto singular de orden n, o 
en las curvas algebraicas punto múltiple de orden n. Para 
n = 2 tendremos un punto doble de la curva. 


b) En el caso de punto doble (a,b), la forma de la curva 
en su entorno depende de las propiedades de la ecuación ho- 
mogénea de 2% grado: 


[71-6] d’f(a, b) = fos. (x —a)? + 2, . (1 —a) (y—b) + 
+ fw . (y —b)?=0 , 


que representa un par de rectas, reales y distintas, reales y 
coincidentes, o imaginarias, según que sea el hessiano H = 
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fafu — oy? < 0, = 0, ó > 0, y entonces el punto doble se 
llama respectivamente hiperbólico, parabólico o elíptico (y tam- 
bién crunodal, cuspidal o acnodal). 

Supuestas continuas las derivadas terceras de f(x,y) en 
(a,b) tendremos: 


TEOR. bı) En el caso de punto doble hiperbólico (H < 0), 
la curva en su entorno posee dos ramas reales respectivamente 
tangentes a las dos rectas reales distintas [71-6]. 

bı) En el caso de punto doble elíptico (H > 0), existe un 
entorno reducido del mismo sin puntos de la curva y el punto 
(a,b) es aislado. 

ba) El caso de punto doble parabólico (H = 0) es dudoso 
en el sentido de que puede o no haber curva en su entorno, con 
ninguna, una o dos ramas, con o sin retroceso, pero siempre 
con una sola tangente dada por el par de rectas coincidentes 
[71-6]. i 


DEM. bı) Si H <0, sean à +ù los coeficientes angula- 
res del par de rectas reales distintas [71-6]. La intersección 
de [71-3] con las rectas del haz y — b = à (x — a), tendrá or- 
den de multiplicidad superior a 2 si se anula el trinomio de 
segundo grado, es decir, si se elige una de las dos rectas [71-6] 
y éstas son, por tanto, tangentes según el concepto cartesiano 
para curvas algebraicas. 

En el caso de funciones diferenciabès cualesquiera, la exis- 
tencia de intersección con las rectas y — b = à (x — a) resulta 
del teorema de la función implícita ($ 67-4) ; pues dividiendo 
por (x— a)?, la ecuación 


[71-7] 2F (2,1) = fes + 2foyh + fu? + 
+ (x—a)[P(1)4+ 5] = 0 
Ho satisface para à = M, x =a, y siendo 
Fr (0,1%) = fo + fuh #0 , (pues H<0) , 


oxiste un punto que tiende al (a,b) cuando 1> A, es decir, 
una y sólo una rama de curva tangente a la recta de pendien- 
lo 1; y análogamente a la otra ìs. Por tanto, las tangentes 
según el concepto cartesiano lo son también según la defini- 
ción del § 30-5. 


BIEMPLO 1. La lemniscata y?— x? + x*t—0 tiene punto doble hiper- 
bólico en el origen. 


b.) Veamos ahora que todo punto elíptico de una curva es 
aislado. En efecto, si el hessiano en el punto doble (a,b) es 
H-0, no se anula el trinomio [71-6] que figura en [71-3], 
y en un entorno suficientemente pequeño el término comple- 
mentario, es menor que el mínimo de dicho trinomio, luego no 
hay puntos de la curva en ese entorno reducido. 
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EJEMPLO 2. La parábola cúbica punteada de NEWTON y°= x — g’ 
tiene un punto aislado en el origen. 


bs») Si H =0 y el punto singular es doble, una de las dos 
derivadas segundas f.,(a, b), f,yy (a, b) no es nula. Suponga- 
mos f,y=0, con lo que [71-7] puede ponerse en la forma 


[71-8] 2F (2, M) =-— (Lay + w 1)? +(2—a) [P (0)+8] =0. 


En general, 


1/0 9/0 
PA = (27 + 17) £(a, b) 
no se anulará para M = — fay/fyy, con lo que la curva [71-8] 
tiene un punto ordinario en x =a, =M. En el entorno de 
este punto, la parte principal h* del infinitésimo h=x—a 


verifica 
Ley Flw.1)2? = — fm. PA )hk* , 


con lo que à y, por tanto, y — b = ìh es real cuando y sólo 
cuando h es de distinto signo que f,,P (11). Además los dos va- 
lores de k =14h quedarán a uno y otro lado del 1, = — fay/fyy- 
Es decir, la curva sólo existe a un lado de la recta x =a y se 
compone de dos ramas situadas a uno y otro lado de su tan- 
gente común dada por el par de rectas coincidentes [71-6]: 
entonces, se dice que el punto doble (a, b) es una cúspide o 
punto de retroceso de primera especie. 

En el caso excepcional de que sea P(1,)= 0, el punto x = a, 
à = à es también singular para la curva [71-8] y hay que rei- 
terar la discusión para ésta, pudiendo ocurrir que el punto 
(a,b) para la curva [71-3] resulte aislado, o con dos ramas 
coincidentes o distintas a un mismo o distinto lado de su tan- 
gente común (punto doble con tangentes coincidentes o tacno- 
do), o de retroceso de primera especie o, aunque deteniéndose 
ambas ramas en el punto singular (a,b), queden ambas a un 
mismo lado de su tangente común (punto de retroceso de se- 
gunda especie). En las curvas algebraicas este método de re- 
ducción lleva siempre a poder decidir cuando se está en uno 
de los casos anteriores, mientras que esto no se puede asegu- 
rar para curvas trascendentes en general. 


EJEMPLOS: 3, La curva y? +x*+y*=0 tiene un punto parabólico 
aislado en el origen. 

4. La parábola cúbica cuspidal de NEWTON y?—x*— 0 tiene un pun- 
to de retroceso de primera especie en el origen. 

5. La curva (y — x°)? = 0 tiene todos sus puntos parabólicos (tac- 
nodos) y consta de dos ramas coincidentes cada una de las cuales tiene 
todos sus puntos ordinarios. 

6. La curva (y — x°)? — x°? = 0 tiene en el origen punto doble con 
tangentes coincidentes o tacnodo quedando a un mismo lado de ésta ambas 
ramas ordinarias. 
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7. La curva y + y — xt=— 0 tiene en el origen punto doble con 
tangentes coincidentes o tacnodo quedando a distinto lado de ésta ambas 
rimas ordinarias. 

8. La curva (y— au?) —xx"=0 tiene en el origen un punto de re- 
troceso de 2% especie, 


c) En el caso de punto múltiple (a,b) de orden n, supongamos sean 
continas en (a,b) las derivadas de orden n+ 1 de f(x,y). El desarro- 
llo de TAYLOR (§ 69-5) para f(x,y) toma la forma 


[71-9] £(2,4) = d'El b) + Ol) = 0. 


Ahora el comportamiento de la curva en el entorno de (a,b) depende 
do las propiedades de la ecuación homogénea de grado n en h=x—a. 
k--y—b: 


[71-10] d'f (a, b) = [e—a -< + (y — b) ay | (0) =0. 5 


que representa un haz de n rectas, reales o imaginarias, que pasan por 
(«,b). Sean 1, sus coeficientes angulares. 
Si la curva [71-9] se corta por la recta genérica del haz y—b= 
:d(x—a), la intersección tendrá orden de multiplicidad superior a n 
si se anula el polinomio [71-10], es decir si se elige una de las rectas 
[71-10] y éstas son, por tanto, tangentes según el concepto cartesiano. 
También lo son según el concepto newtoniano ($ 30-5), pues dividiendo 
por (x—a)", la ecuación 


ə 3 ym 
[71-11] nF (z,}) = (= E 5) f(a,b) + (a—a)[PA)+3I=0 , 


so satisface para A=}, =a. Cuando x —>a, para que siga verificán- 
dose [71-11]ha de ser A—>A,, es decir, toda rama real de la curva es 
necesariamente tangente a una recta real del haz [71-10]; en particular, 
xi todo el haz [71-10] es imaginario (aunque tenga vértice real) el punto 
(a,b) es aislado. 

Ilxaminemos separadamente cada recta del haz [71-10] para reco- 
nocer la naturaleza de la rama tangente correspondiente. 

Sca lA, el coeficiente angular de una recta múltiple de orden p del 
haz [71-10]. 

Iintonces [71-11] toma la forma 
[7112] »!F(210 =0.—)PyO0) + (x—a)[PQ)+6] =0 , 
con y.0,)=5 0. 

Si p:=1, es F, (a, })Æ0, y la curva [71-12] tiene un punto ordi- 
nario en x= da, } =), y de ahí deducimos que a toda recta real simple 
del haz [71-10] le corresponde una rama ordinaria tangente a ella en 
(a,b). 

Sip>l yos 


P (ài) = 





1 ( 0 0 qe 
— — f(a, b 0 
lar +) PODA, 
en ete caso también la curva [71-12] tiene un punto ordinario en x=a0, 


2 h. En el entorno de este punto, la parte principal h* del infinité- 
“wmo h x--a viene dada por 


paasi (A — Aea) + PO)A* = 0. 


Si p es impar, en [71-13] 1—2A, cambia de signo con h, es decir, 
w PO) O, a toda recta múltiple de orden impar del haz [71-10] de 
coeficiente angular finito le corresponde una rama real ordinaria sin 
inflexión, Si la recta x--a forma parte del haz [71-10] se cambia x 
por n. 
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Si p es par, en [71-13] es A—A, real y biforme de signos contra- 
rios sólo para h, conservando signo contrario a P(A)/w(.). Por lo 
tanto, si P(1,)==0, a toda recta real múltiple de orden par del haz 
[71-10] de coeficiente angular finito le corresponde un punto de retro- 
ceso de primera especie. Si la recta x=a forma parte del haz [71-10] 
se cambia x por y. 

Si excepcionalmente P(2.) =0, el punto x=a, à=ħ es también 
singular para la curva [71-12] y hay que reiterar la discusión para 
ésta, apareciendo entonces otros tipos de singularidades. Sin embargo, en 
las curvas algebraicas, este método de reducción lleva siempre a decidir 
de qué tipo de singularidad se trata, lo que puede no ocurrir para cur- 
vas trascendentes en general. 


EJEMPLOS: 9. La curva y" + 2x*—u«y*—0 tiene en el origen un 
punto triple de tangentes =0 (rama ordinaria con inflexión) é y? =0 
(retroceso de primera especie). 

10. La curva «x? + y —2uz'y=0 tiene en el origen un punto quín- 
tuple de tangentes y =0 (rama ordinaria sin inflexión) y x*=0 (re- 
troceso de primera especie). 


d) Si la curva es trascendente, la función f(x,y) o sus derivadas 
pueden presentar discontinuidades, dando lugar a otros tipos de singula- 
ridades. 

Son importantes los dos siguientes: 

dı) Punto de detención. La función cesa en él de existir brusca- 
mente o se hace imaginaria. Por ejemplo, el origen es un punto de deten- 
ción de la curva y =xlnv. 

d:) Punto anguloso. Dos ramas de la curva se detienen en él bajo 
inclinación distinta; es debido a una discontinuidad de la pendiente de 
la curva. Por ejemplo, el origen es punto anguloso de la curva 
y=xw/(1+.elWx) ($ 30-5, ejemplo 1). 


5. Posición de una superficie respecto del plano tangente. — 
Para estudiar la forma de una superficie 2=f(x,y) en el 
entorno de un punto (a,b,c), conviene desarrollar la función 
por la fórmula de TAYLOR, deteniendo el desarrollo en un tér- 
mino más o menos avanzado, según el grado de aproximación 
que se desee en dicho estudio. 

Limitándola en los términos de segundo grado, se tiene: 


z = f(x,y) = f(a -+h, b+ k) = f (a,b) + hf:(a, bd) + 
+ kf, (a, b) + 4(forh? + 2f.yhk + fyyk?) + o (0°). 
La ecuación del plano tangente en el punto (a, b,c) es, lla- 


mando z; a la cota, para distinguirla de la cota z sobre la su- 
perficie: 


Z — C= (x —a)f, (a, b) + (y — b) f, (a, b) , 


ze = f (a,b) + hf:(a, b) + kf, (a, b). 


Restando ambas ecuaciones tenemos para el incremento de 
la ordenada de la superficie respecto de la ordenada del plano 
tangente: 


2(2—2;) = fak + 2fahk + fyk? + o(0?) , 
y según la variación de signo de este trinomio, así será la po- 


O sea. 
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sición de la superficie en el entorno del punto (a,b,c) res- 
pecto de su plano tangente en él. 

La discusión, ya realizada en $ 70-2, conduce a este resul- 
tado: 


11 > 0. La superficie está situada, en un cierto entorno, a 
un solo lado del plano tangente. El punto se llama elíptico. 

1 < 0. La superficie tiene puntos en ambos lados en todo 
entorno del punto, el cual se llama hiperbólico. 

H =0. Excluído un entorno angular de la recta singular 
definida por el trinomio, la superficie está de un solo lado del 
plano tangente. El punto se llama parabólico. 


La intersección de la superficie 2 =—f (7, y) con el cilindro H (x, y)= 0, 
si existe, consta en general de una o varias curvas, llamadas líneas pa- 
vrabólicas de z= f(x,y), y es el lugar de los puntos parabólicos que 
separa las regiones de puntos elípticos de la de puntos hiperbólicos, 


El caso especial fs; = fz = fy = 0 exige el estudio de la 
forma cúbica, cuártica, etc., y se llama dudoso ($ 70-3). 


EJEMPLO. En el toro, superficie engendrada por una circunferencia 
que gira en torno de un eje de su plano que no la corta, son elípticos 
los puntos de la semicircunferencia cóncava respecto del eje, son hiper- 
bólicos los de la semicircunferencia convexa y son parabólicos los puntos 
do los paralelos más alto y más bajo. 


6. Intersección de la superficie con su plano tangente. — 
a) En los puntos de intersección debe ser z = z; y recíproca- 
mente; luego la ecuación de dicha intersección proyectada so- 
bre el plano xy es [71-3]. La curva tiene, pues, doble el punto 
(a,b) de contacto y sus tangentes vienen dadas, según $ 71-4, 
b, por los términos cuadráticos del desarrollo, o sea, [71-6] ; 
y son reales y distintas, o confundidas, o imaginarias, según 
que sea H<0, =0 ó >0, es decir, según que el punto sea 
hiperbólico, parabólico o elíptico. 

In el caso del punto hiperbólico la intersección se compone, 
por tanto, de dos ramas que se atraviesan en el punto (a, b) ; 
cn el caso del punto elíptico el punto de contacto es aislado, 
puesto que en un entorno de él la superficie no corta al plano; 
en el caso parabólico la curva tiene un punto aislado, con tan- 
fonte real única o bien dos ramas distintas o coincidentes con 
lungente única, como se ve en los ejemplos 3 a 8 del $ 71-4. 

lus bisectrices de las dos tangentes en'la curva de inter- 
sección se llaman tangentes principales de la superficie en el 
punto (a,b). Si el punto es elíptico las tangentes a la curva 
son imaginarias, pero las bisectrices son reales. En efecto, en 
ambos casos re determinan las tangentes principales haciendo 
girar los ejes un ángulo tal que se anule el término rectangu- 
lar en hk; entonces las dos tangentes, sean reales o imaginii- 
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rias, quedan simétricas respecto de los ejes, puesto que sus 
coeficientes angulares son opuestos. 

Si el punto es parabólico la tangente única es principal y 
la otra es su perpendicular. 

Cuando la superficie es simétrica respecto de un plano nor- 
mal la intersección de éste con un plano tangente, es eje de 
simetría de la curva, y por tanto es una tangente principal, 


NOTA. El problema de la discusión de los puntos dobles de las cur- 
vas y el problema de la posición de una superficie z = f(x,y) respecto 
de su plano tangente son idénticos. La curva de ecuación f(x*,y)=0 
puede interpretarse como intersección de la superficie z = f (x,y) con el 
plano z = 0, que es tangente en el punto (a,b) si son nulas las deriva- 
das f-(a, b), f, (a, b). 

Recíprocamente, la naturaleza de los puntos de una superficie de- 
pende de la del punto doble en la sección producida por cada plano 
tangente. En los párrafos anteriores se ha visto la correlación entre 
ambos problemas. 


b) En particular, si la superficie es una cuádrica (§ 62-4, 
0), la intersección se compone de dos rectas reales si la super- 
ficie es un hiperboloide de una hoja o un paraboloide hiper- 
bólico. Para este último caso se ve inmediatamente, pues sien- 
do ($ 62-3, b) la ecuación del paraboloide 2 = (12/2p) —(y?/29), 
el desarrollo de TAYLOR termina en los términos de segundo 
grado, y no habiendo término complementario, la intersección 
del plano tangente en (a,b) con la superficie, viene dada por 
la ecuación (h?*/p)—(k?/q)= 0, que representa dos rectas. 

En las a con centro ($ 62-2) de ecuaciones 
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por lo que para el elipsoide (£, = £2 =+ 1) y el hiperboloide 
elíptico (£1 = £: = — 1) es siempre H > 0 y para el hiperbo- 
loide de una hoja (sı£2 = — 1) es siempre H < 0. En resu- 
men, aplicando la discusión, resulta: El elipsoide, el hiperbo- 
loide de dos hojas y el paraboloide elíptico tienen todos sus 
puntos elípticos; el hiperboloide de una hoja y el paraboloide 
hiperbólico tienen sus puntos hiperbólicos. 

Finalmente, si se considera un cilindro y colocamos, por 
ejemplo, sus generatrices paralelamente al eje x, su ecuación 
es: z = f(y), por tanto: f= 0, fa = 0, fa = 0, y así es H = 0, 
es decir: Todos los puntos de un cilindro cualquiera son para- 
bólicos. 

La intersección con el plano tangente se reduce a la gene- 
ratriz, considerada como doble. 

Lo mismo acontece con los conos y con todas las superfi- 
cies desarrollables ($ 75-83). 

En los puntos parabólicos, las dos rectas tangentes se re- 
ducen a una sola doble; la dirección de esta tangente única y 
la perpendicular a ella son las dos direcciones principales de 
la superficie. 

En el caso del cilindro, o en general en las superficies 
desarrollables, como la intersección se reduce a una recta, la 
tangente es ella misma. 


EJERCICIOS 


1. Dada la cuádrica xy + yz + zx — 2x — y — 3z + 1 = 0. referirla a 
lon ejes trazados paralelamente por el nuevo origen (—2;0;3); hallar 
cl centro y referirla a él. 


2. En la cuádrica del ejercicio anterior, hallar el plano diametral 
conjugado de la dirección (2; —3;6) y el diámetro conjugado del plano 
"24 3-22=0. Hallar las direcciones principales y reducir la cuádrica 
n ln forma canónica. (Cfr. $ 62, ejercicio 6). 

3. En la cuádrica del ejercicio 1, dar la ecuación del cono asinto- 
tico desde el origen de coordenadas y desde su centro. 


4. linllar el plano polar del punto P(3;2;1) respecto de la cuádrica 
wt y y'i xy + yz- zx =>}, así como el cono tangente cuyo vértice 
os ol mismo punto. Hallar el polo del plano 2x — 3y +2 = 1. Ecuación 
ennónien de la cuádrica. (Cfr. $ 62, ejercicio 5). 

D Si en un punto ordinario (a,b) de la curva f(w.y)=0, la recta 
[11 1] tiene con ésta un contacto de segundo orden ($ 38-8), el punto es 
de inflexión (SS 33-9 y 40-2). Hallarlos para una Curva que tenga deri- 
vndas terceras continuas. 

0. Hallar los puntos ordinarios de inflexión de las curvas: 

10) a p p? -4 qy = 0; 29) y = xt — bzr’. 
7. lnllar los puntos múltiples de la estrofoide recta x*(x 4 c)— 
arte ay 0. (Cfr. $ 23-09, ejemplo 3). 
R. lnllar los puntos múltiples de la curva 
ANY A YA CO o. 
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9. Para el caso excepcional que en [71-8] sea P()= 0, es decir, 
P(A)=2(4— 21) P,1(4), llamando 


1 0 0 (4) 2 
aw = (= HA) f(a,b), A = fn (a, b). QO) — [PT 


demostrar: 1%) Si A >0, el punto (a,b) es parabólico aislado; 2%) Si 
A<O0, el punto (a,b) es parabólico doble a tangentes coincidentes (tac- 
nodo) y entonces averiguar cuándo ambas ramas estarán o no a un mis- 
mo lado de la tangente común; 3%) Si A=0 y el caso no vuelve a ser 
excepcional, entonces cuando en general Q(1,) +0, el punto (a,b) es de 
retroceso de 2% especie y sólo es de 1% especie si además es Q(41)=0. 
Aplicar este método a los ejemplos 3 a 8 de $ 71-4. 

10. Estudiar los puntos múltiples de las curvas: 

19) 4e(4+Yy4)—(*4+y+cey)?=0 ; 
29) y + x — 2y = 0. 

11, Estudiar en el origen las curvas: 1%) xt+4 y'—«ey=0; 
29) x5 — y" — 2 + ay = 0. 

12. Puntos de detención de las curvas y =(1 + e*/”) / (1 —e*/”) (cfr. 
$ 25-4, ejemplo 2), y = Arctg(1/x). 

13. Estudiar en el origen la curva y=xw Arctg(1/x). 

14, Carácter del punto (0,0) y posición respecto del plano tangente, 
de las superficies z = f(x,y), donde el segundo miembro corresponde a 
las siguientes funciones: 1%) $ 70, ejercicio 1; 2%) $ 70, ejercicio 2; 
39) 8 70, ejercicio 4; 4%) $ 70, ejercicio 5; 5%) $ 70, ejercicio 7; 
6%) $ 71, ejercicio 7; 7%) $ 71, ejercicio 8; 8%) ejemplos 3 a 8 de 
8 71-4; 9%) $ 71, ejercicio 10. 


NOTAS AL CAPÍTULO XIX 


I. El método de cuadrados mínimos. — No siempre son susceptibles 
de medición directa las magnitudes físicas y, con frecuencia, se pueden 
medir solamente ciertas funciones de ellas, procurando que el número de 
ecuaciones así obtenidas para determinar las n incógnitas, sea muy supe- 
rior a n. Desde el punto de vista puramente matemático, tales ecuacio- 
nes forman sistema incompatible, y se trata de encontrar los valores de 
%, Yy ..., t, que las satisfagan con la mejor aproximación posible. Como 
medida del error con que el sistema de valores x, y, z (y análogamente 
para n variables) satisface al sistema de ecuaciones 


fı (x, Y, 2z) = 0, f: (x, Y, 2) EO .>, fm (x, Y) z) = 0, 


se adopta, siguiendo a Gauss (cfr. Apéndice IV, vol. III), la suma de cua- 
drados de los errores, es decir, el número 2f,(%,y,z)”. Si este error total 
cuadrático es nulo, lo son todos sus sumandos y la terna x,y,z satisface 
exactamente al sistema, caso que no se presenta por los inevitables errores 
de medida, debiendo limitarse a obtener la terna que haga mínimo dicho 
error cuadrático. Éste es el método de GAUSS, llamado por tal causa de 
cuadrados mínimos. 

El caso más sencillo, al cual se procura reducir cualquier otro susti- 
tuyendo las funciones f, por aproximaciones lineales, es aquél en que las 
ecuaciones son de primer grado. Sean, pues, las ecuaciones propuestas 
(llamadas ecuaciones de condición) : 


ar + by +czr=!l, (r=1,2,....m) , 


donde los números l, son los valores medidos para diversos sistemas de 
coeficientes, y se trata de encontrar los valores de x, y, z, que hacen mí- 
nima a la suma: 


[X1X-1] S (ax + by +c,2—l,)”. 
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Condición necesaria para ello es la anulación de las tres derivadas: 


Za, (dx +b.y + c,2 — 1,) == 0 
3b,(a,3 + by + cr2—l,)=0 , 
5 C-(a,x +b-,y + cr —l,) = 0 


f [aa]x + [ably + [ac]z = [al] 
3 [balxw + [bbly + [bc]z = [b!] 
l [ca] + [cbly + [cclz = [el] 


designando brevemente a,b, = [ab] y análogamente las otras sumas. Es- 
te sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas suele llamarse sistema 
de ecuaciones normales o sistema normal, y la matriz de su determinante 
cs el producto de la traspuesta ($ 61-4) de la matriz de coeficientes del 
sistema propuesto por ésta ($ 61-3); luego, el determinante es suma 
($ 13-4, c,) de todos los cuadrados de los menores de tercer orden de la 
matriz de dicho sistema propuesto ($8 15-7 y 13-6) y solamente es nulo 
si en éste no hay tres ecuaciones linealmente independientes ($ 14-3). 
Para ver que la solución única del sistema normal hace mínimo el error 
cuadrático, mejor que el método general es sustituir +0, y +8, 2+y5 
y resulta la anterior suma de cuadrados más otra análoga (por anularse 
los dobles productos), luego la terna obtenida es la solución buscada, ya 
que al incrementar arbitrariamente æ, y, z, aumenta la suma [XIX-1]. 

Obsérvese que para el cálculo de los coeficientes de las ecuaciones 
normales a partir de las ecuaciones de condición, pueden emplearse ta- 
blas de cuadrados (Cap. VII, nota II), pues no sólo es [aa] = Xa,?, sino 
también [ab] =34[(a+b) (a + b)] — [aa] — [bb]}. 

Es circunstancia importante para la resolución numérica del sistema 
de ecuaciones normales (Cap. XVII, nota IV), que éste sea simétrico. 


O Sea: 


EJEMPLO. Calcular la velocidad inicial y la aceleración de un movi- 
miento uniformemente acelerado, conocidos los espacios recorridos en los 
tiempos siguientes: 

É 
e 


0 1 3 5 7 10 
0 5 20 38 58,5 101 


1i 


La ecuación es: 
e = vt + ły?, o sea: vt + }ł yt —e=0 
do incógnitas v, y y coeficientes t, 3, e. 
El sistema de ecuaciones normales es 
184v + 748y = 1674,55 ; 748v + 3277y = 7050,75 ; 
do donde se despeja la solución probable v= 4,9; y = 1,03. 


TM. Bibliografía. — 1. Sobre el contenido de este capítulo tratan las 
obras citadas en Cap. XVIII, nota III. 

Un estudio monográfico de métodos para determinar extremos de las 
funciones de varias variables, conteniendo los de SCHEEFFER, STOLZ y V. 
VON DANTSCHER, así como uno original fundado en la aplicación de los 
teoremas de STURM y de BUDAN-FOURIER (§ 41) para conocer las raíces 
renles de f(x,y) =0 para x, pequeño y así determinar las ramas reales 
de In función algebraica definida por f(x,y) =0 cuando x es pequeño, 
esta on: 

D. R. CURTISS: Maxima and minima of functions of two or more 
variables. (Math. Monographs, vol. 1, págs. 1-43, Northwestern Univ., 
Iivunston, 111,, 1941). 


2. Sobre puntos singulares de las curvas planas tratan los textos de 
(ioomoetría analítica (cfr. Cap. XVII, nota V, 4) y también los tratados 


C. XIX -II BIBLIOGRAFÍA 287 


de Análisis matemático (citados en Cap. XVIII, nota III), por ejemplo 
los de VALLÉE POUSSIN o VALIRON. 

También los estudian los tratados monográficos sobre curvas, tales 
por ejemplo los ya antiguos de: 

F. G. TEIXEIRA: Traité des courbes spéciales remarquables planes et 
gauches. (Vol. I, Gauthier-Villars, París-Coimbra, 1908; vol. II, Coim- 
bra, 1909), 

o el catálogo completo con estudio de propiedades geométricas y aplica- 
ciones de: 

G. LORIA: Curve piane speciali algebraiche e trascendenti. Teoria e 
storia (2 vols., Milán, 1930); Curva sghembe speciali algebriche e tras- 
cendenti (2 vols., Zanichelli, Bolonia). 

Breve obra de tipo clásico geométrico es 

H. WIELEITNER y E. BEUTEL: Algebraische Kurven. (2 vols.; Samm- 
lung Góschen, Leipzig, 1914). 

Una introducción a la Geometría algebraica moderna destinada a 
debutantes, con numerosos ejemplos y ejercicios, de texto riguroso que 
facilita el acceso a las memorias clásicas e inicia en las diversas técnicas 
algebraicas modernas es: 

R. J. WALKER: Algebraic curves. (Univ. Princeton, 1950). 

El estudio de los puntos singulares y de las inflexiones de las curvas 
planas algebraicas forma la base del desarrollo inmenso que ha ido to- 
mando la Geometría algebraica a partir de la famosa memoria de V. A. 
PUuIsEUx: Recherches sur les fonctions algébriques, (Journal de Math. 
pures et appliquées, ts. 15 y 16, 1850-1), de los trabajos de G. F. B. 
RIEMANN (cfr. $ 116-2), del concepto fundamental de transformación bi- 
rracional sistemáticamente estudiado por L. CREMONA, su descomposición 
en transformaciones cuadráticas hecha por M. NOETHER para aplicarlo a 
los puntos singulares, con resultados que, como ha mostrado F. ENRIQUES, 
también pueden conseguirse mediante los desarrollos de PUISEUX, ligados 
a las investigaciones de I. HALPHEN sobre las ramas de las curvas alge- 
braicas. Una bibliografía muy completa sobre la cuestión se encuentra en 

F, AMODEO: Sintesi storico-critica della geometria delle curve alge- 
briche. (Conte, Nápoles, 1945). 

Siempre vigente y fundamental en muchos aspectos, de riquísimo 
contenido y que da una orientación clásica general sobre Geometría al- 
gebraica es: 

F. ENRIQUES y O. CHISINI: Lezioni sulla teoria geometrica delle 
equazioni e delle funzioni algebriche. (4 vols., Zanichelli, Bolonia, 1915-34). 

Introducción didáctica y elemental es la de 

J. REY PASTOR: Geometria algebraica (curso autografiado, Bs. As., 
2% ed., 1940). 

Teoría sintética de las curvas planas, con investigaciones y resulta- 
dos originales, contiene 

J. REY PASTOR: Teoria geométrica de la polaridad. (Acad. Madrid, 
1929). 

En forma muy asequible y didáctica, la teoría clásica está tratada en 

L. GODEAUX: Géométrie algébrique (Vol. 1, 1948; vol. 2, 1949; Scien- 
ces et Lettres, Lieja); 

y mucho más elementalmente en la breve obra: 

L, GODEAUX:- Introduction a la géométrie supérieure (2% ed., Masson, 
París, 1946). 

Con el mismo objetivo y rico contenido que incluye valiosos e impor- 
tantes ejemplos bien desarrollados, está: 

J. G. SEMPLE y L. ROTH: Introduction to algebraic geometry. (Cla- 
rendon Press, Oxford, 1949). 

Desde el punto de vista funcional citaremos sólo dos obras valiosísi- 
mas. El gran tratado clásico, completo y de lúcida exposición: 

P. APPELL y E. GOURSAT: Théorie des fonctions algébriques et de 
leurs intégrales (Vol. 1: Étude des fonctions analytiques sur une surface 
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do RIEMANN, 2% ed., 1929; vol. 2: P. FATOU: Fonctions automorphes, 
1930; Gauthier-Villars, París); 
y el más breve de 

G. A. Briss: Algebraic Functions (Colloquium Publ. n? 16; Ameri- 
cnan Math. Soc., Nueva York, 1933). 

Gcometría algebraica sobre cuerpos ($ 17-1, a), con fundamentación 
moderna plenamente rigurosa, se encuentra en los libros, que prescinden 
de toda intuición geométrica: 

B. L. VAN DER WAERDEN: Einfúhrung in die algebraische Geometrie 
(Springer, Berlín, 1939; Dover, Nueva York, 1945), 

A, WEIL: Foundations of algebraic geometry (Colloquium Publ., n? 
29; American Math. Soc., Nueva York, 1946). 

Combinando métodos estrictamente algebraicos con objetivos pura- 
mente geométricos y representando así un excelente puente entre la an- 
tigua y la nueva Geometría algebraica está: 

W. V. D. HoDGE y D. PEDOE: Methods of algebraic geometry (Vol 1, 
1947; vol. 2, 1952; Cambridge Univ. Press). 

Una didáctica exposición de métodos modernos se encuentra en: 

B. SEGRE: Lezioni di geometria moderna. Vol. 1: Fondamenti di geo- 
metria sopra un corpo qualsiasi (Zanichelli, Bolonia, 1948). 

En la 22 ed. y siguientes del vol. I (Cap. IV, nota III, 1) se cita: 

C. CHEVALLEY: Introduction to the theory of algebraic functions of 
nne variable (Math. Surv. VI; American Math. Soc., Nueva York, 1951). 


CAPÍTULO XX 


GEOMETRÍA DIFERENCIAL DE CURVAS 
Y SUPERFICIES 


$ 72. “VECTOR DEPENDIENTE DE UNO O MÁS PARÁMETROS: 
CURVAS Y SUPERFICIES 


1. Función vectorial. — a) Dado como campo de variación 
de un parámetro un conjunto de números reales u, constituído 
generalmente por un intervalo abierto (a,b):a <u < b, o por 
un intervalo cerrado [a,b]:a < u < b, hagamos corresponder 
a cada uno de sus escalares u un valor bien determinado del 
vector r, definiendo así la función vectorial uniforme de es- 
calar (cfr. $ 60-1): 


[72-1] r = r(u). 


Si todos los vectores r(u) tienen un mismo origen fijo O, 
sus extremos P describen un cierto lugar de puntos dependien- 
tes de u, escribiéndose también: 


[72-2] P =P(u). 


Así en un espacio puntual afín queda determinado un conjunto me- 
diante el vector de posición OP, dado por la función vectorial [72-1] que 
toma sus valores en el espacio vectorial asociado (Cap. XVII, nota III). 
Generalmente supondremos que estamos en un espacio euclideo de tres 
dimensiones. 


La expresión lineal del vector r ($ 60-3): 

[72-3] r(u) =P(u) = x(u).¡+y(u).j + z(u).k 

pone en correspondencia biunívoca la función vectorial [72-1] 
con la terna de funciones escalares x=x(u), y=y(u), 
z =Z(u) que en el espacio tridimensional afín da la terna de 
coordenadas cartesianas del punto variable P. La forma vec- 
torial [72-1] constituye una expresión más sintética de dicha 
terna de funciones escalares. 


En el espacio de n dimensiones, la expresión lineal [72-3] se con- 
vierte en 


[72-4] r(u) = P (u) = x(u) .€1 + Xa(u) .e + ... F Xn(U) . €n. 


Las definiciones de limite y continuidad son análogas a las 
conocidas para funciones escalares ($$ 24-1 y 25-1). 
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Diremos que es 
limr(u) =1 para u > w 


si para cada e >0 existe un número ¿=5(8€) > 0 tal que 
[72-5] [r(u)—1| <e para 0 < |u—uwl| <ô. 

Es r(u) continua en uo si está definida en un entorno de wù y existe 
y es limr(u)=r(u) para u—>us es decir, si para cada £ > 0, existe 
un número ô= ô(e)>œ> 0 tal que 
[72-6] |r(u)—r(w)]| < £: para |u—w|< 8. 


Es r(u) continua en el intervalo cerrado [a,b], si además de serlo 
en cada punto interior del intervalo, lo es a la derecha en a y a la 
izquierda en b (§ 25-5). 


b) Dado en el plano paramétrico (u,v) un recinto o un 
dominio (§ 64-5), hagamos corresponder a cada uno de sus 
puntos un valor bien determinado del vector r, definiendo así 
la función vectorial uniforme de varios escalares (cfr. § 64-1) : 


[72-7] r = r(u, v). 


Como antes, aplicados los vectores r(u,v) a un mismo ori- 
gen fijo O, sus extremos P definen un cierto lugar de puntos 
dependientes de los parámetros u, v, y la expresión lineal del 
vector r: 


[72-8] r(u,v) =P(u,v) = x(u, v) .i + y(u, v).j+ z(u, v).k, 


pone en correspondencia biunívoca la función vectorial [72-7] 
con la terna de funciones escalares x = x (u,v), y = y (u v), 
z = z(u,v) que en el espacio tridimensional afín da la terna de 
coordenadas cartesianas del punto variable P. 

Las definiciones de límites, continuidad y sus variantes, son 
análogas a las conocidas para las funciones escalares ($ 65). 


c) Las desigualdades |x|<|r|<|xw|+|y!|+|2]| prue- 
ban que para la continuidad del vector r es necesario y sufi- 
ciente la continuidad simultánea de sus componentes x, y, 2. 
Análogamente r tiende a un límite cuando y sólo cuando lo 
mismo ocurre simultáneamente con sus componentes. 


2. Derivación de una función vectorial. — a) Para u fijo 
pero Au = h 30 variable, es función de h el vector cociente in- 
cremental [r(u+h)—r(u)]/h. Si existe su vector límite: 


lim r(u+h)—r(u) 


h=>0 h 


[72-9] = r(u) , 
la llamaremos derivada de r(u) respecto de u, que se escribe 
también dr/du. 

Referida la función vectorial [72-1] al vector de posición 
[72-2], su derivada se expresa también por P'(u), si el origen 
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O es fijo, independiente de u. Si O fuese también función de 
yu, sería 


[72-10] r’ (u) = P (u) — O'(u). 


De la expresión lineal [72-3], bajo la hipótesis de ser cons- 
tante (independiente de u) el sistema de referencia i, j, k, se 
deduce: 

[72-11] r(u) =x(u).i+y'(u).j+Z'(u).k , 

siendo necesario y suficiente la existencia simultánea de las 
respectivas derivadas de las funciones componentes x, y, 2 para 
la existencia de r"(u) ($ 72-1, c). Entonces, las componentes 
del vector derivado son las derivadas de las componentes del 
vector dado. 

En forma análoga (cfr. $ 38-1) se definen las derivadas 
sucesivas: 


[72-12] r”(u) = dr'/du , r”(u) = dr"/du , ..., 


para cuya existencia es necesario y suficiente que lo mismo 
ocurra simultáneamente en sus componentes, pudiéndose deri- 
17 T a término (i, j, k constantes) la expresión lineal 
2-11]. 
El vector diferencial dr(u)=r'(u).h, será múltiplo del 
vector derivado r' (cfr. $ 34-1) y diferirá del vector Ar en un 
vector infinitésimo o(h) de orden superior a h ($ 24-3), siendo 


[72-13] Ar(u) = r'(u).h + o(h). 


b) Respecto de un vector [72-7], función de varias varia- 
bles escalares, se pueden definir ($ 66-1) las derivadas par- 
ciales, en caso de existir: 


r(u + h,v) —r(u,v) _ 0r 


om, h M = r, (u, v), 
[72-14] 

e ASA a 

k>0 E ov 


De la expresión lineal [72-8] resulta 


r, = P, == Xu. İ + Yu. j + 2, -K, 
[12-15] re = P, = %s.i + Y%.j + 2K. 

Una función vectorial [72-7] es diferenciable en (u,v) si 
su incremento es función vectorial lineal homogénea de los 
incrementos independientes du y dv, a menos de un infi- 
nitésimo vectorial o(ọ) de orden superior al principal ọ = 
= + Y (du)? + (dv)?, y en este caso (8 66-4) la parte prin- 


cipal ($ 24-3) del incremento es el vector diferencial total: 
[72-16] dr (u, v) = r, (u, v)du + r, (u, v) dv. 
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3. Reglas de derivación. — a) Mediante la expresión lineal 
de la derivada [72-11] es inmediata la demostración ($ 32) de 
las fórmulas: 


d di dr 
Ma du O) S u TE A u 

d da db 
[penal du CTD = Tu © u ’ 


supuestas dadas la función escalar A(u) y vectoriales r(u), 
a(u), b(u), todas ellas derivables en el punto u. 


b) La derivación del producto escalar [60-20] efectuada 
en su segundo miembro, demuestra que 


d d 2 3 
12-19] — (a.b) = — (2a¡b;) = 5 (a'b; + a;b) = 
[72-19] 3 (a.b) J (Za;b:) z(a b; + a;b’) 


= a'.b+a.bÞ , 


es decir, un producto escalar se deriva en forma análoga a la 
de un producto ordinario. 

De aquí deducimos que si un vector variable y derivable 
tiene módulo constante, su cuadrado escalar es constante y en- 
tonces d(r.r)/du = 2r.r' =0, de donde ($ 60-5, c): 


[72-20] |r(u)| = Const. implica r'(u) 1 r(u), 


es decir, un vector variable y derivable de módulo constante es 
perpendicular a su vector derivado. 


NOTA. Si r= |r| representa (§ 60-1, a) el módulo del vector r 4 0 
y éste es derivable, también existirá 


pa — t 
(*) y = du |r] = (r.r')/r , 


pues es r=% +y +z =r.r. No debe confundirse r = |r|” con 
| r” |, en general distintos, pues si r' no es paralelo a r, entonces por la 
desigualdad de CAUCHY - SCHWARZ (Cap. XVII, nota II, b) es |r.r'|< 
< r.|r'], de donde por (*) sería en este caso r" < | r'|. Así, por ejem- 
plo, en [72-20] es r"=0, sin que esto ocurra para |r'|. 


c) De la forma en determinante [60-32] se deduce inme- 


dintamente la regla de derivación del producto vectorial and- 
loga a la del producto ordinario, 


[72-21] Z Gabe ab date 


d) Si r es función vectorial de u y u es función escalar del 
oscalar 8, la regla de derivación de función de función se es- 
eribe 
(12-28 de _ de de 

ds du ` ds ? 
como en $ 32-3, con la misma demostración allí vista. 
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4, Derivada direccional. Tensor derivado. — a) Si en un 
recinto del espacio euclídeo (u,v, w) tenemos definido un cam- 
po escalar (por ejemplo de densidades, o de temperaturas, etc.) 
que hace corresponder a cada punto Q de coordenadas carte- 
sianas rectangulares u, v, w un escalar dado por la función 
escalar de punto f(Q) = f(u, v, w) y ésta es diferenciable, exis- 
te entonces su vector gradiente (§ 66-6, b): 


[72-23]  Df(Q) = f.(Q).i+1,(Q).j+f0(Q).k , 


cuyas componentes, según cada dirección y dan las derivadas 
escalares 


[72-241 fọ (Q) = fu (Q).pı + f(Q). p2 + fo(Q). pa 
de f (Q) en dicha dirección (§ 66-5 y 6). 


b) Análogamente, podemos considerar definido en un re- 
cinto del espacio (u,v, w) un campo vectorial (por ejemplo, 
de velocidades, o de fuerzas, o de intensidades eléctricas, etc.) 
que hace corresponder a cada punto Q de coordenadas carte- 
sianas rectangulares u, v, w un vector dado por la función veec- 
torial de punto r(Q)=r(u, v,w). Si ésta es diferenciable 
$ 72-2, b), podremos poner en la dirección q: 


Ap r(Q) = r.(Q)du + r,(Q)dv +r.(Q)dw + o(| Ap Q |), 
donde consideramos el vector 
[72-25] Ap Q = du.i + dv.j + du.k. 


Así existirá entonces la derivada direccional dada por el 
vector: 
r(Q+A4y? Q)—r(Q) 


[72-26] rọ (Q) Ta m A E 


= r.(Q).p + r.,(Q).q2 + rv(Q) -qs 


de dirección en general distinta a la q, pero que al venir dado 
por una función lineal homogénea en los cosenos directores q, 
pz, pa de la dirección «q, representa un tensor de rango dos 
($ 63-1, b), que es el tensor derivado Dr(Q)= dr/dQ de la 
función vectorial de punto r(Q), designado también por y r 
(S 91-6). 


Si la función vectorial r(Q) tiene las componentes 
x(u, v, w), y(u, v, w), z(u,v, w), la primera componente de la 
derivada direccional [72-26] será Xx«gı + X2 + Xvp3, y análo- 
gamente las otras dos. En particular, las componentes del vec- 
tor r, (Q) serán Xu, Vu Zu, y análogamente las de r,(Q) y 
r.(Q), formando así las nueve coordenadas, elementos de la 
matriz ($ 63-1, b) del tensor derivado Dr(Q). 


El vector diferencial drr(Q) es igual al producto del ten- 
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sor derivado Dr(Q) por el vector AyQ ($ 63-2), es decir, el 
tensor Dr(Q) transforma el vector AyQ de dirección q en el 
vector diferencial dyr(Q), de dirección en general distinta a 
la q. 


c) Análogamente, la derivación en un punto dado de una 
función diferenciable tensorial de punto de rango dos, daría 
una correspondencia de tensores respecto de las direcciones del 
espacio (u, v, w) según una ley homogénea en los cosenos di.- 
rectores de cada dirección. El conjunto de estos tensores de- 
pendientes de tres tensores de segundo rango, es decir de 9 
vectores o de 27 escalares, daría un tensor de tercer rango 
($ 60-2, f). En la misma forma se definirían tensores deri- 
vados de rango superior cualquiera. 


5. Fórmula de Taylor de una función vectorial. — a) Si en 
uo existe (finita) la derivada vectorial r% (uo) de la función 
[72-1] se podrá escribir la fórmula de el 


[72-27] r(uo+ h) = r(uo) + hr (uo) jo oí T I” (uo) + 
a , 


con 

[72-28] T, =0(h”) , 

deducida por [72-3] y [72-11] con el mismo razonamiento que 
en el caso escalar ($ 39-3) 

Si imponemos a r(u) la condición más restrictiva de que 
en un entorno de u, sea r” (u) continua y exista r("*" (u), el 
término complementario vectorial T, tendrá por componentes 
las formas de LAGRANGE 


1 
q (m1) (uo + 0h) , Ta AA ——— y" (Uo + 02h) , 


De (n FI 
r (uo + 0h) , 


(0 < 0; <1, i = 1,2,3), pero con 8; en general distintas, por 
lo que aquí será en general 


h™! 
(n+ 1)! 


hm! 
2. n A pp) Oh 
pura todo 8 de 0< 80 <1. i 
Si r” (u) es continua en uo se obtiene un caso particular 


de [72-28] (con n+ 1 en lugar de n): 


hi iren (u)+o(1)] , 


[72-30] A T 
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donde o(1) es un vector que tiende a 0 para h=>0 (cfr. 
$ 24-3, b). 

Se dirá que la función [72-1] es analítica en un entorno 
de uo si admite (cfr. $ 23-8, c) un desarrollo en serie conver- 
gente: 


[72-31] r(u) = as + ar(u— uo) + az(u — 40)? + 
+ o... + anlu—uo)” + ..., 
donde los vectores a, son independientes de u (pero no de uo). 
Entonces existen las derivadas de cualquier orden de la 


función r(u) en el entorno de wo, obtenibles derivando [72-31] 
término a término ($ 43-5, b) y es (§ 44-1, b): 
[72-32] r™ (uo) = n'an , (n=0,1,2,...) , 
con la convención de poner r'% (u)=r(u). 

La fórmula [72-32] demuestra también aquí (cfr. $ 44-1) 
la unicidad del desarrollo [72-31]. 


Llamaremos también desarrollo o serie de MAc-LAURIN 
al correspondiente a uo = 0: 


[72-38]  r(u) = r(0) + ur (0) +- r” (0) + 


do (O) ee. 


b) Si en (uo Vo) existe la diferencial total n-ésima de la 
función vectorial [72-7], se podrá escribir también la fórmula 
de TAYLOR para varios parámetros; 


[72-34] r(uo +h, vo k) = r (tto, vo) + 
+ 


a gy S 
= o htk] r (uos Vo) + 0(0”) , 





con p = + Vh? + k? ($ 69-5). 


6. Representación paramétrica y vectorial de las curvas: 
tangente. — a) DEF. Curva C en el espacio Ez es el conjunto 
de puntos (x, y, 2) descrito por tres funciones continuas 


[72-35] z=x(u) , y=yl(u) , 2=z(u) , 


al variar u en un intervalo finito o infinito. Las [72-35] se 
laman ecuaciones paramétricas de la curva ($ 29-2), de la que 
mediante [72-3] se obtiene inmediatamente su representación 
vectorial [72-1] ó [72-2]. Si el intervalo de variación del pa- 
rámetro es finito (us < u < uu) se tiene un arco de curva; y 
ésta se llama cerrada si r(uo)= r (u). Si a dos valores dis- 
tintos u y w del parámetro que no sean los extremos corres- 
ponde un mismo punto, éste se llama múltiple. La curva se 
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llama simple (o de JORDAN) cuando carece de puntos múlti- 
ples, es decir, cuando sus puntos [72-35] están en correspon: 
dencia biunívoca y continua con un intervalo de variación pa- 
ramétrica. Las curvas que no son planas se llaman alabeadas. 
Para el caso en que la curva sea la trayectoria de un punto mó- 
vil en las aplicaciones, si el parámetro uy representa el tiempo, 
las [72-35] definen el movimiento sobre la trayectoria. 


b) Tangente a una curva. Las curvas que se presentan en 
las aplicaciones tienen tangente en cada punto; es decir: la 
recta P,P, que une el punto 
Po (£o, Yo, Zo) de la curva con 
otro P,(%1,Y1, 21) que tiende 
hacia Po (es decir, que sus co- 
ordenadas tienen como límites 
las coordenadas de P,) tiene co- 
senos directores variables que 
tienden hacia los de una recta 
que pasa por Po, la cual se lla- 
ma tangente a la curva en el 
punto P, ($ 30-4) (fig. 236). 

Los cosenos directores de la 
recta PP, son proporcionales a 
los incrementos de coordenadas 
AZo, AYo, Azo (§ 60-8, aı) Y 
también proporcionales a los 
números 





Fig. 236 


[72-36] AZo , AYa : AZo 
Ao Ao Ao 


y como al tender Au, a cero, estos cocientes tienen como lími- 
tes las derivadas g'o = xX’ (uo), Y'o = y’ (Uo), 2% = Z’ (uo), Ye- 
sulta que la dirección de la recta P,P, tiene como límite la di- 
rección definida por estos tres números, que son sus coeficien- 
Les directores. 

La recta que pasa por P, y tiene esta dirección límite, tie- 
ne por ecuaciones: 


AY g — E Y TE Yo 2— Zo 
[72-37] A A 
X’ (uo) y’ (uo) z’ (uo) 
que representan la recta tangente en el punto (Lo, Yo, 20). (Cfr. 
S 34-6). 


NoTAS: 1. Con el convenio de anular el numerador cuando se anula 
ol denominador (§ 60-8, nota 11) pueden adoptarse las ecuaciones [72-37] 


como válidas en los casos en que se anulen una o dos derivadas en %o. 

2. Si para tun son nulas las tres derivadas %'o, Yo, Zo y es n el 
ordenu mínimo para el cual no se anulan simultáneamente las tres deri- 
vidins sucesivas, si éstas son finitas, valdrá la fórmula de TAYLOR 


(§ 30-3, a): 
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Azo = x09 (2) (404)" + o[ (400) 


y análogamente para AYo, Ao. Entonces, el límite de los cocientes 
[72-36] con el denominador elevado a n es 


2” = xm (uo) , Yo” = y” (uo) ; za” = zm) (uo) a 
y las ecuaciones de la tangente son 
£ — Vo Y — Yo Z — Zo 
[72-38] -o A 
o Yo Zo 


Si en [72-37] multiplicamos los tres miembros por duo = 
= Auo resulta (§ 34-1) para ecuaciones de la tangente: 
[72-39] T — To Y — Yo ES 2 — 20 


A AAA, A _--XKXXK<K<— 
= = 


Para la curva C dada en forma paramétrica [72-1], refe- 
rida al origen fijo O, el vector r'o = r (uo) se denomina vec- 
tor tangencial (fig. 237): 


[72-40] Vo = Y (uo) , 

y según [72-11] tiene por componentes 
L'o, Y'o, 2'0 La línea de acción del vector 
tangencial es la tangente a la curva C, 
recta de ecuación paramétrica vectorial 
($ 60-8, as) : 

[72-41] r = ro tiro , 

donde se toman ro =r (uo) Y Po = P (to) 
en uo fijo y es à la variable escalar. 


DEF.. Un arco de curva se llama regu- 
lar (cfr. $ 34-6), en un cierto intervalo 





Uo < Y < Uy si en todos los puntos del mis- Fig. 237 
mo existe r’ (u) y es 
[72-42] r(u) = 0. 


Los puntos donde no se verifica [72-42] se llaman singu- 
lares para la representación [72-1], la que aun así puede ser 
analítica ($ 72-5), nombre aplicado también a la curva. Los 
puntos donde se cumple [72-42] se llaman regulares u ordi- 
narios. 


EJEMPLO. Hélice circular: La hélice puede engendrarse por el mo- 
vimiento de un punto de una circunferencia que gira alrededor de su 
centro, al mismo tiempo que éste recorre una perpendicular al plano de 
la circunferencia, siendo los dos movimientos uniformes. 

El movimiento de traslación uniforme se expresa z = ku + h. 

Si la hélice comienza en un punto A», (fig. 238) situado en el plano 
zy ando u=0, z= 0), entonces la ecuación anterior se reduce a: 
z= ku. 

El movimiento “de rotación es uniforme también y podemos suponer 
su velocidad 1; si llamamos q al ángulo de giro en un cierto tiempo u 


248 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES $ 72 -6 


se tiene: p=u, sin término independiente, porque el movimiento empieza 
en A, situado sobre el eje æ. 

Llamando r al radio del cilindro 
sostén de la hélice, obtenemos las 
ecuaciones de la hélice: 


Y = rceosu, y = rsenu, 2 = ku. 


Sobre un mismo cilindro podre- 
mos obtener infinitas hélices, según 
el valor de k. El paso de cada una 
(distancia entre dos intersecciones 
consecutivas con la misma generatriz 
del cilindro) es 2kx. 

Las ecuaciones de la tangente en 
el punto (xo, Yo, Zo) son: 

 — To Y — Yo 2 — Zo 


—rsenúuw rest k 


y sus cosenos directores son, por tan- 
to: 


—rsenuo  Trcosuo | k ěć 
VPF? VPF? VR eE 


El ángulo que forma la tangen- 
te a la hélice en el punto (xo, Yo, 20) 
con la dirección del eje de las z tie- 
ne coseno constante; quiere decir que 
la tangente a la hélice en un punto 
cualquiera forma un ángulo constan- 
te con la generatriz del cilindro que 
pasa por ese punto. De aquí que su 
desarrollada sobre un plano sea una 
Fig. 238 recta, 





7. Representación paramétrica y vectorial de las superfi- 
cies: plano tangente. — a) DEF. Superficie S en el espacio E; 
es el conjunto de puntos (x,y,z) descrito por tres funciones 
continuas 


[72-43] x=x(uv) , y=y(4W40) , 2=z(u0v) , 


al variar (u,v) bien en un recinto R, bien en un dominio D 
(§ 64-5). Las [72-43] se llaman ecuaciones paramétricas de 
la superficie, de la que mediante [72-8] se obtiene inmediata- 
mente su representación vectorial [72-7]. Caso particular del 
anterior es aquel en que se toman como parámetros x =u, 
y =>, obteniendo la representación explícita 


[72-44] z = f(x,y) , 
de la entonces llamada superficie uniforme (§ 65-3, a). 


Recordemos que una superficie puede darse también en for- 
ma implícita [67-13] en las condiciones de existencia de su- 
perficie uniforme que oportunamente se estudiaron ($83 67-5 
y 68-1). 
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b) Plano tangente a una superficie. Sólo estudiaremos los 
puntos de una superficie donde las tres funciones [72-43] sean 
diferenciables ($ 66-4). Entonces existen las derivadas parcia- 
les [72-15] que representan respectivamente los vectores tan- 
genciales a las líneas coordenadas de la superficie, obtenidas 
haciendo en [72-8] bien v constante, bien u constante. Son par- 
ticularmente importantes los llamados coeficientes de GAUSS 


Ju = L? = X? + Ya? F Bu , 
[72-45] | Jiz = Yu. Yy = Lur + YuYv + Zuo » 
J2 = 1? = 22 + Y +2, 
que también suelen designarse por E = gı, F = gip, G = J22. 
La identidad de LAGRANGE ($ 60, ejercicio 24) da 


[72-46] | Eu A ry |? = r,2.5,2 — (ru .1,)? = 911922 — 912?. 


El punto de la superficie se llama ordinario o regular si 
en él es 


[72-47] r.Ar +0 ; 
en otro caso, se llama singular. 

El versor correspondiente al producto vectorial de ambos 
vectores [72-15] en un punto ordinario se llama normal a la 
superficie. 


[72-48] n r, A r, e Tu A ry 


|ru Ar] E + V 911922 — 912? ” 


Consideremos todas las curvas de la superficie que pasan 
por el punto ordinario P, de parámetros (uo, vo), obtenidas 
dando en el plano paramétrico dos funciones u(t), v(t), con 
derivadas no simultáneamente nulas en el punto Yo = u(to), 
vo = V(to). Entonces, la curva en la superficie tendrá por 
ecuación vectorial 


[72-49] r = r[u (t), v (£)] , 


que será regular en el punto Po considerado y tendrá por vec- 
tor tangencial ($ 67-1, teor. 1): 
[72-50] + = Eu (uo, Vo) W (to) + rr (ut, 00) .0'(to) += 0. 

La dependencia lineal de este vector tangencial con los r,, 
y r, muestra ($ 60-2, teor. 2) que todas las rectas tangentes 
a las curvas regulares que pasan por P, están en el llamado 
plano tangente a la superficie, de ecuación vectorial ($ 60-8, 
az) S 


[72-51] r = r (uo, Vo) + Aru (Uo, Vo) + pYy(Uo, Vo) , 


con À y u parámetros de los distintos puntos del plano. 
Este plano es el que pasando por el punto Po = r (uo, vo), 
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está determinado por los vectores tangenciales a las líneas 
coordenadas r, (o, Vo), Yv(Uo, Vo) y cuya independencia lineal 
[72-47] asegura la existencia del plano tangente. 

La ecuación ortogonal ($ 60-8, b) del plano tangente, me- 
diante e] vector de posición ro = r (uo, vo) y la normal [72-48] 
será: 


[72-52] (r—r)n=0 , 


equivalente a poner (r—ro).(r,Ar,) =0. Si se expresa en 
componentes cartesianas el producto mixto ($ 60-7, a) que apa- 
rece en el primer miembro, resulta la ecuación cartesiana del 
plano tangente a la superficie [72-43] cuando ésta se da en 
forma paramétrica: 


z — Lo Y — Yo 2— Žo 
[72-53] Ta, Y», Za, = 0, 
To, Y», 2, 
Esta ecuación puede también escribirse en la forma 
a (y, z) a(z, 1) 
12-54 ——— (12 —x ——— (Y — 
[ ] 0 (uo Vo) ( 0) + 0 (Uo, Lo) (y Yo) + 
0(x, y) B 
a ð (Uo, Vo) O 


cuyos coeficientes, parametros directores ($ 60-5, d) de la nor- 
mal [72-48] son los valores que en el punto Py toman los jaco- 
bianos 


E _ aly, z) _ a(z, x) olx, y) 
[72-55] Jı = Ilu, v) v) , Jo = 3u, v) , olu, v) , 


de cada par de funciones [72-43] respecto del par de paráme- 
tros u,v. Supuestas dichas funciones diferenciables, se veri- 
fica [72-47], es decir, el punto es ordinario, cuando y sólo 
cuando en él ($ 60-6, b) no son simultáneamente nulos los tres 
jacobianos [72-55]. 


Si en un entorno del punto Po las funciones [72-43] tienen 
derivadas parciales continuas y Po es ordinario, podrán expre- 
sarse ($ 68-2) los parámetros u,v mediante dos de las coor- 
denadas x, y, z adecuadamente elegidas, y existirá una corres- 
pondencia biunívoca (§ 67-7) entre trozos de la superficie y 
del plano paramétrico. Si por ejemplo, fuese J¿30 de las 
dog primeras [72-43], deduciríamos ($ 68-2) u=u(x, y), 
v  v(x,y), que sustituídas en la tercera [72-43] daría la re- 
presentación explícita de la superficie: 


[72-56] z =Z[u(x, y), víx,y)l =Íf(x, y). 


Así pues, supuestas existentes y continuas las derivadas 


d3 = 
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parciales de las funciones [72-43], en el entorno de un punto 
ordinario la superficie es uniforme ($ 65-83, a). 
La expresión [60-32] del producto vectorial ($ 60-6, c) da 


[72-57] W(u,v) = |r,Ar,]| = + V911922 — 912? = 
= + VIE IAF I. 


Esta función W (u, v) es muy importante en las aplicacio- 
nes de la teoría. 


EJBMPLOS: 1. La ecuación de una superficie de revolución de eje z 
está determinada por la meridiana 2=1f(x%); y como al girar en torno 
del eje, la æ se convierte en r, las coordenadas de un punto cualquiera 
son: 

æ = r.cosa , y =r.sena , 2 = f(r). 

Los dos parámetros son aquí r y a; las curvas r=c son los para- 
lelos; las a= c son los meridianos. 

Los coeficientes de GAUSS son: 


gJa=1 + f”? ; gu=0 ; ga= "7". 
La anulación idéntica de gw indica la ortogonalidad de meridianos 
y paralelos. 


2. Para la esfera son más convenientes las coordenadas esféricas: 
longitud A y latitud q, contadas entre —1a<1<xa y — łn < ọ < An. 
Las ecuaciones paramétricas de la esfera de radio a son (cfr. $ 84-2) : 


zx 4.C03 p.cosA 
Y a.cos p.senád 
z a,senp , 


y los coeficientes de GAUSS son: 
Jua = @ ; Y=0 ; Ja = æ. cosg. 
El plano tangente tiene por ecuación 


a’ cos? po COS Ào (X — Xo) + a’ cos? po sen ào (Y — Yo) + 
+ acos o sen po(z — z) = 0 , 


es decir, 

a cos polxo (x — xo) + Yoly — Y) + z(z—z)]=0 , 
siendo los parámetros directores de la normal n, las coordenadas %o, Yo, Zo 
del punto de contacto, es decir, las componentes de ro. 


NoTAs: 1. Es posible que [72-8] aun para r.A r,= 0 represente una 
superficie que sea regular en otra representación. 

Por ejemplo, x =u”, y =%, z=0 representa el plano xy y en el 
origen es r. Ar, = Q. 


2. Si la superficie viene dada en forma explícita diferenciable 
[72-44], su representación vectorial es 


[72-58] r = ui + vj + flu,v)k , 

sus líneas coordenadas tienen por vectores tangenciales 
[72-59] r =i+fk , r=j+fk, 
todos sus puntos son ordinarios, pues J: = 10, y es 
[72-60] Wu, v) = |r Ar| = + Vf +f? +1 >00. 


Es fácil ver que la ecuación [72-53] del plano tangente toma la for- 
ma conocida [66-8]. 


3. Recordemos que cuando la superficie se da en forma implícita 
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[67-13] hemos hallado (§ 67-5, c) la ecuación [67-18] de su plano tan- 

gente. También se ve que derivando la identidad 

[72-61] F[x(u, v), y(u, v), z(u, v)] = 0 , 

resulta 
Fao. xs + Fy. Ys + Es.zu = 0 , 

da] e + Fry t Fz =o, 

por lo que en un punto ordinario, F,, F,, F, son proporcionales ($ 15-6, c) 

n los jacobianos J,, J2, Ja, parámetros directores de la normal a la su- 

perficie (cfr. $ 67-5, notas 2 y 3). 


8. Representación implícita y ecuaciones reducidas de las 
curvas. — En $ 67-6, nota 3, hemos estudiado la representa- 
ción implícita [67-28] de una curva en el espacio y la ecua- 
ción [67-31] de su tangente, que tiene por parámetros direc- 
tores los jacobianos que figuran en [67-30]. Aquí también y 
bajo la hipótesis general de diferenciabilidad, el punto es or- 
dinario, si alguno de estos tres jacobianos no se anula, que- 
dando entonces determinada la tangente a la curva. 

Suponiendo sea ¿(F,G)/2(y, z)=0, será posible despejar 
en [67-28] y, z en función de v, obteniendo las ecuaciones re- 
ducidas de la curva 


caso particular de las [72-35] para u = x. Si las funciones son 
derivables, es siempre aquí 


[72-64] [ru] =+ VIF p Fy >O , 

es decir, la curva es regular. Recíprocamente, si la curva 
[72-35] es regular, alguna de las componentes de [72-11] no 
será nula, por ejemplo, la x'(u)+0, y al poder despejar 
(8 67-7) de la primera de las [72-35] la u=u(xw) y susti- 
tuir en las dos últimas, se podrán obtener las ecuaciones re- 
ducidas [72-63]. Éstas representan la curva como intersección 
de dos superficies cilíndricas proyectantes, siendo las trazas 
sobre el plano (x, y): y = p(x), 2 =0, y sobre el plano (z, 2): 
z-=y(x), y=0. Es la traducción analítica de la representa- 
ción en el sistema diédrico o de MONGE. 


D. Concepto de curva y de superficie según Fréchet. — a) El estudio 
do las propiedades de una curva C o una superficie S que haremos va- 
lióndonos de sus ecuaciones y de las funciones [72-64] y [72-57], depende 
do la ropresentación de la curva C o de la superficie S más bien que de 
la curva o superficie mismas. Éstas, al admitir una infinidad de repre- 
nombaciones suscitan el problema de examinar en qué casos distintas re- 
presentaciones dan una misma curva o superficie y según los convenios 
que adoptemos así tendremos fijado 'el concepto de curva o superficie. 
Rofirióndonos por ejemplo a las superficies, hemos de explicar cuando 
otra ocuación 


[72-05] S* : r = r* (u,v) = x* (u v)i + y* (w v)j + 
+ z*(u,v)k ; (u,v)eR* 
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representa la misma superficie S de [72-43], para poder decir en este 
caso que [72-43] y [72-65] son dos distintas representaciones r y r* de 
una misma superficie o que las superficies S y S* coinciden o son idén- 
ticas. Entonces diremos también que las ecuaciones [72-43] y [72-65] 
son equivalentes. Sólo después de haber estudiado el significado de esta 
equivalencia como relación reflexiva, simétrica y transitiva ($ 1-5), será 
posible dividir la clase de todas las posibles y admisibles ecuaciones 
[72-43] en subclases para poner en una subclase las ecuaciones admisi- 
bles que son equivalentes entre sí y en distintas subclases las ecuaciones 
admisibles que no son equivalentes. Cada subclase dará todas las posi- 
bles representaciones r de una misma superficie y así el concepto de 
superficie quedará definido por las subclases de la clase de todas sus 
posibles y admisibles representaciones sobre recintos y sólo entonces ten- 
drá sentido decir que “una ecuación como [72-43] define una superficie”. 


b) Cerciorémonos de la importancia de esta cuestión con la siguiente 
distinción. 

La ecuación [72-3] hace corresponder a cada punto u del intervalo 
paramétrico l. un bien determinado punto P del espacio Es y así [72-3] 
hará corresponder al intervalo Ie un continuo T'(lo) de Es como lugar 
de puntos de la curva C, sin que por esto dicha correspondencia haya de 
ser biunívoca. Por ejemplo, si T es la circunferencia unidad, podemos 
obtenerla mediante 


[72-66] r=i.cosu + jJ.senu , 0< u< 2x 
o bien mediante 
[72-67] r=ji.cosu + j.senu , 0 < yu < 4r. 


En el segundo caso, la fórmula [55-9] del $ 55-1, c, da como longi- 
tud de la circunferencia el valor 4x, pues [72-67] hace recorrer dos ve- 
ces la circunferencia IT. Esto dice que la integral clásica [55-9] no pro- 
porciona la longitud de un lugar de puntos, sino más bien da la longitud 
del recorrido sobre un lugar de puntos. Por tanto [72-3] no será la re- 
presentación de un continuo T, sino la de un recorrido continuo sobre 
IT y en este sentido nos ocuparemos de las curvas como recorrido (“path 
curve”) y no meramente de las curvas como lugar de puntos (“point 
curve”). 

En forma análoga, no podremos decir que dos superficies S y S* 
coinciden porque ocupen el mismo lugar de puntos T en el espacio Es; 
así una superficie cilíndrica recta de determinada altura y la misma su- 
perficie cubierta dos veces por un velo flexible serán superficies distin- 
tas con diferente área, aun cuando ocupen el mismo conjunto puntual en 
el espacio Es. 

Al lugar de puntos T de una curva C ó superficie S se le llama 
huella o gráfica de dicha curva o superficie. 


c) La ecuación [72-3] representa una transformación continua del 
intervalo lo en la curva C, así como [72-8] lo es del recinto R en la 
superficie S. Son casos particulares de transformaciones continuas (Cap. 
XVIII, nota I) y para el problema de la equivalencia habremos de con- 
siderar pares de transformaciones continuas T,.(R,)=T, T:(R:)=T, en 
que Rı y Rə serán dos recintos del plano uv y T será la huella de una 
superficie del espacio Es, consistiendo el problema de la equivalencia en 
ver cuándo T, y Ta darán una misma superficie S. 

Diremos que T, y Ta. son topológicamente similares, en símbolo 
Tı ~ Ta (ts), cuando y sólo cuando existe un homeomorfismo H(R,)=Rs 
tal que T.(P.)= T-H(P,) para todo punto P,eR, (Cap. XVITI, nota 1). 
Esta relación de equivalencia, usada por LEBESGUB* y KNESER?, es de- 

1 H. LEBBSGUE, Intégrale, longueur, aire (Ann. Mat. Pura Appl., 7, D. 231-359, 1902). 


3 H, KNESER, Die Deformationssätze der einfach zusammenhämyenden Flächen (Math. 
Zeitschrift, 25, p. 362-372, 1926). 
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musiado restringida, como luego justificaremos, y hoy definitivamente se 
acepta la relación de equivalencia de PECERA Diremos que T, y Ta 
son F-equivalentes, en símbolos T,— Ta (F), cuando y sólo cuando para 
cada € >0, existe un homeomorfismo He (R.)= Rsz tal que cumpla la 
distancia o[T,(P,), T:He (P.)] < e para todo punto PseR,. Esta relación 
do equivalencia que es reflexiva, simétrica y transitiva, nos define las 
l-curvas, F-superficies y en general las F-variedades. La clase K de 
representaciones admisibles es la de transformaciones continúas T(R)=T 
on el espacio euclídeo Es. Escogido un recinto fijo, por ejemplo el cua- 
drado unidad Ro:0<us<1, 0<v<1, definamos K(Ro.) como la sub- 
clase de K formada por todas las transformaciones continuas T(R)="T 
pura las que R es homeomorfo con Ro. Así obtenemos las F-superficies 
del tipo rectangular en el espacio euclídeo Es. 


Si Ro es un arco simple de JORDAN, o también un intervalo finito lo, 
obtendremos las F-curvas del tipo de arco simple. Si Ro es una curva 
simple cerrada, obtenemos las F-curvas del tipo de curva simple cerrada. 


d) Es evidente que si Tı ~ T, (ts) también es T, ~ Ta (F), pero el 
recíproco no es cierto y vamos a ver ejemplos que justifican pasar de 
la equivalencia topológicamente similar de LEBESGUE a la equivalencia de 
FRÉCHET. Supongamos que T,(Rı) represente la superficie S de huella F 
en el círculo R, del plano uv (fig. 239). Dividamos R, en dos partes me- 
diante un diámetro paralelo al eje v y separemos ambos semicírculos 





Fig. 239 


mediante una traslación paralela al eje u, obteniendo así un recinto Ra. 
llagamos corresponder a todos los puntos de cada segmento paralelo al 
ojo u del rectángulo situado entre ambos semicírculos, el mismo punto 
do la superficie S que ya antes correspondía a los extremos de ese seg- 
mento, Así obtenemos una nueva representación Tz2(Ra) de la superficie 
S, sin que por ello dicha superficie haya sufrido ninguna modificación. 
Sólo hemos modificado su representación que podremos decir es estacio- 
naria en aquellos segmentos. Si suponemos que la representación T,(R,) 
cm nunca estacionaria, entonces no existe ningún homeomorfismo entre 
It. y R» tal que sus puntos correspondientes P, y Pa tengan una misma 
Imagen T:(P:)—= Ta(P:}) en T. Sería necesario que a cada segmento de 
lt, correspondiese un punto de R, y la correspondencia entre R, y Rs 
dojnría de ser un homeomorfismo. Sin embargo, a este caso puede apli- 
entre la definición general de FRÉCHET, pues es suficiente considerar en 
It, una banda suficientemente estrecha de lados paralelos al eje v y 


COM. Fukener, Sur la distance de dcur surfaces (Ann. Soc. Polonajse Math., 3, 
po 34010 1041). 
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hacer corresponder los segmentos circulares de Ri, a los semicírculos de 
Ra y la banda central de R, al rectángulo central de Ra. 

Un ejemplo análogo para las curvas será suponer que T,(1,)=T 
represente el segmento T:0=x=<1, y=0, 2=0, en el L:0=<u<l, 
de manera que T: haga corresponder al primer tercio 0<u=<1/3 la mi- 
tad 0O<Sx<1/2, que en el segundo tercio 1/3 Su <S 2/3 el punto de T 
permanezca estacionario en (1/2, 0, 0) y que al último tercio 2/3< 
<uS< 1 corresponda la segunda mitad 1/2<x<l. Si quisiéramos adop- 
tar como nuevo parámetro la abscisa curvilinea ($ 55-1, b) determinada 
por la longitud del recorrido de la curva resultante, la nueva represen- 
tación T,(1.)=T, de fundamental importancia incluso en la teoría ele- 
mental, no sería topológicamente similar a la inicial, 


e) El concepto de F-equivalencia admite en ciertos casos la siguiente 
modificación de MCSHANB, de trascendencia en el cálculo de variaciones. 
En esta modificación se exige que el homeomorfismo He: (R,)= Ra con- 
serve las orientaciones que previamente se hayan fijado para R, y Re. 
Por ejemplo, se dirá que dos representaciones del tipo rectangular son 
positivamente F-equivalentes si el homeomorfismo He no tan sólo trans- 
forma el contorno de R, en el de Kz, sino también el sentido positivo 
(directo o contrario a las agujas del reloj) del contorno de R, en el 
sentido positivo del contorno de Ra. 


EJERCICIOS 


1. Condición necesaria y suficiente para que un vector variable y 
derivable no nulo se conserve paralelo a una misma recta es que 


r(u) Ar'(u) = 0. 
2. Demostrar que la derivada del versor rr es (rAr')A r/Iri?. 


3. Hallar el error en el siguiente razonamiento: u(t)*=u(t).u(t)= 
=u(t)? ". ($ 72-3, b): 2u.uU'—2u4' .. u.uU'—uv' .. u' paralelo a u, 
no siempre cierto (cfr. [72-20]). 

4. Condición necesaria y suficiente para que un vector no nulo, va- 
riable y derivable dos veces, se conserve paralelo a un mismo plano es 


" — 


que rar .r = 
5. Dada la función vectorial de punto r(Q)=(5u' — w)i + (6u + 
+ 1 —3)j+(20?—w* + 1)k: 1%) Formar la matriz del tensor derivado 
Dr(Q), descomponiendo éste en uno simétrico más otro antisimétrico; 
2°) Hallar ei producto de dicho tensor Dr(Q.) en el punto Q.(2;1;1) 
por el vector x=i—2j+2k de dirección q =xw*x =(1/3)i —(2/3)j + 
+(2/3)k, mediante las respectivas componentes; 3%) Lo mismo mediante 
la derivada direccional ry (Qo) y el módulo x; 4%) Lo mismo mediante el 
valor dp r(Q) del vector‘ diferencial dr(Q) en el punto Qo para el in- 
cremento Ap Qo= xX; 5°) Comprobar que la componente antisimétrica del 
tensor Dr(Q) tiene todos sus vectores coplanares ($ 63; ejercicio 2, 29), 
hallando el plano donde actúan, así como la dirección del vector ag de di- 
cho tensor antisimétrico correspondiente a la anterior dirección de x, 
comprobando que son ortogonales; 6%) Comprobar que el anterior tensor de- 
rivado Dr(Q) tiene en el origen O(0;0;0) todos sus vectores paralelos 
al plano ij, pero en general no perpendiculares a las direcciones respec- 
vas (cfr. $ 63, ejercicio 2, 29). 
6. Llamemos números derivonormados a 
Ner (u) = lim inf | ru + h)—r(u0) | 
h—>0+ |h | 


Yv 
o 
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y análogamente N*r(us) (con lim sup), N-r(u), Nrr(uw) (a la izquier- 
da), siempre existentes. Demostrar que si existe r'(u) es r'(uw)=N.= 
=N'*=N-=N Estudiar en u=0 la función vectorial r(u)= ui-+ 
+ lulj +k (cfr. Cap. IX, nota V, a). 

7. Sean una función vectorial r(u) y una función numérica f(u), 
ambas continuas en [%o, 41]. Llamemos F(u)=|r(u)—r(u)|—1f(u) + 
+ f (uo) y supongamos sea F(%)>Yn >% en un punto v de (uo 41]. Si 
un €s el extremo superior de los puntos de (u,v) donde F(u)< Ym, 
domostrar que: 1%) F(un)=Yn; 2%) Nər (Um) > D.f (Um). 

8. Sean una función vectorial r(u) y una función numérica cre- 
ciente f(u), ambas continuas en [uo u]. Si el conjunto F(S) de valo- 
res funcionales F (u)= |r(u)—r (u»)|—f(u)+ f(u) correspondientes a 
los puntos del subconjunto S de [usw] donde N.r(u)> D.f(u) no con- 
tiene ningún intervalo no degenerado, entonces se conserva F(u)< 0 en 
Lo l. Demuéstrese para el caso en que N, y D» se sustituyen por 

"y Dr. 

9. Teorema de incrementos finitos para funciones vectoriales. — Sean 
una función vectorial r(u) y una función numérica creciente g(u), am- 
bas continuas en [us u1], tales que en el complemento de un conjunto 
numerable A respecto de [4., 41) sea N,r(u)< D.g(u), no siendo ambos 
miembros de esta última relación simultáneamente infinitos en dicho com- 
plemento. Entonces es | r(u)—r(%)|< g(u)—g(u). Si además existe 
al menos un punto de [uw, us) donde sea N.r(u)< D.g(u), entonces es 
[r(u)—r(u)| < g(4)— g (uo). 

10. Teorema de incrementos finitos para funciones vectoriales deri- 
vables, — Sea una función vectorial r(u) continua en [w, ù], derivable 
en (uow) y supongamos que exista una función numérica creciente g (u) 
continua en [%, 1], que tenga derivada g'(u)> |r'(u)| en (uo us); en- 
tonces es | r(u)—r(u0)| < g(4)— g (40) =(U4 —U0) g' (Um) para un cier- 
to Un de (uo, Ur). 

11. Para que una función vectorial r(u) continua en [uo 41], sea 
constante en este intervalo, basta que N.r(u) (6 r'(u) si la función es 
derivable) se anule en todos los puntos del complemento de un conjunto 
numerable A respecto de (us ù). 


12. Si r(u) es derivable, representa: 1%) Un punto, cuando y sólo 
cuando r'(u)=0; 2%) Una recta, cuando y sólo cuando (r—ro)Ar'=0. 


13. Si existe r”(u), entonces r(u) representa: 1%) Una recta, cuan- 
do y sólo cuando r'(u)x%0, r'(u)Ar”(u)=0; 2%) Una curva plana, 


n ą— 


cuando y sólo cuando (r—ro)A1r'.r"=0, 
14, Si existe r” (u), entonces r(u) representa una curva plana no 


m = 


recta, cuando y sólo cuando r’ Ar” 0, r"pr”.r”=0, 


15. Si r(u,v) tiene derivadas primeras, representa: 1%) Un punto, 
cunndo y sólo cuando r,(u, v) =r,(u,v)=0; 2%) Una curva, cuando y 
Mólo cuando r, Ar,=0, |r,] + [ro] 50. 

16. Demostrar que en un punto de una curva plana con tangente 
[72-38], toda recta distinta de ésta, atraviesa o no la curva en Po según 
que n gea impar o par. 

17, Estudiar el carácter del punto Po ($ 71-3 y 4) de una curva 
plaua con tangente [72-388] para la que existan las derivadas sucesivas 
a la r™ (u) hasta la primera r (u) que no sea nula ni paralela a 
r'" (u,), mediante el producto escalar del desarrollo de TAYLOR [72-27] 
por el versor n normal a la tangente. 

IR. Un punto se mueve sobre la intersección del plano y — x = 2 
con el cono "+ ry Hy = z2?, y al pasar por P(3;5;7) la componente 
v de su velocidad v vale 2; determinar v vectorialmente por [72-40] e 
implícitamente por [67-31]. 
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19. Ecuación vectorial de la parábola situada en el plano 2x — y + 
+32 0, que pasa por P(1;2;0), es tangente en el origen al plano 
coordenado y=0 y tiene el eje paralelo al plano coordenado x = 0. Tó- 
mese g= u. 


20. Determinar la tangente a la curva intersección de los cilindros 
F=2z—y=0, G=x—2z?=0 en el punto P, para el que y= 1, utili- 
zando [67-31] y comprobarlo mediante el vector tangencial [72-40] de 
la curva dada vectorialmente. Tómese y =u. 


21. 1%) Probar que en la superficie x=—U4cosv, y =usenv, z= 
=v + ln cosu, dos líneas coordenadas u:=a, u=b, determinan arcos 
iguales en todas las líneas de coordenadas v— constante; 2%) Probar que 
no ocurre lo mismo al cambiar u con v. 


22. Dada la superficie r = 2 cos u ch vi + 3 sen u ch vj + shvk deter- 
minar en el punto (x/6, lIn 2) el plano tangente mediante [72-51], [72-54] 
y [67-18], una vez hallada la ecuación implícita [67-13] de la superficie. 


23. Tomando las ecuaciones paramétricas del tipo [29-14] para la 
meridiana y la directriz del toro (§ 54, ejercicio 6), hallar la ecuación 
vectorial de su superficie y los puntos singulares de ésta. 


§ 73. CURVAS ALABEADAS 


1. Abscisa curvilínea o parámetro intrínseco. — Dado un 
arco de curva regular ($ 72-6, b) en representación paramé- 
trica vectorial [72-3], si además suponemos que la derivada 
r'(u). es continua, definiremos como abscisa curvilinea s(u) 
del punto P de parámetro u, al valor de la integral 


[73-1] s = s(u) = f | (6) dt = 


= | VÆ FOF dt 


tomada a partir del punto A de parámetro a. 


Con la misma definición y demostración dadas en § 55-1, c 
para curvas planas, la integral [73-1] representa la longitud 
del arco AP, valor relativo a un sentido de recorrido fijado 
sobre la curva, que supondremos positivo si es el correspon- 
diente a las u crecientes (u > a). 

Por la continuidad del integrando, existirá la diferencial 
de la función [73-1] y será ($ 50.1) 


[73-2] ds = | r’ (u) idu = 
= + VX (u)? +y (u)? + 7z (u)? du = +E au , 


llamada diferencial de arco (cfr. $ 55-1, b), donde ds tiene el 
signo de du, con la convención adoptada para el sentido posi- 
tivo de la curva dada. 
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La diferencial de arco [73-2] es el módulo del vector dife- 
rencial de arco 


[73-3] ds = dz .i + dy.j+dz.k= dr , 
donde, según [72-11], es 
[73-4] dex = x’ (u)du , dy = y'(u)du , dz = z'(u)du , 


y tiene la dirección y sentido del vector tangencial [72-40]. 

La abscisa curvilínea s como función escalar del parámetro 
u, tiene por derivada el módulo del vector tangencial, es el mó- 
dulo de la velocidad cuando el parámetro u es el tiempo: 


ds dr 
[73-5] du du 
es decir, nunca es nula por la hipótesis hecha al principio. Esto 
nos permite asegurar la existencia de la función inversa de la 
[73-1], pues ésta será propiamente monótona (creciente), y 
tomar a s como parámetro llamado intrínseco de los puntos 
de la curva dada. La función vectorial referida al parámetro 
intrínseco 


[73-6] r =r( s) 


tiene por vector derivado t el llamado vector tangente a la 
curva el que por [72-22] será: 
dr dr ds 
a E ag a u 
es decir, será un vector unitario o versor 
[73-8] [tl=1 , 


como se ve aplicando [73-5] a [73-7]. Así pues, el vector tan- 
gente es el versor correspondiente al vector tangencial, con lí- 
nca de acción según la tangente a la curva y dirigido en el 
sentido de los arcos crecientes. Si se cambia el sentido de los 
nrcos, t cambia de sentido. Las componentes de 


[73-9] t = ti + tj + tk 
serán los cosenos directores de la tangente a la curva, y al 


aplicar [72-11] al parámetro intrínseco s, resultará para di- 
chos cosenos 








= |v] =v>0 , 


i _ dz _ dy _ de 
[73-10] e A O y 
que son también los correspondientes al vector [73-3] (cfr. 
$ 56-2). 


Esemrro. Calcular la longitud de una espira de hélice circular de 
vceunrionos: =rcosu, y='rsenu, 2=ku (8 72-6, ejemplo). 
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Se tiene 
ds? = (1 cos? u + 1 senu + k’) (du)? = (7° + k’) (du)? , 
e integrando entre 0 y 2x, resulta: 
s = n Vrk. 


_En general: la longitud del arco de amplitud a es a Vr + k, es 
decir, proporcional a dicha amplitud, resultado acorde con el desarrollo 
rectilíneo de la hélice. 


NoTAS: 1. La longitud es una propiedad métrica, pues se conserva 
invariante con respecto al grupo euclídeo ($ 61-7, d). 

En particular, la transformación por movimiento de un arco no al- 
tera su longitud. En efecto, si el vector de posición x de matriz vectorial 
X ($ 61-4, d) se transforma en un vector y de matriz Y mediante un 
movimiento ($ 61-1) o en general, mediante una transformación lineal 
de matriz ortogonal A ($ 61-7), sus vectores derivados x é y de ma- 


trices respectivas Xé Y, cumplirán Y=AX (§ 61-4, d), y utilizando 
el cálculo de matrices (§ 61-4 a) resulta * 


y? — YY — X'A'AX = X'X = x? 
pues A'A=I ($ 61-7, b), de donde 


u u 
[73-11] s= JN xdt = Safira. 
a í a 


2. La longitud es también invariante respecto de la representación 
analítica de una F-curva (§ 72-9), en particular respecto de un cambio 
de parámetro dado por una función monótona, como es inmediato demos- 
trar por [72-22] y § 51-3, b. 

3. La cuerda, el incremento de arco y la diferencial de arco son in- 
finitésimos distintos, pero equivalentes, como en el caso de las curvas 
planas (§ 55-1, nota 4). 


2. Plano osculador a una curva alabeada. — Dada una cur- 
va C por su expresión vectorial [72-3], consideremos el pun- 
to Po = P (uo), en donde supondremos que [72-3] admite des- 
arrollo de TAYLOR (§ 72-5), hasta n = 2, es decir 


[73-12] r(uo+h) = r (uo) + hr (uo) + -7 1” (uo) + o (h2). 


Consideremos sobre la curva dos puntos Pı = P(uo+ h) y 
P = P (uo +- k) distintos infinitamente próximos al Po, signi- 
ficando con ello (ver nota 1) que haremos h — 0, k—0 de 
manera que h, k y k— h se conserven infinitésimos del mismo 
orden ($ 24-3). Consideremos también aplicado a P, el vector 
t, paralelo al r', =r'(u.+h). 

Entonces, vamos a demostrar que son equivalentes las tres 
siguientes definiciones de plano osculador (fig. 240) en el caso 


* Para reservar el acento en la notación de la matriz traspuesta, se ha utilizado el 
punto como signo de derivación. 
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que los vectores r’ (uo) y r” (uo) sean linealmente independien- 
tes, es decir, sea r's A r”, #0. 


DEF. 1?: Plano osculador a la curva C en P, es la posición 
límite para h=>0 y k>0 del determinado por Po y dos pun- 
tos de la curva distintos infinitamente próximos Pı = P(us + h) 
y P: = P(uo + k) al Po. 


Der. 2*: Plano osculador a la curva C en Po, es la posición 
límite para h — 0 del determinado por el vector Vo = r’ (uo) y 
el punto P, = P (u+ h) infinitamente próximo al Po. 


DEF. 3?: Plano osculador a la curva C en Pù es la posición 
límite para h= 0 del determinado por r'(uy) y el vector t, 
aplicado a Po y paralelo al r', = r'(u. + h), por lo que en len- 
guaje expresivo se dice queda determinado por dos tangentes 
infinitamente próximas. 





Fig. 240 
lim (Po Pp P) = lim (ryP,) = lim (rg t,). 
(h -Æ k)— 0 kh —> 0 h —> 0 


De acuerdo con la primera definición, consideremos el plano 
Po, P,, P2 determinado por los vectores 


[73-13] a = Eto +1) —r lo) z 


= P (uo) + hr” (uo) + o(h?)/h. 


[73-14] b=>*%-— A rmt rt] a 

k—h k 

2 2 
= 1 (0) + SEA ) A 21. 
Si ahora hacemos h=> o k — 0 de manera que h, k y k—h 
ho conserven infinitésimos del mismo orden, la posición límite 
del plano determinado por [73-13] y [73-14] es el determi- 
nado por 
[73-156] lima =r(u) ; lim b=r”(u) , 
h>0 (h +) > 0 

ds al punto Po, dando para ecuación paramétrica del 
plano osculador : 


[73-16] r = T (Uo) + Àr’ (Uo) + pr” (uo) , 
con à, p parámetros de los distintos puntos del plano. 
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De acuerdo con la segunda definición, consideremos el pla- 
no determinado por los vectores r’ (uo) y 








EN 2 ’? 
[73-17] ez y T (uo + h) r Cuo) hr (uo) _ 
o(h?) 
h? i 
cuya posición límite dada por 
[73-18] lim ce = r” (uo) 
h — 0 


y r’ (uo) es también [73-16]. 
De acuerdo con la tercera definición, consideremos el pla- 
no determinado por los vectores X’ (uo) y 


[73-19] d = Tth rw Y” (uo) + o (h) : 


pues las condiciones que permiten establecer r justifi- 
can también (§ 72-5): 


[73-20] r’ (uo + h) = r (uo) + hr” (uo) + 0o(h). 

La posición límite del plano determinado por r’(üo) y d 
para h — 0 será también [73-16]. 

La ecuación ortogonal ($ 60-8, b) correspondiente al plano 
[73-16] puede escribirse ($ 60-6) : 





[73-21] (r— ro). (ro Ar”) =0 , 
y entonces la ecuación cartesiana es ($ 60-7, a) : 
z — Yo Y — Yo 2 — 20 
[73-22] L'o Yo Z'o = 0.. 
a” Y 2% 


EJEMPLO. Aplicación a la hélice circular ($ 72-6, ejemplo) : 


æ = 4rcosu , YT Sena j zi ku 
x’ (u) = — rsenau , y (u)= resu , 7 (u)=k , 
x"(u) = — rcosu , ri = — rsenu , 2"(u)=0. 


El plano osculador tiene, por tanto, la ecuación: 


xx — To Y — Yo 2 — Zo 
— T Sen Ue T COS Wo k =0 , 
— T COS to — T sen w 0 


que puede escribirse así: i 
(a — Xo) k sen Us — [y — Yo) k cos uo + (Zz — 2o) r = 0. 
NoTAS: 1. Si suponemos que r”(u) es continua en uo, la DEF. 1 se 
simplifica en el sentido de que puede entenderse como puntos Pa Pa 


distintos infinitamente próximos al Po. aquellos determinados por 
h%k(>0), Pues, por [72-30] será 


T(Uu +h)= r(u) + hr (uo) + 3h*[r"(u0) + 0(D] , 
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y entonces [73-14] toma la forma 
b = r” (u) + o(1) , 


cumpliéndose [73-15] sin necesidad de considerar el orden infinitesimal 
de k— h. z 


2. Un análisis muy afinado de las relaciones que guardan entre sí 
ocho posibles definiciones de plano osculador para curvas continuas en 
condiciones muy amplias ha sido realizado por E. J. VAN DER WAAG (Sur 
les plans osculateurs, Nederl. Akad. Wettensch. Proc. Ser, A, 55 = In- 
dngationes Math. 14, pp. 41-62; 1952). 


3. El plano osculador de una curva plana es el plano en que está 
situada y continúa siéndolo aunque la curva plana no tenga tangente. 
lin este caso sólo la primera definición de plano osculador es aplicable. 


4. Si en un punto ordinario (r'(uw)+0) es 


[73-23] rors =0 , 
sea P = rP (uo) el primer vector derivado tal que 
[73-24] Troir” #0 , 


en caso de existir. Entonces el plano (sobre) - osculador tiene por ecua- 
ción (p >2; cfr. ejercicio 4): 


[73-25] (r— ro). (roA r ®)=0 , 
equivalente a la ecuación cartesiana: 
£ — vo Y — Yo 2 — Zo 
[73-26] xo Y'o Zo = 0. 
wo P Y” Zo? 


EJERCICIO. Si una curva es regular y admite en todos los puntos 
desarrollo [73-12] se reduce a una recta ($ 72, ejercicio 12) en todo in- 
tarvalo paramétrico donde idénticamente se verifique [73-23]. Por tanto, 
ésta se cumple excepcionalmente en una curva de las condiciones dichas. 


3. Triedro principal o intrínseco. — En un punto Po de una 
curva alabeada C, se llama plano normal al perpendicular al 
vector tangente to en Po. Las rectas situadas en el plano nor- 
mal son las normales a la curva. De éstas, tienen particular 
importancia la normal principal situada en el plano osculador 
y por tanto intersección de éste con el plano normal, y la 
binormal perpendicular a dicho plano osculador en Po. La 
tungente, la normal principal y la binormal gon las aristas del 
triedro principal o intrínseco a la curva en Po, cuyas caras 
de orientación respectivamente perpendicular a las aristas ci- 
tudus, son los planos normal, rectificante y osculador. 


Dicho triedro queda determinado por vectores unitarios to, 
nao bo aplicados en Po según la tangente, normal principal y 
binormal respectivamente, de manera que to se dirija hacia 
los arcos crecientes según la convención del $ 73-1, no hacia 
la concavidad de la curva y resulte 


[73-27] bo =toAMo , 


paru que la terna (to, no, bo) tenga la misma orientación que 
la de refereucia (dextrógira según $ 60-3, a). 
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En el § 73-9 veremos que en general (para plano oscula- 
dor no estacionario) la curva atraviesa en Po al plano oscu- 
lador, lo que puede suceder de dos maneras: Si se supone un 
observador parado en el extremo de no sobre el plano oscula- 
dor con el sentido de pies a cabeza dado por bo y mirando a 
Po (fig. 241), o bien verá que la curva atraviesa el plano oscu- 
lador de abajo a arriba según los arcos crecientes, tipo de 


b, (ee oleja de My) b, (so acerca a My) 





Dextrógira (tornillo usual) lovógira (hélice inversa) 


Plana asculadar = lim to P) 


Fig. 241 


curva dextrógira al que pertenece la hélice del tornillo usual 
(S 72-6, ejemplo, con k > 0), o bien verá que la curva atra- 
viesa el plano osculador de arriba a abajo según los arcos 
crecientes, tipo de curva levógira al que pertenece la hélice in- 
versa ($ 72-6, ejemplo, con k< 0). 


NoTA. Obsérvese que para triedro de referencia levógiro, k>0 da 
hélice levógira y k<0 da la hélice dextrógira del tornillo usual. 


Según la segunda definición de plano osculador ($ 73-2), 
puede considerarse que éste gira alrededor de la tangente cuan- 
do se pasa de un punto al infinitamente próximo, y entonces 
si esto se efectúa en el sentido de los arcos crecientes, para 
las curvas de tipo dextrógiro la binormal bo se aleja de no, 
mientras que para las curvas de tipo levógiro la binormal bo 
se acerca a no (fig. 241, donde se ha dibujado también en cada 
caso, la proyección de la curva sobre el plano osculador en Po). 


Algunos pocos autores (v. g. GINO FANO), llaman sinis- 
trorsum a las curvas del tipo del tornillo usual y destrorsum 
a las del tipo opuesto. 


4. Curvaturas de flexión y de torsión de una curva ala- 
beada. — Al pasar de un punto Po de una curva alabeada C 
a su infinitamente próximo P,, la dirección del vector tangen- 
te t cambiará, así como la orientación del plano osculador de- 
terminada por el vector binormal b. La curvatura de flexión 
o de torsión miden respectivamente la variación de dirección 
de t o de b por unidad de longitud de arco recorrido. 

Sea una curva que en el entorno de Po admita el desarro- 
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llo [73-12]. Si a partir de un punto fijo, por ejemplo O, apli- 
camos vectores equipolentes a los t, a cada punto P de la curva 
C corresponderá el extremo Q de éstos, describiendo una: cur- 
va esférica TI, llamada indicatriz de flexión o de las tangentes, 
situada sobre la superficie esférica de centro O y radio 1. El 
ángulo en medida radial que forman dos tangentes infinita- 
mente próximas to. y t, viene medido por el arco de circunfe- 
rencia máxima que en dicha superficie esférica pasa por los 
extremos Qo y Q, de dichas tangentes aplicadas a O, infinité- 
simo equivalente (§ 73-1, nota 3) a la cuerda correspondiente 
y ésta a su vez al elemento de arco do, de la indicatriz T1. 

` Por definición, se llama curvatura de flexión cı en Po al 
cociente límite 


[73-28] Moga 


donde ds es el elemento de arco de la curva dada C entre 
Po y P,, mientras o, número escalar recíproco a la curvatura 
Cı es el llamado radio de curvatura de flexión. 


Los radios vectores de la indicatriz de flexión forman el 
cono de flexión, cuyo plano tangente a lo largo de to, es para- 
lelo al plano osculador en Po, en virtud de la. tercera defini- 
ción de éste ($ 73-2). Por tanto, el vector tangente a la indi- 
catriz de flexión en Q, será equipolente al vector normal prin- 
cipal no de la curva dada C en Po, por ser el vector unitario 
que perteneciendo a la orientación del plano osculador es, se- 
gún [72-20] perpendicular a to y siempre en el mismo sentido 
que no, por haber determinado éste ($ 73-3) según el de dto 
(que da la concavidad de 
la curva). 

Por otra parte, el sen- 
tido de no no cambia al 
invertir el sentido de los 
arcos crecientes, pues en- 
tonces la curva T; se reem- 
plaza por la curva simé- 
trica respecto de O (fig. 

Fig. 242 242 en relación con la fig. 

241) y el recorrido de Qo 

n Q, correspondiente al de Po a P, se cambia en el de Q a 
Q's correspondiente al de P; a Po. 


Análogamente, aplicados a O los equipolentes de los vec- 
tores binormales b, obtendremos que sus extremos B describen 
sobre la superficie esférica de centro O y radio 1 la indica- 
triz de torsión o de las binormales T2. Su elemento de arco 
do, dará la medida radial en infinitésimo equivalente al del 
ángulo que forman dos planos osculadores infinitamente pró- 
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ximos, y por definición se llama curvatura de torsión cz en 
P, al cociente límite 





do» 1 
[73-29] A A 
donde ds es el elemento de arco de curva dada C entre Po y 
P,, mientras 7, escalar recíproco a la curvatura co, es el la- 
mado radio de curvatura de torsión. 

Los radios vectores de la indicatriz de torsión forman el 
cono de torsión suplementario al de flexión (es decir, de ge- 
neratrices perpendiculares a los planos tangentes de éste), y 
por tanto el plano tangente al cono de torsión será perpendi- 
cular a t con orientación paralela al plano normal a la curva 
dada C en Po. Esto prueba que el vector tangente a la indi- 
catriz de torsión en B, será paralelo al vector normal princi- 
pal no de la curva dada C en P», por ser el vector unitario que 
perteneciendo a la orientación del plano normal es, según 
[72-20], perpendicular a bo. Pero aquí, si la curva es dex- 
trógira ($ 73-3), como bo se aleja de no, dicho vector tan- 
gente a la directriz de torsión tendrá sentido opuesto a Mo, 
mientras que si la curva es levógira, como bo se acerca a Mo, 
dicho vector tangente a la directriz de torsión tendrá el mis- 
mo sentido que mo. Si adoptamos como positivo el sentido 
dado por no (GOURSAT, VALLÉE-POUSSIN, EISENHART, etc.) re- 
sultará para ds > 0 en [73-29] doz negativo o positivo según 
que respectivamente la curva sea dextrógira o levógira, con lo 
que habremos en uno u otro caso asignado un signo a la tor- 
sión, invariante, por el mismo razonamiento visto para la fle- 
xión, del sentido de los arcos crecientes, pero aquí dependiente 
del tipo de curva dada. Así pues, las curvas dextrógiras tienen 
torsión negativa, mientras que las curvas levógiras tienen tor- 
sión positiva. Muchos autores (DARBOUX, JUVET, VALIRON, 
TAYLOR, BIEBERBACH, etc.) adoptan como positivo en la indi- 
catriz de torsión el sentido opuesto al considerado anterior- 
mente, resultando entonces que las curvas dextrógiras tienen 
torsión positiva y las levógiras torsión negativa. El signo de 
la torsión fija el tipo de curva, siendo importante observar la 
convención particular adoptada por cada autor para saber a 
cuál de los dos signos corresponde cada tipo de curva. En esta 
cuestión, la confusión en la nomenclatura aumenta por el uso 
de triedros de una u otra orientación y por el uso ambiguo 
que según los autores se da a las palabras “levógiro”, “des- 
trorsum”, “dextrógiro” y “sinistrorsum”. 


5. Fórmulas de Frenet o Serret. — Determinan la varia- 
ción del triedro intrínseco al pasar de un punto P, de una cur- 
va alabeada C al infinitamente próximo P,, pues dan los vec- 
tores derivados de los unitarios t, n, b que fijan dicho triedro, 
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como combinaciones lineales de los vectores del mismo triedro. 
El cálculo se simplifica tomando como parámetro el intrínseco 
8; para el parámetro cualquiera u bastará aplicar el cambio 
de variable [72-22]. 

Recordando [73-28] y la conclusión obtenida en § 73-4 res- 
pecto del vector tangente dt/do, a la indicatriz de flexión, se- 
gún la que era equipolente al vector n, quedará 


[73-30] HH = ~ .—— = —n. 


Del mismo modo, de [73-29] y de ser el vector tangente 
db/doz a la indicatriz de torsión, paralelo y de opuesto o igual 
sentido que n, según que la curva sea dextrógira o levógira, 
resultará 


[73-31] —— = —— .—— = —n , 
donde el último miembro lleva implícito el signo de la torsión 
que le corresponde. 


NOTAS: 1, Si se hubiese adoptado para la torsión la convención de 
signo opuesta, en vez de [73-31] se habría escrito 


[73-221 bo in, 


2. La [73-31] indica que para 7 >0, db tiene el sentido de n, es 
decir, b se acerca a la n (curva levógira), mientras que en [73-32] para 
r~ 0, db tiene sentido opuesto a n, es decir, b se aleja de la curva 
dextrógira. Análogamente para T < 0. 


Derivando, según [72-21], la relación 


[73-33] n=bAt 
obtenemos, de acuerdo con las [73-30] y [73-31], la 
dn db dt 1 
A ean ea 
Q 0 T 


Las [73-30], [73-34] y [73-31] constituyen las fórmulas 
de PRENET - SERRET, que escritas reunidas son 


AE a Ai 
ds 0 : 
[73-35] hodi a ae ea 
ds 0 T 
db 1 
- L, 


ds t 


para la convención 
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[ 7< 0, Curva dextrógira (hélice de tornillo usual). 
7 > 0, Curva levógira (hélice inversa). 

Recordemos que se han obtenido suponiendo válido el des- 
arrollo [73-12] con r'yA ro =0. 

Obsérvese que [73-34] está en el plano rectificante y tiene 


módulo 
1 1 
= + Na tz . 


NOTAS: 3. Las fórmulas de FRENET permiten expresar todas las de- 
rivadas (de cualquier orden, supuesto que existan) en función de la ter- 
na intrínseca t, n, b. Por ejemplo: 


dn 


[73-36] E 








dt o l d id 
[73-37] T TF n + T 
1 1 1 de 1 
ASe ( 3 t + aT n + x b ) E 


4. Obsérvese que la matriz de los coeficientes de [73-35] es hemi- 
IES propiedad importante para el estudio intrínseco de la curva 
$ 73-9). 


6. Vector de Darboux. — Es el definido mediante 
[73-38] d=— t +b = — ot + ob , 


con el mismo módulo [73-36] y normal al [73-34], por ser 
dn 1 1 1 1 
ele le) a0 


en el plano rectifi- 
cante (fig. 243). 
Tiene la propiedad 


de cumplir 

[73-40] 
la 
dAn = T, 
dåb = $, 





obtenidas al efec- 
tuar en [73-38] los 
productos vecto- 
riales indicados en 


Fig. 243. Curva C dextrógira: c, = — <0. 
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los primeros miembros y aplicar [73-85] si se tiene en cuenta 
que es 


[73-41] nAb=t , bat=n , taAn=b. 


Entonces, dado un vector cualquiera r sólidamente unido 
al triedro intrínseco: 


[73-42] r = r,t + rmn + rgb , 


en que fı, T2, fa, son invariables (independientes del paráme- 
tro s) y r es función de s sólo a través de t(s), n(s) y b(s), 
al multiplicar respectivamente las [73-40] por r,, rə, fra y su- 
mar, obtendremos 


[73-43] dar= + r,- dr 


o E. 


Esta fórmula expresa que en el movimiento del triedro in- 
trínseco para P describiendo la curva con velocidad 1, es de- 
cir, siendo s el tiempo, el vector tangencial del extremo de r 
que fija cualquier punto sólidamente unido al triedro, corres- 
ponde a una rotación de eje y velocidad angular representa- 
dos por la línea de acción y módulo y sentido de d ($ 60-6), es 
decir, el vector de DARBOUX d representa la rotación instantá- 
nea del triedro intrínseco. 


7, Expresiones explícitas de los elementos del triedro in- 
trínseco y de las curvaturas de flexión y de torsión. — Toma- 
remos como parámetro el intrínseco s y a él referiremos los 
signos de derivación que se efectúe en la curva 


[73-44] P = P(s) 
dada por el vector de posición 
[73-45] r =r(s) = x(s)i + y(s)j + z(s)k 


y estudiada en el entorno del punto s = So. Supondremos que 
existe finita r” (so) y es r'(so) A r” (so) +0. 

La ecuación paramétrica vectorial de la recta tangente en 
8) es ($ 72-6) : 


[73-46] r = r(so) + Míso) , 

equivalente ($ 60-38, a, y $ 60-8, b) a 

[73-47] [r—r(s0)] At(s)=0 , 

osea ($ 60-6, c) 
i j k 

[73-48] % — Lo Y — Yo 20 | =0. 
xo Yo Z'o 


Cualquiera de las expresiones anteriores da para la tan- 
gente a la curva en so la ecuación cartesiana 
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[73-49] A A A 


que también se puede deducir directamente de la expresión del 
vector tangente 
[73-50] to = r’ (so) = Yi + Yoj + zo , 
cuyas componentes son cosenos directores de su línea de ac- 
ción (§ 73-1). 

La primera fórmula de FRENET [73-35] da el vector nor- 
mal principal: 

x! i 2 zz 1r k 
[73-51] no = Qot'o = 00r”0 = HO A , 
+ Va” +Y”? + 2o 

por ser n un vector unitario y ọ esencialmente positivo. 


De ahí deducimos la ecuación cartesiana de la recta normal 
principal 
LE y— 2—2 
[73-52] o a De r Wz Z, 
0 0 
en la que no debe olvidarse que los signos de derivación se re- 
fieren al parámetro intrínseco s, siendo inmediatas las ecua- 
ciones vectoriales análogas a las [73-46] y [73-47]. 
El vector binormal viene dado por 
i. j K 
e 2o Y'o Z'o 
wo Y” zo 


1 
+ Va” + yo + 20 
si se tiene en cuenta [73-50] y [73-51]. 


De [73-53] se obtiene la ecuación cartesiana de la recta bi- 
normal 


[73-53] bo = to A no = 








T — Lo y — Yo 2 — 2o 
[73-54] A a 
Yo Zo Zo To To Yo 
Y 2 2% xo xo Y 




















El plano normal, en virtud de [73-46] tendrá por ecuación 
ortogonal ($ 60-8, b) 


[73-55] [r —r (so) ]. t(s) = 0 , 
de la que por [73-50] se deduce su ecuación cartesiana : 
[73-56] volr—z0) + Yoly — Yo) + Z'ol(z— 2z) = 0. 


En forma análoga, el plano rectificante tiene por ecuación 
ortogonal 


[73-57] [r —r (so)].n(s) = 0 , 
y por ecuación cartesiana 
[73-58] xolt — zo) + Yoly — Yo) + z”o(z— z) =0 , 
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mientras que el plano osculador tiene por ecuación ortogonal 
[73-59] [r —r (so) ] . [t(s )An(s)] =0 , 
cuya traducción cartesiana es (§ 60-7, a): 
T — To Yy — Yo Z — Zo 
[73-60] zo Y'o Zo =0 , 
xo Y”o 2o 


como ya habíamos obtenido en [73-22]. 
De [73-51] se obtiene 








[73-62] A A A 
Qo Oo 
es decir, la curvatura de flexión 
[73-63] ci = 1/0 = + VEE F y” F 2? 


dada por una expresión irracional en las derivadas de las coor- 
denadas. 

De la tercera fórmula de FRENET [73-35] y [73-51] se de- 
duce 


[73-64] EA = M. b'o = Qora. ai (to A no) = 
TO ds 


d 
= Q0*r”o . ds (Po A r”) => Qoro (1% A ro) 


justificada la penúltima igualdad por ser r”o(r' A r”,)=0. La 
[73-64] da la curvatura de torsión, e interpretada cartesiana- 
mente ($ 60-7, a) 
Lo Yo Zo 
xr” Y” 2 
e 1 El a” o Yo 2 
[73-65] a= ro  Mibyr+e2sr 5 
función racional de las derivadas de las coordenadas, con un 
signo de significado geométrico ya visto en $$ 73-4 y 73-5. 
In los puntos Po donde c, = 0, es decir, se anula el deter- 
minante que figura en [73-65], el plano osculador se llama 
estacionario. 


NOTA: Si la curva se da referida a un parámetro cualquiera u, de- 


signando por r= dr/du, r’ = dr/ds y análogamente las derivadas suce- 
sivas, la aplicación reiterada de [72-22] y de [73-5] permite expresar 
los versores del triedro intrínseco y las curvaturas en función de r(u) 
y sus derivadas, deducidas de las fórmulas anteriores. 

Aní, de r= Irl. r y [73-50] se deduce 
173-661 t = r/|r|. 

Da [73-21] deducimos directamente 
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[73-67] b = 4 
Irar] 
donde los factores del numerador se toman precisamente en el orden in- 


dicado por estar dirigido n hacia la concavidad de la curva (dada por dr) 
y ser n= bAt. De ésta y las dos anteriores, se deduce inmediatamente: 


[73-68] ys AA 
(rar) Ar|l 
De 
EZ (tri). + ree” 
du 
se obtiene 
[73-69] rAr = |r(r Ar”) 


y por [73-507 y [73-51] es b=tpAn=o(r Ar”), de donde tomando 
módulos resulta 


[73-70] a = 1/0 =|rarl|ri. 
Si se multiplica escalarmente [73-69] por 
.. A» OM a d ,: ERA Em 
r = (51m ). Y + (15 ) |r fr” + [r Pr 
se obtiene 





(Ar) .r=]rMrarir” =-— |rAr}. c 
pues por [73-64] y [73-70] es 

(Œ Ar”). r” = — ex(1/0)? =—cs]rAr|2 ri. 
De donde resulta finalmente 
[73-71] ca = 1/r = — (rar)r/[rari. 


Do estas formas vectoriales se pasa inmediatamente a las cartesia- 
nas, modiante las oxprosiones vistas en §§ 60-6 y 60-7. 


EJEMPLO. Calculomos los versores del triedro intrínseco, las curva- 
turas y el vector de DARBOUX para la hélice circular 
r = reonui + r sen uj + kuk. 
En 8 72-6, ejemplo, vimos ya que era 
— rsen ui + rcosua + kk 


VA FTE i 
Resulta ser (cfr. $ 73-2, ejemplo) : 


Ir] = Vvr+lk , rAr = rk sen ui — rk cos uej Lo, 


con IrAar|=r7 ri + k*, de donde 
k sen ui — k cos wj + rk 


t= 


b = 
Vr + ke 
Es 
de ABS i j k 
(rAr)Ar= rk sen w —rkceosw r|= 
— 7 sen Uo Y COS Un k 


= — r(r + k*cos ui — r(7 y k?) sen wj 
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con [rAr)Arl = r(+r* + k?), de donde 
n = — cos .1—sentuo.j , 


diciéndonos que la normal principal es horizontal y dirigida según el ra- 
dio del cilindro sostén de la hélice. 





Por ser 
A — r sen Yo T COS Wo k 
(rAr) .r = | — rT cos w — r sen uo Ol= rk , 
Y Sen w — Y COS wo 0 
e [73-70] y [73-71] resultan constantes los radios de curvatura 
r+ ke TENS r + k 
a y ’ z k ’ 


con T<0 para k>0 (hélice dextrógira) y 7>0 para k< 0 (hélice 
levógira). 
El vector de DARBOUX [73-38] aquí es 


d = k/ VPF , 


de acuerdo con ta definición cinemática de la hélice. 


8. Vector aceleración. — La ecuación [72-3] del vector de 
posición [72-2] puede significar la ecuación de la trayectoria 
de un punto móvil para el parámetro u tiempo. Respecto de di- 
cha trayectoria se ha definido en [72-40] el vector tangencial 
v (también llamado velocidad), de módulo [73-5]. 

Por definición, aceleración de la trayectoria [72- 2] es el 
vector derivada segunda, en caso de existir: 


_ dr dix. , dy d?z 
[73-72] a= qa mait w l t a 
Si de [783-5] y [73-7] obtenemos 
dr ds 
[73-73] A n $ 


al derivar respecto de u mediante la variable intermedia s (u) 
y aplicación de la primera fórmula de FRENET [73-35], re- 
sulta : 


dr _ ds ds dt ds _ ds 1 Ol 
wm a “a. ua E o T a 
es decir 
[73-74] PESO R 
du o * 


que prueba que el vector aceleración está situado en el plano 
osculador y se compone de una aceleración tangencial o lineal 


dv 
= — t 
ar du 


de módulo 
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dv _ dis 
du du? 
y de otra aceleración normal o centrípeta 
y2 
an S n 
0 


de módulo 
Lad E) 
o e ldu 

y dirigida hacia el centro de curvatura. 

Si 1/0 =0, la aceleración normal a, = 0, es decir, ésta es 
nula en las trayectorias rectilíneas. Para u=s, es v=1 y 
a: = 0, reduciéndose la aceleración a su componente normal 
an =n/0; corresponde al caso de movimiento uniforme sobre 
la trayectoria. 


EJEMPLO. Para la hélice circular 
r = rcosui + rsenuj + kuk 
la velocidad lineal es v = V1? + k? constante, y la aceleración: 
a = — rcosui — rsenuj = m = an 
de módulo r= v*/p4. La aceleración tangencial es nula. 
9. Fórmula de Taylor y ecuaciones intrínsecas de una curva ala- 


beada. — La fórmula de TAYLOR ($ 72-5) respecto del parámetro intrín- 
seco s será, Mri tendonae a los primeros términos, 


[73-76] r(s) = ro + —7—7 (8—8) + 2 (8s — 8)’ pat aa +. 


y tenlendo en cuenta E [73-35] y [73-37], se o expresar los 
cooflelontes mediante la turma intrínseca t, n, b; 








ro” Mo To” 
73-7 o = . =— o; = 
(73-10) E 21 20 3! 
1 (-— 1 T 
= — b, ) ; ... 
rra üi o + Md Pp 


siempre que ro A ro' +0. 


_ De aquí puede deducirse información precisa sobre el orden infini- 
tesimal de la distancia de un punto de la curva a una tangente, al plano 
osculador, etc. Por ejemplo, respecto del infinitésimo principal 


[73-77] h=8—8 
la distancia de P(s) a la tangente en P, = P (3s) es del orden (§ 60-6, f): 
o E ] 
[73-78] l(r—rodA tol = — o = O(k*”), si o 
0 


pues t At = 0, m A t = — bo. 


NoTA. Para el caso de ser 1/Qo = 0, que corresponde al caso excep- 
cional rọ A ro” =0, la tangente se llama estacionaria. Entonces, el orden 
do la distancia anterior es mayor que dos. 
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El orden de la distancia de P(s) al plano osculador en P, = P (80), 
viene dado ($ 60-8, b) por 
he 
78-79 —r). = — 
[ ] (r—ro) . bo Sor 
si el plano osculador no es estacionario ($ 73-8), es decir 1/(q07.) +0. La 
distancia [73-79] viene dada con su signo y ello nos dice que al depender 
de un orden impar el plano osculador no estacionario queda atravesado 
por la curva ($ 73-3). 


Puede referirse la curva al triedro intrínseco en Po=P(s8o), con 
x, Y, z coordenadas de sus puntos respecto de este triedro, poniendo 


[73-80] r — ro = Xto + yno + zb. 


Si el primer miembro de [73-80] viene dado por [73-75] y [73-76], 
basta multiplicar escalarmente por to, Mo, bo para obtener las coordena- 





+... = 0), 











das: 
E = A T +... 
(73-81] y = (8 — e)" — 2 (e—80)* + .. 
200 G Qo 
a 6Q07o IA 


Las igualdades [73-63] y [73-65] nos dan las curvaturas en función 
del parámetro intrínseco s. Recíprocamente, dadas dos funciones de la 
variable independiente s: 


[73-82] a 
Q 


donde la primera es positiva y ambas indefinidamente derivables en 8o, 
supongamos que si calculamos los valores correspondientes de Qo, To y sus 
derivadas y los sustituimos en [73-81] se obtengan desarrollos convergen- 
tes. Entonces, éstos, en un entorno de sẹ, definirán la curva que habrá 
quedado determinada a menos de un desplazamiento por las [73-82], lla- 
madas ecuaciones intrínsecas de la curva. Más aún, basta que las fun- 
ciones [73-82] sean continuas para que a menos de un desplazamiento 
(rotación y traslación) la curva quede determinada por ellas, Pues da- 
das 0(8) y 7(8), pueden concebirse las ecuaciones de FRENET [73-35] 
como un sistema de nueve ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 
en las nueve funciones incógnitas ti, nı bi, (1=1,2,8), que definen 
unívocamente los versores t, n, b como terna ortonormal a menos de una 
rotación de la posición inicial (§ 109-2, ejemplo 2). Conocido el triedro 
intrínseco para cada valor de s, la curva C se determina integrando la 
ecuación vectorial dr/ds = t(e) equivalente a tres escalares y que por 
simples cuadraturas introduciendo tres constantes arbitrarias equivalen- 
tes a una traslación, acaban de determinar la curva C. 


= (e) , 4 = y(8) 


10. Circunferencia y esfera osculatrices. — a) Entre las 
circunferencias tangentes a una curva en un punto P y situa- 
das en el plano osculador, la que tiene por radio el de curva- 
tura de flexión, resulta asimismo como límite de la circunfe- 
rencia determinada por tres puntos de la curva que tienden a 
confundirse en P, y tiene contacto al menos de segundo orden, 
es decir, cortando por planos no paralelos a la tangente, la 
distancia entre los puntos de ambas curvas es infinitésimo de 
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tercer orden por lo menos (§ 40-6, Cap. X, nota I, c, y § 55-5). 

Como ésta es, de entre todas las circunferencias que pasan 
por P, la que tiene con la curva un contacto de mayor orden, 
se llama circunferencia osculatriz de la curva en P; su cen- 
tro se llama centro de curvatura. 

Sea c el vector de posición del centro de la circunferencia 
en cuestión y r: el radio de esta circunferencia. 

Formemos la potencia de un punto variable de la curva re- 
ferida al parámetro intrínseco s: 


[73-83] (s) = (r(s)— ¢)? — r? , 


tal que para c y 7, constantes, según [73-50] y [73-35], tiene 
por derivadas 


1ds/ds = (r(s)—<c).t(s), 
[73-84] | 


4d?%9/ds? = t? + Z næ()— 0). 


Como se verifica & (so) = 6(s,)= 9(32), por el teorema de 
ROLLE ($ 35-2) la derivada primera se anula en dos puntos 
intermedios y la derivada segunda en uno. Cuando los tres 
puntos tienden a confundirse en el P (so), resultan las condi- 
ciones que dan el contacto de segundo orden (cfr. $ 40-6) 


== AZ 2 E 
[73-85] f (£o c) Te 0 , (Yo c) «to 0 , 
A TE — Qo » 
que junto con la condición de estar el punto c en el plano oscu- 
lador (r— ro) .bo = 0, es decir, cumplir 


[73-86] (c — ro) «Do = ( , 


determinan el centro y el radio de la circunferencia osculatriz. 
Las dos últimas [78-85] y la [73-86] nos dicen que el vector 
c—r, referido al triedro intrínseco tiene por componentes 
(0, Q0, 0), y por tanto es 


[73-87] c = ro + Ooo , 


mientras que la primera de las [73-85] demuestra que es 
Ye =Q0. Así queda demostrado que el centro de la circunfe- 
rencia límite queda sobre la normal principal, al lado de la 
concavidad de la curva y a una distancia del punto de contac- 
to igual al radio de curvatura de flexión, es decir, es el centro 
de curvatura. 


b) Se llama esfera osculatriz, al límite de la superficie es- 
férica determinada por cuatro puntos de la curva, que tienden 
a confundirse en P. Por tanto, contiene a la circunferencia 
osculatriz, que es su sección por el plano osculador. 

La recta perpendicular al plano osculador en el centro de 
curvatura P, se llama recta polar o eje de curvatura o eje del 
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plano osculador, correspondiente al punto P, y en ella está 
asimismo el centro de la esfera osculatriz, 

Si 81, S2 S3, $4 son los valores de $ que determinan cuatro 
puntos de una curva, veamos la posición límite de la esfera 
que pasa por ellos, cuando tienden a confundirse en uno. Para 
ello formemos como antes la potencia de un punto variable de 
la curva, o sea la función: 


[73-88] F(s) = (r(s)— ce)? — rè , 

siendo c. el vector de posición del centro y r. el radio. Como 
se verifica: 

[73-89] F (s1) = F (s2) = F (s3) = F (s4) =0 , 

la derivada F'(s) se anula en tres puntos intermedios; la 
F” (s) se anula en dos; la F” (s) en uno. 

Si los cuatro puntos tienden a confundirse en uno, queda 
determinada la esfera osculatriz en éste, cuyo centro y radio 
están dados por las ecuaciones: 

[78-90] F(so) = 0, F(s) = 0, F”(so) = 0, FE” (so) = 
que, desarrolladas, son: 
C (ro — Ce)? — r2? =0. , (ro—C).to=0 , 


73-91 q d 
] (ro — Ce). Mo = — Qo , (ro — ce). bo = ro 7 , 





donde la última se justifica por [73-35]; al derivar la penúlti- 
ma dando 





1 1 z de 
to. no + (ro— ce) (-5 t] == dso 
y aplicar la segunda de las mismas [73-91]. 
Por lo tanto, el centro de la esfera osculatriz viene dado 
por el vector 








[73-92] Ce = ro + Qoo — 7o do bo , 
dso 
y su radio es 
EREA 
173-93] Te a y Q0? + To? ae) . 


En las curvas de radio de curvatura constante, el centro de 
curvatura es centro de la esfera osculatriz, cuyo radio coincide 
con el de curvatura de flexión. 


La ecuación paramétrica vectorial del eje de curvatura es 
[73-94] r = r (So) + oom (So) + pb (so) , 


donde es el parámetro de los distintos puntos de dicho eje 
polar. Para 
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[73-95] u= E) : les (So). ca(so) } 


se obtiene el centro de la esfera osculatriz. 


EJEMPLO. Para la hélice circular 
r = reosui + rsenuj + kuk , 
es (§ 73-7, ejemplo) 
r k k? le ; 
c = C = 1 4 m= P cos ti — —— sen uj + kuk , 


con re=0 =(P + k?)/r. 





EJERCICIOS 


1. Las funciones x(u)=1 + cosu, y(u)=senu, z(u)=—(1 + 
+ cos u) (7 + cosu)/(4senu) verifican: x4+y?—2xX=0 (S;), 4a* + 
+ 3y + 4yz=0 (S:). ¿Da entonces r(u)=x(u)i+y(u)j+z(u)k la in- 
tersección de las superficies S, y S2? 

2. Si el vector derivado r'(u) es continuo, el parámetro u es la abs- 
cisa curvilínea cuando y sólo cuando r'(u).r'(u)= 1. 


3. Hallar para la curva r= wi- u'k (cfr. $ 30-5, ejemplo 3) la 
longitud de arco entre los puntos 4U=—h, U=h y dividiéndola por la 
longitud de la cuerda, hallar el límite del cociente para h=—>0. ¿A qué 
se debe la anomalía? (cfr. $ 73-1, nota 3). 


4. Para una curva con tangente [72-38], el plano que pasa por ella 
con mayor orden de contacto (osculador o sobreosculador) en Po, si en 
éste existen las derivadas sucesivas a la r'” (u,) hasta la primera r'” (uo) 
que no sea nula ni paralela a r™ (u), tiene por ecuación (r-—rTFo). 
Cro Aru?) 0 (efr. § 73-2, nota 4). 


5. E» las condiciones del ejercicio anterior demostrar que la curva 
atruvicin o no en P, a todo plano que no contenga la tangente según 
quo n nva impar o par. La curva atraviesa o no en P, cualquier plano 
que contenga lu tangente y no seca el osculador según que p sea impar 
o par, Lu curva atraviesa o no en Po, al plano osculador según que sea 
impur o par el orden q de la primera derivada (supuesta existente) no 
nula, ni paralela al plano osculador, 


6. Dada la curva ($ 72, ejercicio 20) r(u)= u“i + uj + u'k determi- 
nar en el punto correspondiente a u=1 los vectores tangente, normal 
principal y binormal, así como las ecuaciones vectoriales y cartesianas de 
las aristas y caras del triedro intrínseco. 


7. Lo mismo para la curva r(u)= ui + ¿4% +(1/6)u*k, en un punto 
genérico y en el punto correspondiente a u=2, rectificando además el 
arco entre el origen y dicho punto. 


8. Lo mismo para la curva de VIVIANI, intersección de la superficie 
esférica a+ y94+2=1 con la cilíndrica 2? + y? — x = 0, expresada vec- 
torialmente por r=cos* ui + sen u cos uj + sen uk, en el punto correspon- 
diente a u =x/4, rectificando el arco comprendido entre u= 0 y dicho 
punto u = x/4, y entre u= 0 y u=x/2, 


9. Calcular los radios de curvatura de flexión ọọ y de torsión To de 
la curva r(u)=u'i + uj + “k en el punto correspondiente a u=1 (cfr. 
ejercicio 6). 


10. Calcular los radios de curvatura de flexión o» y de torsión to, 
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obtencr el versor normal principal mediante la primera fórmula de FRE- 
NET [73-30] y hallar el centro de curvatura con la correspondiente recta 
polar o eje de curvatura en forma vectorial y cartesiana, para: 1%) La 
curva de VIVIANI (ejercicio 8) en el punto correspondiente a u=x/4; 
29) La curva r(u)=ui + 243 + (u >/6)k en un punto genérico y en el 
punto correspondiente a u=—2 (cfr. ejercicio 7). 

11. Los radios de curvatura de flexión y de torsión de la curva 
r(u)=x(u)i4+y(u)j+z(u)k vienen dados por g= 8"/Vœæ + f? ayi 
E p? + Y) /p con s? = x? pH yP Haz; a=ya3"—2y”, P=2e" — 


ta? 


ER, y=8Y — yx”, 


12. Obtener el versor normal principal mediante la fórmula de 
*RENET [73-31] para la curva r(u)=ui+ 214 + (u'/6)k en el punto co- 
rrespondiente a u=2 (cfr. ejercicio 7). 

13. Para k constante, se define la hélice en una superficie cilíndrica 
cualquiera de generatrices paralelas al eje 2 mediante r=q(0)i + 
+ y(0)ji + kok, donde o es la abscisa curvilínea de la sección recta de 
la superficie cilíndrica, es decir, q'(0)? + y'(0)?=1. Demostrar que: 
19%) La tangente, la normal principal y la binormal forman ángulo cons- 
tante con las generatrices de la superficie cilíndrica, siendo el segundo 
ix; 20) La razón entre los radios de curvatura de flexión y de torsión 
do una hélice es constante; 3%) Cada una de las cuatro propiedades an- 
teriores caracteriza como hélice a la curva que la posea; 4%) Los radios 
de curvatura de flexión de la hélice y de la sección recta de su superficie 
cilíndrica en puntos correspondientes de la misma generatriz son propor- 
cionales; 5%) Toda hélice de curvatura de flexión constante es circular 
($ 73-7, ejemplo). 

14, Hallar los vectores tangencial v, aceleración a y de DARBOUX d, 
dando sus componentes respecto del triedro intrínseco, para: 1%) La curva 
r(u)=u'i+uj+uk en u=1, (ejercicio 6); 2%) La curva r(u)= ui + 
+- 44 +Y+(u*/6)k en u=2, (ejercicio 7). 

15. Tomando como infinitésimo principal h = s — so, hallar los infi- 
nitésimos equivalentes: 1%) A la mínima distancia entre dos tangentes 
en puntos infinitamente próximos; 29) A la diferencia entre el elemento 
de arco y su cuerda. 


16. Si =r (s) es una curva de la superficie esférica de radio 1 
y existe r'”(s), se cumple idénticamente (s es la abscisa curvilínea) : 
pra ue rt = [ (r” A Ls e 


$ 74. ENVOLVENTES DE CURVAS Y SUPERFICIES 


1. Envolvente de curvas planas. — a) Si en la ecuación 
[74-1] f(x, Y, t) == 0 , 
consideramos a t como un parámetro tendremos una familia 
monoparamétrica o haz de curvas (C;). Para cada valor t= q, 
t —b,..., dado al parámetro tendremos una curva Ca, Ca ....- 
Análogamente pueden considerarse familias de curvas con 


varios parámetros, y cada curva puede estar dada en otras for- 
mas además de la implícita [74-1]. 
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EJEMPLOS: 1. El haz de curvas 
[74-2] (x— t)? + y” = 1 
está formado por las circunferencias de radio 1 con centro: en el eje x. 
Para t = a se obtiene la circunferencia Ca de centro (a, 0). 

2. La familia con dos parámetros u, v: 
[74-3] (a —u)? + (y—v)*= 1 
representa todas las circunferencias de radio 1 con centros en el plano 
(x,y). Para v = 0 se obtiene como subfamilia el haz [74-2]. 


3. La familia con dos parámetros y = ux +v representa todas las 
rectas no paralelas al eje y. Poniendo v= q (u), se tiene como subfamilia 
el haz y = ux +«q(u). Cada curva (recta) de estas familias está dada 
en forma explícita. 

4. El par de ecuaciones paramétricas 
[74-4] x= tcosu , y = tsenu 
representa para t fijo sobre cada curva todas las circunferencias con cen- 
tro en el origen. Entonces llamaremos a t parámetro del haz; cada curva 
C: está dada en forma paramétrica, siendo u el parámetro que da los dis- 
tintos puntos sobre la curva, en este caso fácilmente eliminable obtenién- 
dose 


[74-51] X H yP Ë. 
Considerando ahora u como parámetro del haz [74-4], se obtienen las 
rectas por el origen; C, es la recta de inclinación u, pues y/x=tgu. 
Para t y u, independientes, las [74-4] no representan una curva, sino 
una transformación puntual o de coordenadas (cfr. $ 61). ¿Cuál? 


b) Dado un haz (C;¿), [74-1], de curvas planas, puede ocu- 
rrir que exista una curva E tal que en cada uno de sus pun- 
tos Po, sea tangente a una curva C;, del haz (C;¿). En tal caso 
la curva E se llama envolvente del haz (C:), cada una de cu- 
yas curvas se llama involuta. 

Supongamos que en un intervalo del parámetro ¢ del haz 
[C¿) exista la envolvente E como curva regular (§ 72-6) res- 
pecto de dicho parámetro y que las curvas del haz (C;,) ven- 
gan dadas por [74-1], cuyo primer miembro tenga derivadas 
primeras continuas, tales que en cada punto de contacto Py de 
la involuta sea 


[74-6] f? + f? #0 , 

niendo por tanto ordinario respecto de ella ($ 72-8). Entonces 
I vendrá representada paramétricamente por 

[74-7] v =x(t) ; y=y(t) ; 224 y240 , 

donde t es el valor del parámetro que determina la involuta C; 
que contiene el punto de contacto [74-7] de la envolvente E. 
Por tanto, en el intervalo considerado del parámetro t se ve- 
rificará la identidad 

[74-8] f[x(t), y(t), t] =0 

y también (§ 67-1): 

[74-9] f.x (t) + fy (Ot fe O 


280 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES $ 74 -1 


Como para cada valor de ¢ son E y C; tangentes, de la 
tercera [74-7] y [74-6] se deduce ($8 34-6 y 67-4): 


[74-10] fz. x(t) + f,.y' (t) =0 , 


que sustituída en [74-9] demuestra que la representación 
[74-7] de la envolvente E verifica simultáneamente el sistema 


[74-11] f[x(t), y(t), t] =0 , f.[x(t), y (t), t] = 0. 
De aquí: 


TEOR. 1. Para que exista una envolvente E del haz [74-1], 
como curva regular [74-7] de parámetro t, es necesario que 
sus coordenadas verifiquen [74-11]. 

Supongamos ahora que el primer miembro de [74-1] tenga 
derivadas segundas continuas. Entonces la envolvente, si exis- 
te, es parte (propia o no) del lugar geométrico Y (x, y)= 0 de- 
finido por [74-11] por eliminación de t. Éste se llama curva 
discriminante del haz, y Y =0 ecuación discriminante. 


TEOR. 2. Si el sistema [74-11] es resoluble en x, y, para lo 
cual es suficiente que sus soluciones cumplan ($ 67-7) : 


— a (f, f+) 
[74-12] ay?» 


y si f:; 40, entonces existe una curva E, tangente a las C, en 
sus puntos ordinarios. 


. Por [74-12] son f., f, no simultáneamente nulas, el punto es ordina- 
rio en C;. Entonces E puede representarse paramétricamente en t por 
funciones [74-7] cuyas derivadas x'(t), y'(t) se deducen del sistema 


[74-18] fax (t) + £.y (1)=0 , fex’ (t) + fuy (t) + fe =0 , 

y no pueden anularse simultáneamente por ser f:: 0. Entonces tanto 
(C; como E tienen tangente y la primera [74-13], es decir [74-10], expresa 
la condición de contacto, pues fe, f, [x'(t), y'(t)] son parámetros direc- 
tores de la normal a C, [de la tangente a El. 


EJEMPLOS: 5. En el haz [74-2], derivando respecto del parámetro t 
resulta —2(x% —t)=0, y eliminando t sale: y = 1; y= + 1. Estas dos 
roctas componen la envolvente, 

G. El haz [74-5] de circunferencias concéntricas, donde f(x,y,t)= 

xa” 4 y” —t'=0, no tiene evidentemente envolvente real. Y en efecto, 
liminando el parámetro t entre [74-5] y la ecuación t= 0 que resulta 
nl derivar respecto de t, se obtiene x? + y? = 0, que se satisface para el 
único punto real (0,0). Es f:e = f:, = 0, de donde A= 0, y no es apli- 
enblo el teorema 2. 

7. Las circunferencias de radio 1 que pasan por el origen tienen sus 
contros en la circunferencia unidad; entonces el haz se obtiene de [74-3] 
poniendo u = cos t, v= sen t: 

(Œæ--- coat)’ -}- (y — sen t)? = 1, ó: a + y? — 2x cos t — 2y sen t = 0. 

La cnvolvente resulta de eliminar t entre esta ecuación y x sen t — 

-cost = 0. Ambas ecuaciones se verifican para x=y=0, o bien 
parn x:-2cost, y = 2sen t, de donde se elimina t y resulta x* + y=4 
eirennlereneina de radio 2 con centro en el origen. 
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El siguiente teorema muestra que en general (ver nota 1 y 
ejemplo 8) el punto P de contacto de E con C, es el límite de 
la intersección (si existe) de C: con Cn para h= 0: 


TEOR. 3. En las hipótesis del teorema 2, los puntos de la 
curva discriminante son los puntos límites, uno para cada t, 
de la intersección de las curvas C; y Cun del haz C: para h => 0. 


Todo punto P, (fig. 244) intersección C: y Cin verifica f(x, y, t)=0, 
f(x,y,t+h)=0, y en consecuencia por el teorema de RoLLE ($ 35-2): 


Í.:(x,y,7)=0 ; 7entrety t+h. 

Para h suficientemente pequeño, el sistema 
y HMeyt=0 , 
1 fi (e,yr)=0, 


es resoluble en x, y, 
pues el respectivo ja- 
cobiano tiende, para 
h>0, al AO de 
[74-2]; la solución 
única x=x(h), y= 
=y(h) tiende para 
h=>0 al punto P de 
contacto con la envol- Fig. 244 
vente, que verifica 

[74-11]. 


NoTA 1. Si no se verifican las hipótesis del teorema 3, la envolvente 
de un haz C, puede no ser lugar geométrico de puntos límites de inter- 
secciones de C: y Cena. Un caso importante es aquél en que las curvas 
f(x,y,t)=0 y fi(x,y,t)=0 son tangentes. Entonces es A=0(£,f:)/ 
/0(x,y)=0, y también f,¿=0, pues de lo contrario sería incompatible 
el sistema [74-13] en las derivadas existentes x'(t), y'(t). En tal caso el 
contacto con la envolvente es de orden superior a 1 [ej.: haz de circun- 
ferencias osculatrices a una curva E; dos de estas circunferencias infini- 
tamente próximas no ae cortan, porque la distancia de sus centros es me- 
nor quo la longitud del narco de evoluta, nunca rectilínea, que mide (§ 55-8, 
o) la diferencia de los respectivos radios de curvatura]. 





inmrio 8, En ol haz de parábolas cúbicas (fig. 245): 
f(z., t) = y — (x— t) =0 , 

todas las curvas se obtie- 
nen de una de ellas por tras- 
lación paralela al eje x, y 
como en cada una es y fun- 
ción uniforme de y, dos cur- 
vas del haz no tienen nin- 
gún punto común. De f; = 
=-3(x —t)? = 0 resulta co- 
mo discriminante y = 0, eje 
x, y como todas las pará- 
bolas son tangentes a él, es 
envolvente del haz. 


Obsérvese que no se ve- 
rifican las hipótesis del teo- 
rema 3, pues por ser A= 

Fig. 245 = fı: = — 6 (x — t), ambos 
se anulan en los puntos 
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donde la curva envolvente y —0 toca a sus involutas, es decir en x= ft, 
y=0. 


TEOR. 4 En el caso general f,¿ +0, la curva discriminante 
está formada por la envolvente E y el lugar de log puntos sin- 
gulares de las curvas del haz. 


Sean x = x(u), y = y (u) ecuaciones paramétricas de la cur- 
va discriminante o de un arco de ella. Si la eliminación de t 
entre las [74-11] se hace despejando esta variable de la se- 
gunda (lo que es posible por f.¿ +0), t =t(x, y), y reempla- 
zando en la primera, será idénticamente, por definición de dis- 
criminante: 


£(x(u), y(u), t[x(u), y(u)]) =0 , 
y entonces 


fs. x (u) + f. y (u) + fiit. x (u) + t.y (u) =0 , 


que por ser f; = 0 se reduce a f,. x’ (u)+ f,. y’ (u)= 0, ecua- 
ción que cuando f,.y f, no se anulan a la vez (y entonces son 
parámetros directores de la normal a C:) expresa la tangencia 
de C, con (x(u), y(u)). 


EJEMPLOS: 9. En el haz de estrofoides 
f = {æ +(y— t)’ (e —2) +x =0 , 


(fig. 246), la curva discriminante 
Y= 0 se compone de la envolven- 

y te más el lugar de los puntos do- 
bles. Todas las curvas del haz re- 
sultan de una de ellas por trasla- 
ción paralela al eje y, y tienen 
la asíntota común x=2. De 


f: = — 2(y—t) (x—2)= 0 


resulta x=2 ó y=t. Excluyen- 
do x=2, pues a ese valor no co- 
rresponde ningún y finito, resulta 
como discriminante 


xX F(x, y) = x(x — 2) + x = 0, 
ó x(x — 1)? = 0, 


que consta de las rectas x=0, 
«=1. Sólo la primera es envol- 
vente, la segunda es el lugar de 
los puntos dobles de las curvas 
del haz. 


10. En el haz (1 — t*—y= 
=0 la eliminación en [74-11] da 
y=0, que no es una envolvente 
sino el lugar de los puntos cuspi- 
dales ($ 71-4, b) de las curvas 
del haz. 


11. En el haz (x — t — y? = 
= 0 resulta también como discri- 
minante y 0, que otra vez es lugar de los puntos cuspidales. Pero ahora 


X= X=2 
Fig. 246 
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es y =0 tangente a cada una de las curvas y, en este sentido, debe con- 
siderarse como envolvente del haz. 


NOTA 2. Cuando el haz se obtiene a partir de una familia con dos 
parámetros u, v, ligando éstos por una ecuación (ej. 2 y 3): 
[74-14] g(x, Y, u, V) = 0 3 q (u, v) = 0 , 


si consideramos v como función de u: v—v(u) definida por p= 0, re- 
caemos en el caso de un parámetro 


[74-15] glz, Y, U, v(u)] =0 , 
y debemos considerar con [74-15] la derivada respecto de u: gu + 
+ go(dv/du) = 0. Como dv/du resulta de q, + poldv/du)= 0 se concluye: 


Para obtener la envolvente debemos eliminar u, v y du/du entre las cua- 
tro relaciones: [74-14] y 


[74-161] gdu +- gedv = 0 , gdu + pdv = 0. 
Esto equivale a eliminar u y v entre las tres ecuaciones: [74-14] y 
(mp) 
[74-17] o 0. 


Pues [74-17] resulta de eliminar dv/du entre las [74-16]. 


EJEMPLO 12. Envolvente de las rectas sobre las cuales los ejes de 
coordenadas determinan un segmento de longitud constante k. Se tiene: 


Zy4%Lw=1 , siendo u + =P. 
u v 


, Diferenciando ambas ecuaciones respecto de u, v, e igualando los co- 
cientes dv/du resulta: 


Pe.  ._ou  efu yv _ 1 
uy Tv? 47 rr? 47? 


de donde w = xk’, v = yk’, y eliminando u, v, resulta la ecuación 
w t PP = k’ 
que representa una astroide (§ 23-9, nota; cfr. § 102-3, ej. 2). 
NoTA 3. Si las curvas del haz están dadas (cfr. ej. 4) en forma pa- 
ramétrica, ordinaria o vectorial 
[74-18] r(u,t) = x(u, t)i +- y(u, t)i 
(u: parámetro sobre cada curva; t: parámetro del haz), donde suponemos 


existen continuas las derivadas parciales hasta el segundo orden, de las 
camponentes 


[74-19] x = x(u, t) , y = y(u,t) , 


en un recinto del plano (u,t) y es r.740, podemos considerar por ejem- 
plo a u como función 4 =u(y,t) de y y de t definida por la segunda 
[74-19] y al sustituir en la primera’ 


æ = x[u(y,t),t] 


recaemos en la forma [74-1]. Esto nos conduce (cfr. nota 2) para bus- 
car la envolvente, a eliminar t, u y du/dt entre las [74-19] y 


[74-20] Lute +- 2e = 0 , Yue H y: = 0. 
Pero esto equivale a eliminar u y t entre las tres ecuaciones [74-19] y 
3 (x, y) 
74-21 = 
L ] ORO 0, 


pues [74-21] resulta de eliminar u, entre las [74-20]. 
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EJEMPLO 13. Envolvente del haz de circunferencias de radio 1 con 
centro en el eje x (cfr. ej. 1 y 5): 
[74-22] æ = t 4 cosu , y = senu , 
(—o<t<o `, O<Ku< 27). 
La ecuación [74-21] da: cosu =0 de donde sen u= + 1, y reempla- 


zando en [74-22] se obtiene en forma paramétrica la envolvente ya ha- 
llada en el ejemplo 5: x=t, y = + 1. 


2. Evoluta y evolvente en el plano. — En § 55-8, a), defi- 
nimos la evoluta de una curva C como el lugar geométrico T 
de los centros de sus circunferencias osculatrices, llamando a 
C evolvente de T, y probamos que la evoluta es envolvente del 
haz de rectas normales de su evolvente. Esta propiedad suele 
tomarse también como definición de la evoluta, y en base a 
ella hallaremos nuevamente su ecuación. 


Dada la evolvente C en forma paramétrica: x—x(t), y=y(t), la 
familia de normales de puntos (a,f) será: 
[a —x(t)1x"(6) + [8 —y(t)ly'(t) =0 , 
de la que derivando respecto de t se obtiene 
(a—u)x"” + (B—y)y” — e —y?=0 , 
dando con la anterior las ecuaciones paramétricas de la evoluta 


a+ y” ar y” 
4-2 A Pc = 3 ME 
[7 3] a v Y w'y” za yx” , B Y + 2 w'y” da yx” , 


coincidentes con las [55-18]. 
Para t= x se obtiene 


[74-24] a= a y EL E 


coincidentes con las coordenadas halladas en [40-16] ¡para el centro de 
curvatura. 


1+y” 








Por ser la evoluta envolvente de las rectas normales, se ob- 
tendrán todas las evolventes de una curva T como trayectorias 
ortogonales ($ 103-1, a) de sus tangentes (cfr. $ 103-1, b). En 
consecuencia, toda curva con tangente continua tiene infinitas 
evolventes. 


EJEMPLO. Evoluta de la elipse (x*/a*) + (y?/b*)= 1. 
Derivando se despeja: 


»__ P xx , 
y = — a” y ? 
sustituyendo c* — a? — b’, resulta: 
4 2 
1 +g’ = a 
derivando nuevamente se despeja: 
y” = — d*/ (ay). 
Las ccuaciones paramétricas de la evoluta son, por tanto 
Cy? cy? 
E ==“ » 
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eliminando g, y entre éstas y la ecuación de la elipse resulta la ecuación: 
(aa/c)?P + (b8/ce*)”P = 1. 


3. Envolventes de superficies. — a) Familias de un pará- 
metro. — Consideremos una superficie móvil, o más general- 
mente una familia (S¿) con un solo parámetro t, o haz de su- 
perficies: 


[74-25] f(x,y,z t)=0 , 


donde supondremos que el primer miembro tiene derivadas par- 
ciales continuas respecto de cada una de las variables zx, y, 2, t. 
Puede ocurrir que exista una superficie E con las siguientes 
propiedades: 

19) E es tangente a cada superficie del haz (S;) a lo largo 
de una curva; 

29) El haz formado por estas curvas de contacto cubre por 
completo la superficie E. 

En tal caso diremos que la superficie E es una envolvente 
del haz (S,), llamado entonces de superficies involutas, y la 
curva C; de contacto de E con cada superficie del haz se llama 
curva característica de ésta. 


EJEMPLO 1. El haz de esferas de radio 1 con centros en el eje x: 
[74-26] (et? +4 4 é=1 , 
e evidentemente como envolvente el cilindro de generatrices paralelas 
al eje x: 
[74-27] p++ =i 
niendo las caracteristicas las circunferencias 
174 28] APA z=l. 

Ohaervomans que don enferas [74-26] correspondientes a t=7, t=T + 
pd con ede 2 no vortan según la circunferencia 

tart- dd , y + 2= 1 — (d) , 

que tiendo para d-» (0 a la curva característica [74-28] con t=7. 


Can mótada análoga al empleado en el caso de las curvas 
(8 74-1), nl oxinto onvalvente dada por: 


[74-29] x-—x(u,v) , y =y(uv) , 2=Z(uv) , 
W(uv) +0 , 


donde la última candición implica que consideramos sólo sus 
puntas ordinarios ($ 72-7), a cada uno de sus puntos Po (uo, vo) 
corresponderá una cierta involuta S,, tangente a E en Po. Re- 
sulta así t =t(u, v) y la curva característica C, a lo largo de 
la cual S, es tangente a E, vendrá dada por t(u, v) = constante. 
Por pertenecer cada punto P(u,v) de E a su respectiva S,, 
será idénticamente en u, v: 


f[x(u, v), y(u,v), z(u,v), t(u,v)] =0 , 
y también (§ 67-2): 
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[74-30] fdz + f,udy + f,d2 + fidt=0 , 


donde dx, dy, dz, dí se toman sobre [74-29]. 

Para que el plano tangente a S;,, coincida con el de E en 
su punto de contacto Po, es necesario y suficiente que se cum- 
pla la condición de perpendicularidad 


[74-31] E, dee + £, dy +£, de = 0 , 


entre la normal a S+ en P, supuesto ordinario en ésta, y una 


tangente cualquiera a E determinada por sus parámetros di- 
rectores d%o, dYo, d2o. De [74-30] y [74-31] se deduce que si 
existe la envolvente E, es necesario que sus coordenadas cum- 
plan simultáneamente 


[74-32] f(x, Y, 2, t) =0 , f: (x, Y, 2, t) = 0 ' 


par de ecuaciones que para t= tọ determinan la caracterís- 
tica C,, a lo largo de la cual toca E a su involuta S, 


Suponiendo que el primer miembro de [74-25] tenga deri- 
vadas segundas continuas, se demuestra como en § 74-1, que: 
Si alguno de los determinantes funcionales de f, f, respecto de 
2,Y, Ó y,2, Ó 2% no es nulo y si f:¿ +0, entonces la ecua- 
ción v(x,y,2)=0 de la envolvente E de un haz [74-25] de 
superficies se obtiene eliminando t entre las ecuaciones [74-82] : 
la ecuación del haz y la que resulta de derivar respecto del pa- 
rámetro. Y bajo las condiciones anteriores, la envolvente E re- 
sulta estar formada por características C;, obtenidas como lí- 
mite de la intersección de dos superficies Si, Sen del haz {S} 
para h—= 0. 

Llamando a la resultante +(x,y,2)=0 de la eliminación 
de t en [74-32], discriminante del haz [74-25], resulta tam- 
bién (cfr. $ 74-1, teor. 4) que: En el caso general f:e +0, la 
superficie discriminante está formada por la envolvente E y 
el lugar de los puntos singulares de las superficies del haz. 


NoTAS: 1. El mismo ejemplo 8 concebido como haz de superficies ci- 
líndricas de generatrices paralelas al eje z muestra que puede existir en- 
volverte y =0 (plano wz) sin que cualquier par de superficies del haz 
tengan ningún punto común. 


2. Si las superficies del haz están dadas en forma paramétrica, or- 
dinaria o vectorial 


[74-33] r(u, v, t) = x(u, v, t)i + y(u, v, t)įj + z(u,v, t)k 


(x, v: parámetros sobre cada superficie; t: parámetro del haz) donde 
suponemos existen continuas las derivadas parciales hasta el segundo or- 
den, de las componentes 


[74-34] x = x(u, t) , y = y(u v, t) , z = z(u,v, t) , 


yo r Ar. 70, resulta fácilmente como en § 74-1, nota 3, que la envol- 
vonie so obtiene por eliminación de u, v, t entre las ecuaciones [74-34] 
y ln 

dlx. y. z) 
74-35 fai do a A 
l A a (u, v, t) 
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Obsérvese que la ecuación [74-385] equivale a la anulación del pro- 
ducto mixto (r., ro, r:)=0, que puede probarse, expresa vectorialmente la 
tangencia de E con cada una de las superficies involutas. 


EJEMPLOS: 2. Para hallar la envolvente del haz de esferas [74-26], 
la ecuación adicional f: =0 es —2 (x — t) = 0, y eliminando t entre ésta 
y [74-26] se obtiene el cilindro [74-27]. 

3. Para hallar la envolvente de un haz de esferas de radio constante 
a cuyos centros están en una curva C: x=x(t), y=y(t), z=2(t), 
[superficie canal de eje C, ej.: cilindro (ej. 2), toro], consideremos la 
ecuación del haz en forma vectorial 

[r—r(yJ=*we* , 

siendo r(t)=x(t)i+y(t)j+2(t)k, y r el vector que va del origen a 
un punto genérico de la esfera S/. Derivando respecto de t resulta la 
ecuación [r—r(t)].1'(t)=0 que representa un plano perpendicular al 
eje por el centro de la correspondiente esfera. Para cada t la curva ca- 
racterística dada por el par de ecuaciones vectoriales es entonces una cir- 
cunferencia de radio a. La envolvente se obtendrá por eliminación de 
u, v, t entre las ecuaciones 

æ = X(t) + acos ucos y 

Y y(t) + asen u cosv 

z z(t) + asenv 
. [x (t)cosu + y'(t)senu]cosv + z'(t)senv=0 , 

caso particular de las [74-34] y [74-35]. 


b) Familias de dos parámetros, — También una familia 
(Su, v) de superficies dependientes de dos parámetros u, v: 
[74-36] Í(1,Yy4,2.4,V)=0 , 


puede admitir una superficie envolvente E, tal que en cada 
punto Po sea tangente a una superficie Su, » de la familia 
(Su, v), Supondremos que al asociar a cada punto Po de E el 
punto Qo(uo, Vo) del plano paramétrico (u,v), a la superficie 
E corresponde una región del plano (u,v) y además a puntos 
distintos Qı = Q: de este plano corresponden puntos distintos 
P: P, de E, Entonces cada superficie de la familia [74-36] 
es tangente a la envolvente E sólo en un punto, o en puntos 
aislados. 


EJEMPLO 4. La familia de esferas de radio 1 con centros en el pla- 
no (x,y): 
[74-37] f =(x—u) + (y—vod+zr=1 , 
tino evidentemente como envolvente el par de planos ¿=1, 2¿=-— 1, 


Fijar entre los dos parámetros u, v de la familia [74-36] 
una relación derivable 


[74-381 v= o (u) , 
equivale a extraer de la familia [74-36] un haz 
[74-39] fiz, Y, 2, Y, p(u)] =0 , 


cuya envolvente (envolvente parcial) se husca como en a, eli- 
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minando u entre [74-39] y la ecuación que resulta de anular la 
derivada respecto de u: 
[74-40] fa + 1, =l,+fg9(u)=0 , 
o lo que es igual eliminando u y v entre las tres [74-38] a 
[74-40]. 

Pero en cada superficie Su, v, de (Su, y) hay puntos (lla- 
mados puntos focales) que pertenecen a la envolvente parcial 


cualquiera sea la selección [74-38] con vo = ọ (uo). Son los que 
satisfacen simultáneamente a las relaciones 


[74-41] f=0 , fi=0 , f =0 , 


pues entonces se verifica [74-40] cualquiera sea py(u). El lu- 
gar de los puntos focales es la envolvente general o simple- 
mente envolvente de la familia con dos parámetros [74-36]. 
Su ecuación Y(x,Yy,2)=0 resulta de eliminar u, v entre las 
tres [74-41]. 


NoTAS: 3. Si la familia [74-36] se da en forma paramétrica, ordi- 
naria o vectorial. 


rC, p u, v) = x(1,q,4,v)i + y(1)q,4,V)j + Z(A,q,u, v)k 
(à, pọ: parámetros sobre cada superficie; u,v: parámetros de la familia), 
se buscará expresar 1,qy en función de u,v,x,y y de sustituir en z= 


=zZz(à, p u,v) para recaer en el caso estudiado., Se encuentra así que de- 
ben ser coplanarios los cuatro vectores 


rÀ s Te ‘ru , To , 


y así en lugar de las dos condiciones f., = f,= 0 se considera la anulación 
de log productos mixtos 


(rà ») Tp », Y) =0 , (rà , rp s, r) =0 
equivalente a la anulación de los jacobianos 
0 (x, y, 2) a(x, y, z) 
Datt no n, pee o 
9(A, p, 4) (À, p, v) 


4. Se han estudiado sólo condiciones necesarias. Supuestas existentes 
las derivadas segundas continuas; para obtener condiciones suficientes de 
oxistencia de la envolvente, basta que se cumplan: 


o(f fu; f.) o (fu, f.) 
A Ro 0. 
0(x, y, 2) TA d (u, v) 4 
EJEMPLOS: 5. En la familia de esferas [74-37] es fu = — 2 (x — u) = 0, 
f,=-—2(y —v)=0. Reemplazando en [74-37] resulta 2?=1, o sea el 


par de planos ya vista (ej. 4) 2= + 1 como envolvente general, 


6. Para hallar la envolvente de una familia de esferas de radio cons- 
tanto a cuyos centros están en una superficie S: x = x(u, v), y = y (u, v), 
z= z(u,v), consideremos la ecuación de la familia en forma vectorial 


[r—r(u,v)]!=a, siendo r(u, v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,vJk , 


y rel vector que va del origen a un punto genérico de la esfera Su, o- 
Dorivando respecto de u y v resultan las ecuaciones 


[r—r(uv)].r.(u5')=0 , [r—r(uv)].ro(u,v)=0 , 
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que representan dos planos cuya intersección es normal a los vectores 
Tu y To, y por tanto ($ 72-7, b) normal a la superficie S de los centros. 
La envolvente se obtiene entonces llevando sobre cada normal a S un seg- 
mento de longitud a hacia ambos lados. Se obtienen así dos superficies 
S” y S” llamadas superficies paralelas a S. Sus ecuaciones se obtendrán 
por eliminación de u, v, A, q, entre las ecuaciones 


æ = x(4u,v) + acos 1cos y 
y = y(u,v) + asenicos p 
z = Z(u,v) + asenop 


(x.cosA + y, sen 1)cos py + z.senp = 0 
(x%,coskd + y, sen 1)cos y + z sengo = 0. 


En el ejemplo 5 es x(u,v)=u, y(u,v)="w, z(u, v)=0. 


7. Planos Ax + By + Cz= 1 cuyos coeficientes cumplen la condición 
[74-42] A? 4 By C? = 1:00. 
Los parámetros independientes son dos, y en vez de derivar, conviene 
diferenciar: 
xdA + ydB + 2dC = 0 
AdA + BdB + CdC =0. 
Si B es constante, resulta: .Cx = Az. 
Si A es constante, resulta: Cy = Bz. Entonces: 


— = A e a 


Despejando A, B, C de las tres ecuaciones lineales y sustituyendo 
en [74-42], resulta : 
a? + y? + z? = r, 
pues los planos dados distan del origen ia longitud v, y la envolvente debe 


ser una superficie esférica, que sólo tiene común un punto con cada plano 
generador. 


4. Envolvente de un haz de curvas en el espacio. — a) Con- 
sideremos un haz (C¿) de curvas dependientes de un parámetro 
t, dando cada una como intersección de dos superficies : 


[74-48] f(x,y,z, t)=0 , gl(x,y,z,t) = 0. 


Para que exista una curva E, que llamaremos envolvente 
del haz, tal que en cada uno de sus puntos sea tangente a una 
curva del haz (C,), es necesario que en ellos se cumplan, ade- 
más do [74-48], las relaciones: 


[74-44] 1,(2,y,2,1)=0 , g(x,y z t) =.0. 


En efecto, si E existe como curva regular respecto del parámetro t 
del haz {C}, sus ecuaciones 


æ = x(t) , = y(t) , z= z(t) , con æ? + y” +z” £0, 
deben verificar idénticamente 
f[x(t), y(t), z(t), 1] =0 , eglx(t), y(t), z2(t),t]=0 , 
y por tanto 
[74-46] Lx + uy +2 +f1=0 . BY + En” + E + g: =0. 
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Como los parámetros directores x', y”, Z’ de su tangente son propor- 
cionales a los de C; y éstos cumplen (§ 67-6, nota 3); 
AS A E A A E E TE E 
do éstas y las [74-45] se obtienen las [74-44]. 


La compatibilidad del sistema [74-43], [74-44] indica que 
la curva característica del haz f, y la del haz g, situadas en 
las respectivas superficies envolventes E, y E, se han de cor- 
tar para un mismo valor de t en un punto de la intersección 
E de ambas superficies envolventes E, y E,, lo que en general 
no ocurrirá. Pues en general, las cuatro ecuaciones [74-43] y 
[74-44] en las tres variables x, y, z son incompatibles salvo 
para valores excepcionales de t y el lugar geométrico definido 
por esas ecuaciones consta en general de puntos aislados. En 
otras palabras: Un haz de curvas en el espacio no tiene, en ge- 
neral, envolvente. En cambio habrá en general (cfr. nota) en- 
volvente si el sistema [74-43], [74-44] se reduce a tres ecua- 
ciones por ser una de ellas consecuencia de las demás. Veremos 
en c un caso especialmente importante en que esto ocurre. 


NoTA. Se demuestra análogamente a § 74-1, teorema 2, que si es po- 
sible resolver el sistema [74-43], [74-44] en x, y, z dando curvas donde 
f,, 40, g1: 40, éstas son envolventes. 


b) Cuando las curvas del haz (C,) están dadas en forma 
paramétrica, ordinaria o vectorial: 


[74-46] r(ut) = x(ut)i + y(u,t)j + z(u, t)k 


donde u es el parámetro sobre cada curva C., la envolvente E, 
si existe, se obtendrá reemplazando en [74-46] u por una fun- 
ción de t: u=u(t) a determinar de modo que para cada t 
sean linealmente dependientes los vectores tangenciales r, de 
C, y ru! + r, de E, es decir, sea r,Ar;=0 ($ 60-6, b), equi- 
valente a poner ($ 60-6, c) 


[74-47] Pa y Y a ee 
Le Yt Ze 
EJEMPLO. Caso de una recta. — Para que el haz 


[74-48] =u , y =mít)ju+h(t) , 2 =n[(t)u + k(ft) , 


tenga envolvente, la condición [74-47] da, tomando las inversas de los 
tres miembros: 

0 m (t)u+h' (t) _ n’ (t)u+k (H) 

1 m(t) — n(t) 
lo que exige que sean compatibles las ecuaciones 

mu +k =0 , nu+k=0 , 

para lo cual es necesario y suficiente que se anule idénticamente el de- 
terminante 


[74 49] | m i | =0 
n Y 
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Cumplida esta condición, la envolvente se halla reemplazando en 
[74-48] u por 


[74-50] u(t) = — P) — E(t) 


m(t) nt)’ 








c) Envolvente de las curvas características en una super- 
ficie. — Un caso importante de haz de curvas con envolvente 
es el de las curvas características [74-32] de un haz [74-25] 
de superficies ($ 74-3, a), pues ahora las ecuaciones [74-48], 
[74-44] se reducen a tres (cfr. a): 


[74-51] f=0, f.=0 , fi =0. 


Veamos ahora que la superficie S formada por las caracte- 
rísticas consta de dos hojas S, 
S, que se unen a lo largo de la 
envolvente E de las característi- 
cas formando un “borde filoso”, 
es decir en los puntos de E, 
S, y S tienen el mismo plano 
tangente y se extienden a am- 
bos lados de dicho plano y hacia 
un mismo lado de la tangente a 
E (fig. 247), para lo cual pro- 
baremos que todo plano que cor- 
ta a E en P y no contiene a la 
tangente a E, corta a S según 
una curva con P punto cuspidal 
o de retroceso de primera espe- 
cie (§ 71-4, b). Por esta razón 
la envolvente E se llama tam- Fig. 247 
bién arista de retroceso de $. 





Supongamos que P coincide con O(0,0,0) y corresponda a t—=0 en 

las [74-51]. Para que éstas sean resolubles en (x,y,z) debe ser 
0(1,f., 111) 13 (x, y, z) E 0 en (0, 0, 0) , 
es decir ($ 67-6, nota 3) son distintos y no colineales los planos Il, II», 
IT», respectivamente tangentes en el punto (0,0,0) a las superficies 
f(x, y, 2,0) =0 , fı (x, Y, 2, 0) =0 , fis (%, y, 2, 0) =0, 

Supongamos que 
[74-52] f.::(0,0,0,0) 4 0 
y elijamos los ejes de coordenadas de modo que Il.=(x,y), Ils=(x,z). 
El plano (y,z) será un plano cualquiera distinto de IJ: y de II». Supo- 


niendo la existencia de las derivadas que intervienen tendremos ($ 44-1, b) 
los desarrollos en t: 


t? 
f(z, yz t) = f(2,42,0) + tfe(2,y, 2,0) + fu (o, y, 2,0) -+ 


te 
PET fel, Yy, z, 0) +... 
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t 
fi (x, y, z, t) = fi (x, Yy, 2,0) + t£ur(w, y, z, 0) + gr f (2 yz, 0) +... 


f(x, Y, 2, t) = Lie (o, Y, z, 0) + tfs: (2, y, 2,0) Ls 
fenu (x, y, 2z, t) = fur(x,y,2,0) + ... 
Por verificarse [74-51] en (0,0,0,0) y por la elección de los ejes se 


tiene para los primeros términos de los segundos miembros en las tres 
primeras relaciones anteriores 


f(x, y,2,0)= az + ... (a + 0) , 
f.tx,y, 2,0) =by>+ ... (1%0) , 
fi: (£, Y, z,0) = cx + dy + ez +... (c #0) , 


donde los puntos suspensivos indican términos de grados mayores que 1 
en x, y, 2. [Es a 40 por ser J]: =(x, y); b#0 por Il:=(æ,z); c #0, 
R de lo contrario Ils, al contener el eje x, sería colineal con Il, y 
21. 
La intersección de S con el plano (y,z) se da por las funciones 
y = y(t), z=z(t) que resultan de las dos primeras [74-51] para x =0. 
Resulta así: 


e 
| az + tby +... + gy Ífu:(0,9,2,0) + A 
t 
| by + tidy + ez) + ... + -pr fn: (0, y, 2,0) +.. =0. 


Calculando de aquí sucesivamente las derivadas respecto de t: y', 2”, 
”, 2”, 2”, se ve que para i=0 es yo=20+=2"=0, y 


y”, z”, z 
az” — 2f..,(0, 0, 0,0) 
by". + f:::(0,0, 0, 0) 
y por [74-52] será en el entorno de t = 0, 
y = y(t) = a +... , («#0) , 
z = z(t) = BË +... , (B=#0) 


dando punto cuspidal de primera especie, 


= 0 , 
= 0 


, 


5. Superficies regladas desarrollables. — Un plano móvil S, 
o sea un haz (en sentido general) de planos 


[74-53] A(0x + B(0)y 4 C(t0)2+D(t)=0 , 


tiene por envolvente ($ 74-3, a) el lugar geométrico de la recta 
(variable con t) definida por [74-53] y 


[74-54] A (Dx + B'(t) y + C(t): + D'(t) = 0. 


Esta envolvente es entonces una superficie reglada ($ 75-1) 
con la propiedad de que el plano tangente es el mismo en todos 
los puntos de cada recta característica (o generatriz rectilínea 
de E, $ 75-1), y es uno de los planos del haz [74-53]; la llama- 
remos reglada desarrollable (cfr. S 75-2). 

Las generatrices rectilíneas, por ser un haz de curvas ca- 
racterísticas en E, admitirán ($ 74-4, c) una envolvente T que 
os arista de retroceso de E. Dicha envolvente IT se obtiene 
($ 74-4, c) considerando conjuntamente con [74-53] y [74-54] 
la ecuación 
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[74-55] A”(t)x + B”(t)y + C”(t)z + D"(t) = 0. 


Como la superficie reglada desarrollable puede considerarse 
también engendrada por las tangentes a su arista de retroceso 
Tr, se la llama también superficie tangencial o desarrollable cir- 
cunscrita de T (cfr. $ 75-3). La curva T puede degenerar en 
un punto, propio o impropio (cfr. $ 75-83). 


EJERCICIOS 


1. Envolvente de la familia de parábolas (x—t)?—2y=0, com- 
probando si se cumplen los teoremas 2, 3 y 4 de $ 74-1. 


2. Lo mismo para la familia de circunferencias 
(a — 21). + y — t£ =0, 
3. Lo mismo para la familia de curvas de GERONO: 
yt — y + (x— t)? = 0. 
4, 1%) Envolvente del haz de rectas 
(b—at)x + 204 ty = alb pet) ; 
2%) Estudiar el caso a=b=—1 dando el significado geométrico de t. 


5. Envolvente del haz de elipses (%?/u*) 4 (y*/v?)= 1, de área cons- 
tante nuv = c. 


6. Envolvente de la familia (x”/ur)+ (y”/v*")=1 con dos paráme- 
tros u y v ligados por la relación (u”/a”) + (v”/b”)= 1. Estudiar en par- 
ticular los casos: 1%) n=1, p=2, b=a; 2% n=2, p=1, b=a; 
39) n=p=2. 

7. Envolvente de las circunferencias cuyos centros están en la có- 
nica (x*/a*) + (y*/b*) — 1 y pasan por el origen. Caso particular de que 
la cónica sea una hipérbola equilátera. 


8. Definiendo la podariía de una curva C respecto de un punto O 
como el lugar geométrico de los pies de las normales trazadas por el 
punto O a las tangentes a C, si M es el punto de contacto de éstas, 
demostrar que la podaria es la envolvente de las circunferencias que tie- 
nen como diámetro el radio vector variable OM. 


9. a) Trayectoria en el vacío de un proyectil disparado en el plano 
x,y desde el origen con velocidad inicial de módulo v e inclinación t res- 
pecto de x horizontal, siendo g la aceleración de la gravedad (hacia y < 0); 
b) Envolvente de las trayectorias para v constante, t variable (curva de 
seguridad), 


10. Dada la familia de curvas planas en forma vectorial [74-18], 
demostrar que la relación [74-21] equivale a r,Ar,=0. Aplicar esta 
relación y las fórmulas de FRENET [73-35] a demostrar que la evoluta 
es la envolvente de las normales r=p(s)-+ un(s) a una curva ps), 
cuya abscisa curvilínea ($ 73-1) es s. 


11. La cáustica de un espejo curvo C representado por la curva 
plana p(s), producida por un foco luminoso O tomado como origen, es 
la envolvente de los rayos reflejados r—pls)+uq(s) por C a partir 
de O, donde s es la abscisa curvilínea de C, q unitario, |q|=1 y tal 
que si t es el vector tangente a C, son iguales los ángulos (p,t)= 
=(t,q)= ix —1, con 2 ángulo de incidencia. Demostrar que se cumple 
(1/4) 4-(1/p)=2/(0 cos 1), siendo e el radio de curvatura de C, y u 
la longitud del rayo reflejado desde C al punto de contacto de la cáus- 
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tica. Si la radiación incidente es paralela (p-—> œ), la normal a la cáus- 
tica pasa por el punto medio del radio de curvatura de C. 


12. Demostrar que la cáustica de una circunferencia con el foco so- 
bre ésta es una cardioide y si el foco está en el infinito (radiación pa- 
ralela) es una epicicloide (cfr. $ 55, ejercicio 3). 

13. Evoluta de la parábola y = x’. 

14. Demostrar que la evoluta r(s) de una curva p(s) (con s abs- 
cisa curvilínea de p) tiene en general un punto de retroceso de primera 
especie en los puntos s, correspondientes a los vértices (§ 55-7) de p (a8), 
dados en ésta mediante c',(8))= 0, es decir, 0'(8,) =0, supuesto q” (so) 
0 (cfr. $ 74-2, ejemplo). 

15. Envolvente del haz de los planos que determinan sobre los ejes 
de coordenadas los segmentos: t?/(t + a), t?/(t + b), /(t+<). 

16. Envolvente de las superficies esféricas cuyos centros están so- 
bre la elipse (w*/a*) + (y?/b*)=1 del plano xy y pasan por el origen. 

17. Si z=z(x,y) es la ecuación de una superficie canal de radio 
unidad cuyo eje es una curva del plano z = 0, entonces cumple 

2er 42 +1) = 1. 

18. Demostrar que la envolvente de los planos tangentes a las pará- 
bolas z = 0, y= 4x, é y = 0, z?’ = 4x está formada por dos superficies 
cilíndricas parabólicas. 


19. Probar que para hallar la envolvente general (§ 74-3, b) de una 
familia (de dos parámetros) de superficies expresada mediante tres pa- 
rámetros u, v, w ligados por una relación: 

flx, y, zu, vw) = 0 , q(uvw)=0 , 
deben eliminarse u, v, w entre las cuatro ecuaciones: 
f == 0 , ọ = 0 , L./Qu — fe/ Qv = fo/Qo. 

20. Envolvente de los planos que separan del triedro coordenado un 
tetraedro de volumen constante k’. 


21. Envolvente de la familia de planos (%/u)+(y/v)+(2/w)= 1, 
tales que los parámetros cumplan la condición: 1%) u+v+w=l; 
29) w +v pwl. 

22. Demostrar que la envolvente de los planos ux + vy + wz = p, 
con los parámetros ligados por 
“vv 401 y /(p—a) + /(p.—b*) + w/(p—ce”) = O, 
cs la superficie de ondas: 

ax] (1 —a?) + by (e — b) + e/(r—«)=0 
con aya, 
23. Condición que deben cumplir los coeficientes de los planos 
A(t) + Bi(t)y + Ci(t)z + Di(t)=0 , (1=1,2) , 
para que la recta intersección admita envolvente. 

24. Mediante la previa transformación por radios vectores recípro- 
cos (8 67, ejercicio 23), hallar la envolvente de la familia de superficies 
esféricas tangentes a las tres: 

[o—(3/2P + 94 + 2=09/4 ; + [y—(3/2).+ 2 = 9/4 ; 
x + y + [z—(3/2)]? = 9/4. 

25. Los radios de curvatura de flexión y de torsión de la' arista de 
retroceso de la familia de planos A(t)x + B(t)y + C(t)z + D(t)=0 
vienen dados por 
La 1er „— AA +B +C) 

o = N r) A T 
I8 VA? p By C* ô 
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donde 
A BC a O 
t t t A B C D 
A' BC Js A= 7 s ” s y 
A? B” Gr A B C D 
A” B” œ” D” 
k = (4° 4 B? + C?) (A? + B” > a — (AA' + BB' + CCP = 
ABP 
=| bol + a + lap" 

















Comprobarlo' para la familia de planos 3t*%x— 6ty +- 62: —*=0. 
(Cfr. $ 75, ejercicio 3 y $ 73, ejercicio 11). 


$ 75. SUPERFICIES REGLADAS 


1. Superficies regladas en general. — Una superficie ($ 72-7) 
se llama reglada gi por cada uno de sus puntos pasa al menos 
una recta llamada generatriz rectilínea, que tiene común con 
la superficie un segmento conteniendo dicho punto. Aquí sólo 
estudiaremos el caso en que cada generatriz rectilínea perte- 
nece toda ella a la superficie y pueda tomarse el conjunto de 
generatrices como uno de los sistemas de líneas coordenadas 
($ 72-7, b) de la superficie. Entonces una cualquiera de las 
líneas coordenadas del otro sistema se llama directriz de la su- 
perficie reglada. 

Intuitivamente puede concebirse la superficie reglada como 
engendrada por una generatriz rectilínea que se mueva apo- 
yándose en la directriz, con direcciones dadas. 

Si la ecuación vectorial de la directriz, supuesta de deri- 
vada continua y referida a su abscisa curvilínea ($ 73-1) es 


[75-1] r = p(s) 
y sobre ella la generatriz rectilínea queda determinada por el 


versor derivable q (s), (| q | = 1), la ecuación paramétrica vec- 
torial de la superficie reglada es 


[75-2] r = p(s) + uq(s) , dp 


de 
donde los parámetros son s y u, fijando s cada generatriz y u 
cada punto sobre ella. 
El punto es ordinario ($ 72-7, b) si 


dp dq \ 
2 e 


Por tanto, en el caso de que q(s) no sea tangente a la direc- 
triz, es decir, se cumpla 


dp 
[75-4] as A a(s) +0 , 


=1 , jal=1 , 








[75-3] LAT, = 
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existe un entorno de la directriz (u =0) donde la superficie 
reglada tiene todos sus puntos ordinarios. 

Si la generatriz rectilínea viene dada por las ecuaciones 
cartesianas reducidas ($ 60-8, Ca3) : 


[75-5] y=mr+h , z=nz+k , 
con m, h, n, k funciones derivables de un parámetro cualquie- 


ra t tendremos un caso particular de [75-2], al tomar la di- 
rectriz en el plano yz: 


[75-6] p(s) = h(s)j + k(s)k 
y el versor generador dado por 
[75-7] iaa i+m(s)j+n(s)k 


+Vitm +e ` 


NoTA. En [75-6] y [75-7] supondremos frecuentemente que s es un 
parámetro t cualquiera y en lugar del versor q, emplearemos el vector 
proporcional dado por el numerador de [75-7], de módulo nunca nulo. 


Se comprueba fácilmente que se cumple [75-4] en los pun- 
tos ordinarios ($ 72-6, b) de [75-6]. 


2. Plano tangente a una superficie reglada. — Su ecuación 
en el punto (s,u), será (§ 72-7, b): 
[75-8] — [r—p(s)]1.[(p'(s)+uq (s))A q(s)] =0 , 
en donde las letras acentuadas indican derivadas respecto de 
s y en cuyo primer factor se ha suprimido el término —-uq (s) 
por ser q(s) perpendicular a [75-3]. 

Teniendo en cuenta las [75-6] y [75-7], respecto de la ge- 
neratriz [75-51], la [75-8] se traduce cartesianamente en: 


pz y—h 2—k x y—h 2—k 
[75-9] | 0 Ww k + zo| 0 mMm w = 0 , 
1 m n 1 m n 


donde xo =u/y1+m?+ n? fija el punto sobre la generatriz 
[75-5]. 


EJEMPLO. Sean m, n, h, k funciones lineales de un parámetro t; 
eliminando t, resulta una ecuación de segundo grado, que representa una 
cuádrica. 

Sca, por ejemplo, 

y = tx + 2t +1 , z= (t—1)x — 8t 
y In cuàdrica que definen tiene la ecuación 


UR AA: 
+2" «—3 $ 
o Ken, reducida a forma entera resulta el paraboloide hiperbólico: 


(y — 1) (x — 3) = (x +z) (x + 2). 
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Según [75-9], el plano tangente en el punto de coordenada xo de la 
generatriz to tiene por ecuación: 
(Bto— xo —2)x + (x.—3)y — (0 +2)2 — Dto — Lo + 3=0, 
que es fácil ver coincide con la obtenida por el método de $ 62-4, nota. 


DEF. Una superficie reglada se llama desarrollable, cuan- 
do el plano tangente en cada punto lo es en todos los puntos 
de la generatriz que pasa por él (cfr. $ 74-5). Si la superficie 
no es desarrollable se llama reglada alabeada. 

Para que en [75-8] y [75-9], el plano tangente sea el mis- 
mo al variar u, lo que es equivalente a decir que la normal 
[72-48] a la superficie se conserva paralela a sí misma a lo 
largo de cada generatriz, (p'Aq)+u(q' Aq) ha de conservar- 
se independiente de u. Para que esto ocurra, si se cumple 
[75-4], es condición necesaria y suficiente que n tenga siempre 
la dirección de [75-4], es decir, sea: 


(pr AQ) + ulg 4a)]a( paa) = u(q Aq)aí(p Arq) = 0 
para todo u, equivalente a poner (§ 60-7): 
[75-10] u.(p,qq).4a=0 , 


donde el paréntesis indica el producto mixto de los vectores 
P’, q, 4. Por ser siempre |q|= 1, resulta que la condición ne- 
cesaria y suficiente para que una superficie reglada [75-2] 
sea desarrollable, es que se anule el producto mixto 


[75-11] (p”, a, q) > 0 . 


Para la reglada dada en la forma [75-5], teniendo en cuen- 
ta [75-6] y [75-7], esta condición es equivalente a la (cfr. 
§ 74-4, ej.) 

[75-12] >mk = vlk. 

En particular, se cumple [75-11] si q =0, es decir, si el 
versor q conserva su dirección, en cuyo caso la superficie [75-2] 
es un cilindro. Esto es equivalente a que m y n en [75-5] sean 


constantes, es decir, m' = 1 =0, anulándose el segundo deter- 
minante de [75-9]. 


NoTa. Si p'Aq=0, la superficie [75-2] es la superficie tangencial 
a la curva [75-1], y por tanto es también desarrollable (cfr. $ 75-4, a) 
(§ 74-5). 


3. Clasificación de las superficies desarrollables. — La con- 
dición [75-11] permite clasificar las superficies desarrollables 
en cilindros, conos y superficies tangenciales con arista de re- 
troceso ($ 74-5) según sea la naturaleza de las funciones vec- 
toriales p(s) y q(s). 

En efecto, la condición [75-11] es equivalente a la existen- 
cia de tres funciones a(s), B(s), y(s) no nulas simultánea- 
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mente ($$ 60-7 y 60-2), tales que se cumpla idénticamente 
en 8: 


[75-13] op” + Pa + yg = O. 


Si a lo largo de un arco de la directriz es a(s)= 0, deben 
ser q y q’ linealmente dependientes, y como por la condición 
q? = 1 es q.q’ = 0, ello sólo puede ocurrir si q! =0, es decir 
g es constante, las generatrices se conservan paralelas y la su- 
perficie es cilíndrica. 

Si en [75-13] es a(s)=0, dicha condición podrá escribirse 
en la forma: 


[75-14] p’ = Ms)a + u(s) q. 

Adoptemos en [75-2] el nuevo parámetro 
[75-15] t=ut+uls) , 
poniendo 
[75-16] p*(s) = p(s) —u(s)aís) , 
y así la ecuación [75-2] se convierte en la 
[75-17] r = p*(s) + ta(s). 

Aquí por [75-16] y [75-14] es 

* d 

[75-18] E = PF = (a 45 q. 


Si a lo largo de la directriz se conserva 1A(8)= du/ds, en- 
tonces p*(s) es constante y la superficie [75-17] es un cono 
con el vértice en p*, cono que también puede degenerar en un 
plano. 

Si a lo largo de un arco de directriz es 1 => du/ds, entonces 
[75-19] r = p* (8) 


es una curva cuyas tangentes tienen por [75-18] la dirección 
de q(8) y así [75-17] es la superficie tangencial de la curva 
[75-19], es decir, ésta es la arista de retroceso de la superficie 
desarrollable [75-2]. 


NoTA. Para el caso de ecuaciones cartesianas [75-5], la condición 
[75-14] se convierte en 1=0 y 


p=—?h'/m =-— Kin. 
Entonces, la arista de retroceso [75-16] vendrá dada por: 
p* = — mi + (— mu + h)j + (—nu++k)k , 


os decir, se obtendrá el punto de contacto sobre cada generatriz [75-5] 
haciondo 


g = — up -h'/m= —K'/n 
de acuerdo con § 74-4, ejemplo. 
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4. Superficies regladas engendradas por los elementos del 
triedro intrínseco a una curva dada. — a) La superficie tan- 
gencial de la curva [75-1] es 


[75-20] r=p() +42. 
Su normal es paralela a | 


: _ (dp qe) dp _ e 
[75-21] r, Ar, = E U -a2 A ds = Y 3 At) = 


= u(naAt)/o = — ub/o , 


obtenida aplicando [73-835] y [73-27], con t = dp/ds. 

Para s fijo y u variable, los vectores [75-21] son todos ellos 
paralelos a b, lo que indica que la superficie tangencial tiene 
el mismo plano tangente a lo largo de la generatriz, que coin- 
cide con el plano osculador a la curva en el punto de abscisa 8. 
Es pues, una superficie desarrollable, envolvente de los planos 
osculadores a la curva ($ 74-5). 

Los vectores [75-21] son +0 para u+0 y c = 1/0 #0. 
Para u = 0 tenemos los puntos singulares que forman la curva 
dada, arista de retroceso de su desarrollable circunscrita. 


b) La superficie reglada formada por las normales prin- 
cipales n(s) a la curva [75-1] es 





[75-22] r= p(s) + un(s) , 
cuya normal es paralela a: 

e T E 
[75-23] Ys Ar, = (S; +u de An 


a (—Lit—p)am = (1 4» a 
0 T Q T7 


obtenida aplicando [73-35], con t = dp/ds. 

El vector [75-28] es sólo nulo para u = e y Ca(8)= 1/7 =0. 
Así pues, si la curvatura de torsión no es nula, la superficie 
reglada no tiene puntos singulares y además es alabeada. Para 
u = 0, la normal a la superficie es la binormal b, y si ha de 
conservarse paralela a ésta vemos que la superficie es desarro- 
llable cuando y sólo cuando es cz(s)= 1/7=0. Entonces la 
curva es plana, pues el plano osculador es siempre el mismo 
plano a que se reduce la superficie desarrollable, con los pun- 
tos singulares en u = ọ, es decir en la evoluta, que es la curva 
envuelta por las normales a la curva dada. 


c) La superficie reglada formada por los binormales b (8) 
a la curva [75-1] es 


[75-24] r= p(s) + ub(s) , 
cuya normal es paralela a 
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dp db 
5-2 — —— —— = 
[75-25] nar = (Ge tup) AP 


=(tAb) + (nab) =—n+>t ; 


obtenida aplicando [73-85], con t = dp/ds. 


El vector [75-25] para u+ 0 es sólo paralelo a n cuando 
c2(8) = 1/7 = 0, es decir, la superficie reglada es desarrollable 
cuando y sólo cuando la curva dada es plana; entonces la su- 
perficie de las binormales es cilíndrica con generatrices per- 
pendiculares al plano de la curva. 


d) Los planos normales a la curva [75-1] tienen por ecua- 
ción paramétrica vectorial 


[75-26] r = p(s) + im(s) + ub(s) , 
y supongamos que para [75-1] sea 
[75-27] c (s) =1/0 +0 , &l(s) = 1r #0. 
La superficie envolvente (§ 74-8, nota 8) de los planos 
[75-26] se obtiene eliminando uno de los tres parámetros, s, 


A, y entre [75-26] y la condición dada por la anulación del 
producto mixto 


or gr or 

[75-28] (E T’ 0 

Pero según [73-85], este determinante se convierte en 
(t(1 — 4/0), n,b)=1-— 4/0) nulo sólo para. 
[75-29] A=0. 

La envolvente es, pues, 
[75-30] r(s,u) =p(s) + o(s)n(s) + ub(s) , 
llamada superficie polar, pues para s fijo, la anterior ecuación 


representa el eje polar [73-94] de la curva dada. La normal 
a la superficie polar es paralela a 


[76-31] r,Ar¿ = (p +0'n+ on + ub') Ab = 
= (40m Lo ab (04 E, 


obtenida aplicando [73-35] con p' =t. 


La [75-31] demuestra que para s fijo, todas las normales 
son paralelas a t, es decir, el plano tangente se conserva el 
mismo a lo largo del eje polar y coincidente con el plano nor- 
mal a la curva. Los puntos singulares de la superficie desarro- 
Mable [75-80], según [75-31] se obtienen para 


[75-32] u = — TO , 


= (p' +10 +ub', n,b) = 0. 
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que sustituída en [75-30] da el 
centro [73-92] de la esfera os- 
culatriz. Por tanto, la arista de 
retroceso de la superficie polar 
está formada por los centros 
de las esferas osculatrices a la 
curva dada (fig. 248). Sólo en 
el caso de curva esférica, dicha 
arista de retroceso se reduce a 
un punto, centro de la esfera y 
vértice del cono en que se con- 
vierte la superficie polar. 


e) Los planos rectificantes 
a la curva [75-1] tienen por 
ecuación paramétrica vectorial 


[75-38] r=p(s)+At(s)+ub (s) 
con 
dr A u 


según las [73-35] y t = dp/ds. 
Así se obtiene el producto mixto 


or or or A u A | u 
[75-36] os >? 31” ou | ( 0 T ) (n, t, b) o 


cuya anulación 


[75-36] A 
Q T 





junto con [75-33] da la envolvente desarrollable 

[75-37] r(s,u) =p(s) + uto(s)t(s) — r(s)b(s)) ; 

su generatriz es la línea de acción del vector de DARBOUX 
[73-38]. 

Su normal es 

[75-38] rar, = (t +u(0't—r'b)) A (0t—rb) = 

= (r + u(0'r —or'))n , 
obtenida aplicando [73-35] con p” =t. Así pues, a lo largo de 
la generatriz, el plano tangente es el mismo, coincidente con 
el plano rectificante a la curva dada. 

Esta curva tiene su normal principal perpendicular al pla- 
no tangente a la desarrollable [75-37], condición que define lo 
que se llamará ($ 76-5, d) geodésica a una superficie y que 
en nuestro caso, al ser ésta desarrollada sobre un plano, con- 
vertirá en recta a la curva dada. De ahí el nombre de plano 
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rectificante que envuelve la superficie rectificante de la curva 
dada. 


EJEMPLO. En la hélice cilíndrica ($ 72-6, ejemplo, y $ 73, ejercicio 
13), la superficie cilíndrica sostén de la hélice es precisamente su super- 
ficie rectificante. 


5. Línea de estricción de una superficie reglada. a) DEF. 
Se llama punto central de una generatriz a la posición límite 
del pie de la mínima distancia a otra generatriz infinitamente 
próxima, El lugar de los puntos centrales de todas las genera- 
trices se llama línea de estricción de la superficie. 

En la ecuación paramétrica vectorial [75-2] de la superfi- 
cie reglada, supuesta no cilíndrica, será cómodo, en lugar de la 
abscisa curvilínea s de la directriz [75-1], tomar ahora como 
parámetro la abscisa curvilínea o de la indicatriz esférica 
($ 78-4) del versor generador q. En este caso, la ecuación de 
la superficie es 





[75-89] r =p(0) + uq(o) , 
cumpliéndose las condiciones; 

a dq _ 
[75-40] Jato) = 1 ; de =D q. r~“ 0, 


El vector que une dos puntos de la superficie [75-39] de 
coordenadas paramétricas Po(0,u) y Pilo + âo, u + âu) es 
[75-41] PoP, = Ap + Au.q + [(u+audaq , 
donde 

p(o + A0) = p(o) + Ap , qlo +s) = qlo) + Aq. 

Determinemos PP, de modo que sea perpendicular a q y 
q + 4q. 

Para un o determinado, Ac — 0, hemos de elegir u y tam- 
bién Au en tal forma que el producto escalar del vector [75-41] 
por q y por q+ Aq se anule ($ 60-5, c). 

De la anulación del primer producto escalar se deduce 


Ap Au Aq E 
[75-42] wa a Ne + (u + Au) iot 0. 


Para Ao —> 0, la última de las [75-40] indica que en [75-42] 
ha de existir y ser 
[75-48] A aaa 
do do 


De la anulación del segundo producto escalar, teniendo en 
cuenta [75-42], se deduce 


Ap agy Au y Aa (2a) 
+ e + (u + Au) as O. 


5-44 —., 
[75 ] Ao Ao Ao 
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Para Ao>0, de las [75-41] y existencia de [75-43], se 
deduce que el valor del parámetro u = u, que para un o de- 
terminado da el punto central de la generatriz [75-89] es 


-P da 
[75-45] Ue A a “do . do . 
Si la superficie es desarrollable, habrá de ser ($ 75-3) 
de de 
[75-46] do Aa 2(0)q(0) + u (o) do , 
viniendo dada la arista de retroceso por 
[75-47] r = p(s) — u(o)a(o). 


Si multiplicamos [75-46] por dq/do y tenemos en cuenta 
las [75-40], resultará 


_ dp dq 
[75-48] u (0) = “de . de , 


que por [75-45] y [75-47] demuestra que: En las superficies 
desarrollables la línea de estricción es la arista de retroceso. 


Nora. Si la reglada se da en la forma cartesiana [75-5], con m, n, 
h, k funciones de un parámetro cualquiera t, se pasará a la forma vec- 
torial [75-39] tomando 


[75-49] p = h(o)j + k(o)k 

—_ i+m(o)j+n(o)k 

> + V14m+30. 

de donde, la coordenada x que en [75-5] da el punto central, es 
dp dq 

16-51 O 

[75-51] x de lmn 


Si indicamos con letras acentuadas las derivadas respecto de t, se- 
gún § 73-1 es 


[75-50] 


[75-52] = igi , 
y como 
a_r ç d _ g 
o o" do "o? 
al ser 
f ra wWh'+08w'k' +(mn' —wn) (mk' —nh') 
[75-53] ] > (14m 400 )* 7 
| ara m? 4 n” + (mn —nm')’? 
q i (1 + m? + n?)? 3 


sustituyendo en [75-51], resulta para el punto central 

mh' +08'k' + (mn' —m'n) (mk' — nh') 
m?+mn”? + (mn —nm y” 

con las otras dos coordenadas obtenidas sustituyendo este valor en [75-5]. 


[75-54] £o = — 


? 
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Si la superficie es desarrollable, se cumple [75-12], por la que [75-54] se 
convierte en la arista de retroceso 


Re =—h/mM=-—k/n ($ 75-3, nota). 


b) Estudiemos el orden de la distancia entre dos generatrices infi- 
nitamente próximas de la superficie reglada. 


Tomando la generatriz considerada como eje x, de manera que para 
f=t, se anulen en [75-5] los coeficientes m, n, h, k, si damos a t 
otro valor tenemos otra generatriz, y sea r= *, el plano paralelo al yz 
que contenga la perpendicular incidente a ambas. Entouces, la mínima 
distancia tiene por componentes 0, mxo + h, nxo+k, con valor 


[75-55] d = + V (mzs + h)? + (nzo + k)’. 
Si dividimos por t— to— 0, será 
[75-56] lim = + Vmr p k) pne tp ky 





t>t ito 


sólo nulo, si la generatriz cumple [75-12]. Por esto se dice en lenguaje 
figurado que dos generatrices infinitamente próximas se cortan o no, 
según que la superficie reglada sea desarrollable o alabeada. 


6. Plano central y parámetro de distribución. — El plano 
tangente en el punto central de una generatriz se llama plano 
central. 


Adoptemos el punto central del eje x como origen, y el 
plano central como xy. Si en [75-5], corresponde el eje x al 
valor t = 0 del parámetro, para éste deberá ser m(0)= n(0) = 
=h(0)=Xx(0)=0 

Además, en [75-54], como la coordenada del punto central 
debe ser nula, se verifica: 


[75-57] mb +vwk=0 , 


y como la ecuación del plano tangente [75-9] se reduce a 

= 0, debe ser k'=0; pero m'k' =n'h' si la superficie no es 
desarrollable, es decir, h'=0, luego también m'=0, para 
t = 0, es decir, para todos los puntos de la generatriz. 


La ecuación del plano tangente [75-9] en el punto zo se 
reduce, pues, a ésta: 


[75-58] wzy = hz , 


luego: La pendiente z:y del plano tangente sobre el plano cen- 
tral es proporcional a la distancia xo del punto de contacto al 
punto central O. (Teorema de CHASLES). 

El número x=h'/nm se llama parámetro de distribución 
de la generatriz, y la relación anterior se puede escribir: 
xo = x . pendiente. 

Si xk es nulo o infinito, es decir, nulos W’ ó w, la superficie 
es desarrollable, y cesa la propiedad, puesto que el plano tan- 
gente es el mismo a lo largo de toda la generatriz. 
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EJERCICIOS 


1. Ecuación vectorial del helicoide recto, es decir, de la superficie 
engendrada por una recta móvil que cortando al eje 2 en ángulo recto, 
gira y se desplaza alrededor y a lo largo de dicho eje con movimientos 
uniformes. Puntos singulares de la superficie, mostrando que es alabeada. 
Ecuación cartesiana del plano tangente en el punto (æo Yo Z) de la su- 
perficie. 


2. Demostrar que la superficie reglada æ= (2/ť)z + (2t/3), y= 
=(2/t)2 +(t*/6) es desarrollable y hallar la arista de retroceso. Plano 
tangente en (to; zo). 


3. Dada la curva p(t)=ti + 3t% + (1/6)t'k, hallar la superficie po- 
lar y su arista de retroceso como lugar de los centros de las esferas 
osculatrices y como envolvente de los ejes de curvatura, Hallar la super- 
ficie tangencial (o desarrollable circunscrita), así como la superficie rec- 
tificante y la envolvente de las características de ésta, Vector de DAR- 
BOUX d de la curva dada p(t). 


4. La superficie polar de una curva plana es un cilindro cuya sec- 
ción recta es la evoluta de la curva en su plano. 


5. Las normales m — p(s) + u(cos qn + sen qb) a una curva alabea- 
da p(s) dependen de dos parámetros: la abscisa curvilínea s de la curva 
p(s) que determina el punto de incidencia y el ángulo q que la normal 
m forma con la normal principal n. Mediante la condición [75-11], apli- 
cando las fórmulas de FRENET [73-35], demostrar que si hacemos q = q(s), 
se ha de cumplir dọ/ds = 1/7, para que las normales m admitan envol- 
vente dada por 4u=0/cosq, llamada evoluta (cfr. $ 55-8) de la curva 
p(3), situada en la superficie polar de ésta. 


6. Demostrar que la longitud ca— cı de un arco de evoluta sin pun- 
to singular es igual a la diferencia uz— u, de longitudes de las normales 
correspondientes a sus extremos (cfr. $ 55-8, c). 


7. Se llama ecvolvente C de una curva T a toda curva C que tenga 


T como evoluta (cfr. § 565-8). Dada la curva Tr mediante r(o), con o 
nbselan curvilinen de [', hallar el vector p(o) que determina la evolvente 
C que parte doe un punto a =0 de T. Situación de la tangente y plano 


normal de € respecto del triedro intrínseco de rF. 


8, Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que la 
evolvente C sca plana es que la evoluta rP sea una hélice (o bien curva 
plana) (efr. $ 73, ejercicio 13). 

Y. Dada la hélice r(u)= "cos ui + r sen uj + kuk, hallar la evolven- 
te que yace en el plano 2=0, compararla con la de la circunferencia 
proyección de la hélice y comprobar que la tangente a la evolvente es 
paralela a la normal principal de la hélice. 


10, Obtener el helicoide desarrollable r(t,u) circunscripto a la hé- 
lico r(t)= r cos ti + rsen tj + ktk, y su intersección con el plano z = 0. 


11. Demostrar que en las superficies regladas de plano director (es 
decir, donde las generatrices se conservan paralelas a un plano fijo), la 
proyección ortogonal de la línea de estricción sobre el plano director es 
ln envolvente de las proyecciones de las generatrices sobre el mismo pla- 
ho, y por tanto la línea de estricción es el lugar de puntos de la super- 
ficie donde el plano tangente es perpendicular al plano director. 


12. Línea de estricción de: 1%) Hiperboloide reglado de revolución 
(jad (y /a)— (10) =1; 2%) Paraboloide hiperbólico equilátero 
2pz a 4 3%) Reglada y = átx; 2=(3/4)tx — d£. 
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13. Dadas las tres rectas paralelas al plano yz 
f x= 0 4 v=1 Í x=2 
y=0 , y=2z ” lLy=2 : 


y no coplanares dos a dos, hallar la ecuación del paraboloide hiperbólico 
que determinan ($ 62, ejercicio 15), el otro plano director, las líneas de 
estricción de sus dos sistemas de generatrices y su ecuación reducida. 
Hallar en este paraboloide el haz de planos tangentes en puntos de la 
generatriz =y=—0, aplicando el teorema de CHASLES. 


14. Dadas las tres rectas no coplanares dos a dos y no paralelas a 
un plano 


f u=0 E e 

x=0 y=z z=0 
hallar la ecuación del hiperboloide reglado que determinan ($ 62, ejerci- 
cio 15) y su forma reducida ($ 63-8, a). 


15. Hallar las dos generatrices: 1%) Del hiperboloide reglado 
x*+y?—2z*=1 que pasan por el punto (5;—5;7): 2%) Del paraboloide 
hiperbólico z—=(x*/9) —(y*/4) que pasan por el punto (—6;-—-22; 3). 


16. Dado el cilindro (x +y+2)(x— 2y + 2)= 1, hallar sus gene- 
ratrices, su directriz sobre el plano xy y su ecuación reducida. 


§ 76. LAS FORMAS FUNDAMENTALES DE LAS SUPERFICIES: 
LÍNEAS NOTABLES 


1. La primera forma fundamental. — Si sobre una super- 
ficie (8 72-7): 
[76-1] r=r(u,v) = x(u, v)i + y(u,1)j + z(u, v)k 
de componentes diferenciables, consideramos curvas 
[76-2] u= ult) , v= v(t) 


con tangente continua, nos proponemos estudiar su diferencial 
de arco (§ 73-1) dada por ds? = (dr, dt)*dt? = (r,du + rd)”, 
que desarrollada es: 


[76-3] ds? = g, du? + 2g1dudv + Yosdv? , 


donde los coeficientes de GAUSS Yix, vistos en [72-45], sólo 
os del punto (u,v) de la superficie y no de la curva 
76-2]. 

La forma cuadrática diferencial [76-3] se llama primera 
forma fundamental de las superficies, que por [72-46], en los 
puntos regulares [72-47] es siempre definida positiva ($ 63-7). 
Por tanto, ella introduce una métrica infinitesimal propiamen- 
te euclídea (Cap. XVII, nota II) sobre la superficie, 


Sirve también para medir el ángulo de dos curvas 
[76-4] u = u; (t) y) = vi(t;) 5 i = 1, 2 j 
que sobre la superficie pasan por un mismo punto en determi- 
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nados valores de los parámetros tı y tə, Dicho ángulo q se 
define por el que forman sus respectivos vectores tangenciales 
(§ 72-6): 




















dro_. du du; 
sra PH o’ 
[76-5] dt “dt dt, 
dr = Y duz + r dva 
dto “dt, ” di ? 
y que vendrá dado (Cap. XVII, nota II, b) por 
ade eae 
dti ° dtz 
[76-6] coso = dE dr , O<p<a , 
di, dtz 
es decir por 
[76-7] cos ọ = 
du: Se du; du, du» dv; ) du; dvz 
Io Th Te e am atodan ata an) tn da) TI dii ` dtz 


P d du; y? dra)? 
9 | — +29 912337 e <p + + 922 a) > a E e 9 | E 


Si e) curvas son las a coordenadas ($ A . de la 
superficie que pasan por el punto, se ha de tomar dv,/dt, = 0, 
duz/dt, = 0, y entonces el ángulo w que forman ambas líneas 
coordenadas viene dado por 


[76-8] cos w = Y12/V 9119022. 


Por tanto, Y12 = 0 representa la condición de ortogonalidad 
de las coordenadas. 


2. La segunda forma fundamental. — a) Supongamos exis- 
tan continuas las derivadas vectoriales segundas de la expre- 
sión analítica vectorial [76-1] de la superficie S en el entorno 
de un punto Po(Uo, VO). Nos proponemos estudiar la curvatura 
de la superficie en Po, mediante la de sus distintas líneas que 
pasan por Po, para tener idea de la desviación que en el en- 
torno de Po experimenta la superficie respecto de su compor- 
tamiento plano que en primera aproximación da su plano tan- 
gente [72-51] en Po. 

Esta desviación quedará evaluada por la distancia X, al 
plano tangente en Po de un punto variable P de la superficie 
tomado en el entorno de Po. Dada por [72-48] la normal n 
n la superficie, orientada según el sentido del producto vecto- 
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rial r, Ar, „ la distancia X, viene dada en magnitud y signo 
(§ 60-8, b) por 











[76-9] X¿ = (r—Yo).n , 
donde r y rọ son los vectores de posición de los puntos P 
y Pa de S. la. 05 
Si aplicamos para n = 2 la fórmula de TAYLOR [72-34], y 
tenemos en cuenta que r,.n=r,.n=0, la [76-9] se convier- 
te en 
=- = 2 2 
[76-10] X; (En +2. Eke) .n + ole), 





con e= + vk+k , h=u— u , A 


Si teniendo en cuenta [72-48], y $ 60-7, a, introducimos 
los coeficientes 
(Luus Yus Yo) 


+ V 911922 — 912 


[76-11] ¿Da =v3.n= —Tntur)__ 
+ V 911922 — 912 
Da (Lovs Fus r,) 


= ry eN = pe 
+ V 911922 — 912 


Dı = Yu.N = 


la [76-10] se escribe 


[76-10*]  X3¿= 4[D,: (Uo, Vo) /h? + 2D12(Uo, Vo) hk + 
+ Daz (Uo, Vo) k*] + 0(0?). 

Referidas las coordenadas cartesianas xı = h, £: = k, z a 
los vectores r,, r,, n en Po, tomados. como ejes de referencia, 
la parte principal de [76-10*], dada por 
[76-12] z = 32D,, (Uo, Vo) Cilj , 
representa el llamado paraboloide osculador (§ 62-3, a) a la 
superficie S en Po. 

Respecto de una curva cualquiera [76-2] de la superficie 
que pase por Po, supuestas existentes las derivadas segundas 
de las funciones [76-2], la función compuesta rlu(t), v(t)] 
tiene (3 69-3, b) por diferencial segunda en Ps»: 


[76-13] re (to) dt? = 
d 0 d 2 (2) de de 
u EA + du F r (uo, Vo) + ruy Putro dw , 


y por ser r, .n=r,.n=0, al multiplicar escalarmente ambos 
miembros de [76-13] por n, queda la forma cuadrática dife- 
rencial; 
[76-14] rolto) endt = Dii (tin vodu + 

+ 2D 1; (ito, Vo) dudv + Dog (to, Vo) dv? , 
llamada segunda forma fundamental de las superficies. 
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b) Para el caso particular de ser u = z, v =y, la forma 
paramétrica [76-1] se convierte en la representación explí- 
cita ($ 72-7, a): 


[76-15] z = f(x,y) , 


de las que también supondremos existen continuas las deriva- 
das segundas. 

Si tomamos como plano xy el tangente a la superficie en 
el punto Po y a éste como origen de coordenadas, f (0, 0) = 0, la 
distancia [76-9] es ya directamente la coordenada z dada por 
la ecuación [76-15], las derivadas en (0;0) son f,(0, 0)=0, 
f,(0,0)= 0, los vectores tangenciales [72-59] a las líneas coor- 
denadas son r, =1i, r, =j, con normal n=k y derivadas vec- 
toriales segundas r,r = fzrK, Key = f oK, Yyy = fy¡k. Entonces los 
coeficientes [76-11] son simplemente 


[76-16] Dı = Les , Di» = fay , Do» > Luv , 


y el paraboloide osculador [76-12] está dado por los términos 
de segunda aproximación del desarrollo de TAYLOR de [76-15], 
es decir, 


[76-17] 22 = Ax? + 2Bxy + Cy? 
si llamamos a las derivadas segundas f,,(0, 0)= A, f,,(0, 0) = B, 
f y (0,0) =C (cfr. $ 40-5). 

Las dos generatrices rectilíneas del paraboloide [76-17] en 
el punto P, vienen dadas por la ecuación ($ 62-4, c): 


[76-18] Ax? + 2Bxy + Cy? = 0. 
Las bisectrices del ángulo de estas generatrices son las di- 
recciones principales del paraboloide, es decir, las secciones del 


plano tangente con los dos planos principales, que también se 
lhiman direcciones principales de la superficie .(3 71-6). 

Si las adoptamos como ejes x é y. debe reducirse B a 0, 
parn que los valores de y correspondientes a cada valor de x 
semi iguales y de signo contrario, y la ecuación del parabo- 
loide osculador es: 


[76-19] 2z = Ax? + Cy?. 


3. Indicatriz de Dupin. — a) Ya hemos dicho ($ 76-2, a) 
que estudiar la curvatura de una superficie en un punto O es 
conocer la curvatura de las diversas curvas que pasan por él. 
Veremos que el estudio de esta curvatura se reduce al de las 
secciones normales de la superficie trazadas por O. Para com- 
parar la curvatura de las producidas por el haz de planos nor- 
males en O, ideó DUPIN la gráfica siguiente: 


Der. Dada una superficie cualquiera, si consideramos to- 
das las secciones normales en un punto O de la misma, es de- 


310 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES 8 76 3 


cir, las curvas determinadas por los planos que pasan por la 
normal en O, y para cada curva llevamos sobre la tangente, a 
uno y otro lado, un segmento r = + Vo igual a la raíz cua- 
drada del radio de curvatura de dicha curva en el punto O, 
tenemos infinitos vectores cuyos extremos forman una curva 
llamada indicatriz de la superficie en el punto O. 

Para esto bastará efectuar la construcción en el parabo- 
loide osculador [76-19] a la superfi- 
cie en O (§§ 40-5 y 55-5). 

Recordemos una sencilla propie- 
dad de la parábola x? = 2p2. 

Haciendo z = 4 resulta x = Vi P, y 
como p= ọ es el radio de curvatu- 
ra en el vértice ($ 55-5, ejemplo 1), 
tenemos un medio gráfico muy sen- 
cillo (fig. 249) para construir Vo. 

0 X Si la ecuación es 22= Ax?, el 
Fig. 249 coeficiente A = 1/0 es la curvatura 

en el vértice. 


Primer caso; punto elíptico: H = AC > 0, Entonces tienen 
A y C el mismo signo; el paraboloide es elíptico. Todas las 
secciones normales de la superficie tienen la curvatura en el 
mismo sentido. La ecuación de la indicatriz resulta haciendo 
z=4 y es: Ax? + Cy? =1, siendo A y C las derivadas se- 
gundas de f(x, y). Sus recíprocos son los radios principales 
01 =1/A, 0. =1/C, 

Si [76-19] se pone en la forma 





(S 62-3, b): 
[16-20] 2=3 +37 > EZ. 
la ecuación de la indicatriz (fig.250) 
OS: 
2 2 
[76-21] E 


q E 

Los radios principales son: 

01 = p , 02 = Q. 

En un punto elíptico todas las secciones normales tienen 
la. curvatura dirigida en el mismo sentido; y comprendida en- 
tre los valores f¿¿(0,0) y f,,(0,0) La indicatriz es una elipse, 

En particular, cuando es 0, = 02 todos los radios son igua- 
los; la indicatriz es una circunferencia. El punto se llama um- 
bilico o también cíclico. 

Segundo caso; punto hiperbolico: H = AC <0. Puesto que 
Á y C tienen signos opuestos, el parabuloide es hiperbólico; 


Fig. 250 
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las dos generatrices son simétricas. Para todas las secciones 
trazadas en uno de los ángulos de dichas rectas la curvatura 
está dirigida en un sentido y para el otro ángulo en sentido 
opuesto (fig. 251). 

Puesto que el número yo correspondiente a cada parábola 
no es sino la ordenada de la parábola que dista 4 del origen, 
si cortamos la superficie por el plano horizontal z = 4, éste 
determinará sobre las parábolas dirigidas hacia arriba una hi- 
pérbola; y análogamente el plano 2 = — +4 corta a las parábo- 
las de curvatura negativa según otra hipérbola. 

Trasladando paralelamente hasta el plano xy dichas dos 





Fig. 251 Fig. 252 


secciones tenemos la indicatriz de la superficie (fig. 252). Esta 
indicatriz se compone, pues, de dos hipérbolas que tienen como 
axíntotas las dos generatrices de la superficie y situadas una 
on ceada uno do los dos ángulos completos que dichas rectas 
forman. 

Lon romilojes de dichas hipérbolas corresponden a los ra- 
dion de lns dos secciones principales de la superficie. Estos 
rudlos se llaman radios principales de curvatura y sus valores 


son: p DP. 0% (si la ecuación del paraboloide [76-19] to- 
ma ln forma ($8 62.3, h): 
que y? 
76-22 e o 
A * 2p 24 
Las ecuaciones de estas hipérbolas resultan haciendo z = 4 
y z=- ł en la ecuación del paraboloide, y son: 
2 a 2 2 
[76-23] PE A A 
p q q p 
sus asíntotas son las rectas: 
[76-211] — ri VE. 


La indicatriz se compone de dos hipérbolas con las mismas 
asíntotas. 
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Los radios oscilan en los intervalos (01, oo), (02, oo), sien- 
do q: y 02 los recíprocos de las curvaturas principales A y C. 


EJEMPLOS. Sean los paraboloides 
z = 4P +y ; z= x«*— 3y. 


Las indicatrices en el origen se obtienen inmediatamente haciendo 


z=3 en la primera ecuación, y resulta la elipse 


8 +24 =1 , 
o bjen z = + 1 en la segunda, y resulta el par de hipérbolas conjugadas: 
aa—8y4=1 , 3y — x =l. 

Recordando que las curvaturas principales son las derivadas segun- 
das, éstas son para el paraboloide elíptico A = 8, C= 2; para el hiper- 
bólico, A=2, C= €. 

Los radios principales son los recíprocos de estos números. 


Tercer caso; punto parabólico: H = AC = 0, Entonces de- 
be ser A=0 ó bien C= 0. Suponiendo por ejemplo A =0, 
la cuádrica se reduce a 22 = Cy? que representa un cilindro 
parabólico tangente al plano xy a lo largo del eje x ($ 62-5). 

La indicatriz se reduce entonces a dos rectas paralelas si- 
métricas respecto de la generatriz. 

Como el parámetro de la parábola Cy? = 22, sección prin- 
cipal por el plano xy, es 1:C, el radio de curvatura principal 
es 01 = 1 C, luego las dos rectas que forman la indicatriz dis- 


tan 1 yC del eje z. 


b) Para el caso en que la superficie se dé en forma para- 
métrica general [76-1], el paraboloide osculador es el [76-12]. 
Entonces la indicatriz de DUPIN viene dada por el par de curvas 


[76-25] ED, (uo, Vo) tix; = + 1 resp. — 1. 

Aquí también el signo del hessiano del primer miembro de 
[76-25] repite la anterior clasificación. 

1% H=D,¡D>» — D22 > 0. Punto elíptico y la indicatriz 
es una elipse. 

29) H=D,1D2 — D22 < 0. Punto hiperbólico y la indica- 
triz está formada por un par de hipérbolas con las mismas 
asíntotas. 

39) H =D,:¡D2»— D;,2? =0. Punto parabólico y la indica- 
triz está formada por un par de rectas paralelas. 


NoTAs: 1. Si en la ecuación de la superficie 
22 = Ax + Cy + Dæ + Exy +... 
hacemos z = h, obtenemos como sección dė la superficie la curva 
2h = Ax” + Cy + ... o aproximadamente: 2h = Ax? + Cy? 


despreciando los términos siguientes, que son infinitésimos superiores en 
el entorno del origen. Comparada esta curva con la indicatriz 1= Ax* + 
| Cy? son curvas semejantes; por tanto: 
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Las secciones de la superficie por planos paralelos al tangente en un 
punto son curvas sensiblemente semejantes a la indicatriz en ese punto. 


2. Tensor de curvatura. El conjunto de curvaturas de las secciones 
normales por 0 se sintetiza por el tensor doble simétrico bidimensional 
($ 63-1) que tiene a la indicatriz de DUPIN como línea directriz ($ 63-4). 
Las curvaturas son los valores ($ 63-3) del tensor en cada dirección. 

Las curvaturas principales corresponden a las direcciones principa- 
les, El tensor de curvatura de indicatriz [76-19] por ser bidimensional 
tiene sólo dos invariantes ($ 63-6) que lo determinan: 

[76-261] J=2K=A+C, Jja=H= AC. 

SOPHIB GERMAIN estudió el primero y llamó curvatura media a K, 
semisuma constante ($ 63-6) de las curvaturas de cada par de secciones 
normales perpendiculares entre sí, GAUSS estudió el segundo y llamó 


curvatura total al producto H de las dos curvaturas principales, hessiano 
de la forma [76-25]. 


3. Fórmula de EULER. Sobre la indicatriz 
g? y 


+ —=l1 
Qı Qs 
en dirección py es x= Vocosp, y= Vesen p, de donde 
1 2 2 
[76-27] a e dba Sen gp ; 
Q Qı Q2 


que da la curvatura de una sección normal en cualquier dirección, cono- 
cidas las principales. 

Es fácil comprobar mediante [76-27] la invariancia 2K de la suma 
de curvaturas correspondientes a dos direcciones p y q + $x perpendi- 
culares entre sí, 


4. Curvatura total en un punto de una superficie. El producto de 
las dos curvaturas principales tiene un significado análogo al de la cur- 
vatura plana; en efecto, dada una región o de superficie, entorno de 
un punto P, si por un punto O se trazan rayos paralelos a las normales 
cn el contorno de o forman un cono cuya amplitud (medida sobre la 
esfera de radio 1) es una cierta área 7; el límite del cociente 7/0, al 
tender ø a cero, es precisamente la curvatura total en el punto P 

Como se ve, esta amplitud 7 del ángulo cónico de las normales viene 
n sustituir al ángulo de contingencia 7 de las curvas planas, formado 
por las tangentes o normales en los extremos del mismo. 

Es condición necesaria para que dos superficies sean aplicables una 
sobre otra sin distensión, que tengan la misma curvatura total en cada 
punto. 

Si la superficie es desarrollable, es decir, aplicable sobre un plano, 
mu curvatura total es la misma del plano, esto es, nula; resultado que se 
va directamente porque para ellas el área 7 es nula, porque la indicatriz 
A AVR R total se reduce a una curva, cualquiera que sea la porción 
egida O. 


5. Son interesantes las superficies que tienen nula su curvatura me- 
din cn cada punto, es decir: (.=-—o»; son las superficies de área mi- 
nima, esto es, las de menor área que cualquier otra superficie limitada 
por cl mismo contorno. Se construyen sumergiendo éste, construído de 
niumbre, en un líquido gelatinoso, que forma una película de área mí- 
uhun en el contorno dado. 

Si se desean obtener superficies de revolución que tengan esta pro- 
piedad, el radio de curvatura de la meridiana en cada punto debe ser 
Ixunl y opuesto al otro radio principal que es el segmento de normal 
limitado por el eje; la curva que tiene esta propiedad es la catenaria; 
nl girar alrededor de su recta base engendra una superficie de área mí- 
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nima, que es la única de revolución que tiene esta propiedad (cfr. $ 1134, 
ej. 2). 

6. Para investigar cómo aproxima a la superficie dada su parabo- 
loide osculador en el entorno del punto considerado, sólo en el caso elíp- 
tico puede decirse que en [76-11] sea o(0?) tendiente a cero uniforme- 
mente. En los otros casos puede efectuarse una discusión análoga a la 
considerada en $ 70-ż. 

Por ejemplo, para la superficie 2 =y* + x*, el paraboloide osculador 
en el origen de coordenadas es z= y. Sin embargo, no puede decirse 
que en el entorno del origen sea x*—o(y*), pues el cociente x*/y? vale 
siempre uno sobre la curva x*= y?, 


4. Teorema de Meusnier. — Dada la superficie S mediante 
la expresión paramétrica vectorial [76-1], de la que supone- 
mos existe continua la derivada vectorial segunda, tracemos 
por el punto P(o, vo) una curva sobre la superficie, también 
con derivada vectorial segunda continua, con el vector tangen- 
te dr, ds. Según la primera fórmula de FRENET [73-35] es 

e d?r 1 1 
[76-28] a g” , a , 
con m normal principal a esa curva, de donde multiplicando 
escalarmente ambos miembros por la normal n a la superficie 
y De en cuenta [76-13] será: 


2 
[76- 29] > -~ m . n ds? = Cen ds? = Daudu? + 2D .dudv + Do».du?. 
a de otro parámetro t cualquiera, en lugar del in- 
trinseco s de la curva considerada es 


Er _ dr (E 4 dr dt 

ds? — dt? * E) dt dse ’ 

y teniendo en cuenta que (dr/dt).n=0 y [76-3], de [76-29] 
resulta 


[75 30] 1 nois D,, du? + 2D ,,dudv + Do2du? 
iS e gui du? + 2912 dudv + gaedv? ` 


Así pues, todas las curvas de la superficie que pasen por el 
punto P, y tengan derivada vectorial segunda continua, si tie- 
nen la misma tangente y la misma normal principal en Po y 
por tanto el mismo plano osculador, tienen en Po la misma 
curvatura 1/p, siempre que sea m .n + 0, es decir, siempre que 
la normal principal a la curva no esté en el plano tangente a 
la superficie. Sobre dichas curvas nada dice [76-30] ; estas cur- 
vus para las que el plano osculador coincide con el plano tan- 
gente a la superficie en Po se llamarán líneas asintóticas 
(3 76-5). 

Si la ecuación vectorial [76-1] de la superficie tiene deri- 
vadas vectoriales segundas continuas en Po, es muy fácil pro- 
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bar (hágase como ejercicio, cfr. $ 68) que sus secciones planas 
tienen la misma propiedad y basta estudiar la curvatura de 
flexión de estas secciones planas para conocer la de otra curva 
cualquiera de la superficie que tenga curvatura y el plano de 
sección por osculador. 

Si ahora consideramos todas las secciones planas de la su- 
perficie por Po que tengan la misma tangente, el segundo miem- 
bro de [76-30] será constante para ellas, de donde si los ver- 
sores m y n forman el ángulo 8, de (1/2)m.n = (1/0,)n.n 
se obtiene la fórmula de MEUSNIER 


[76-31] 0 =0ncos0 , 


donde o, es el radio de curvatura de la sección normal que 
tiene la misma tangente de la 
sección plana cuyo radio de 


n 
curvatura era o, siendo 0 el án- 
gulo formado por ambas sec- 
ciones, 

Así como en cada punto de 
una superficie hay un parabo- O 
loide osculador que tiene la mis- NE 
ma curvatura que la superficie S 

t 


en cada sección normal, así hay 

para cada recta tangente a la 

superficie una esfera osculatriz 

tal que las secciones producidas 

en ella por los planos que pasan 

por dicha tangente son los círcu-  “X 

los osculadores de las secciones Fig. 258 
producidas en la superficie. 

Para estudiar la curvatura de las secciones trazadas por 
una tangente, se puede sustituir la superficie por su esfera 
osculatriz (fig. 253). En ésta se verifica que el centro de cual- 
quier sección oblicua es la proyección sobre su plano del centro 
de la sección normal; aplicado esto a la superficie dada, resul- 
ta de [76-311] el importante teorema de MEUSNIER: 


El centro de curvatura en el punto P, de una sección obli- 
cua es la proyección sobre su plano, del centro de curvatura 
de la sección normal que tiene la misma tangente. 


Así, por ejemplo, en una superficie de revolución, como el 
centro de curvatura de cada paralelo es la intersección de su 
plano con el eje, en este eje está el centro de curvatura de la 
n normal trazada por una tangente cualquiera de dicho 
paralelo. 


Las figuras 254 indican el doble uso del teorema. En la 1%, que tiene 
secciones normales circulares, se ha determinado el centro C’ de una sec- 
ción oblicua perpendicular al plano de simetría; en la 2%, que es un cono 
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oblicuo, de base circular, se ha determinado el centro C de aquella sec- 
ción normal en el punto A, que además es perpendicular al plano de 
simetría; en la 3%, que es una superficie de revolución, se ha determi- 





Fig. 254 


nado el centro C’ de una sección oblicua cualquiera en el punto A de 
intersección con el meridiano cuyo plano es perpendicular a ella. 


5. Líneas notables de una superficie. — a) Para el estudio 
de las curvas de la superficie, en particular de sus secciones 
planas, es cómodo referirlas en el entorno de un punto Po al 
llamado triedro de DARBOUX - RIBAUCOUR, donde se toma como 
eje x la tangente t a la 
curva, como eje y la 
normal geodésica g 
intersección del plano 
normal a la curva con 
el plano tangente a la 
superficie, y como eje 
z la normal n a la su- 
perficie (fig. 255). 

Si proyectamos la 
sección oblicua conside- 
rada sobre el plano tan- 
gente a la superficie, 
sea C, el centro de cur- 
vatura de dicha curva 
proyección, llamada 
centro de curvatura 
geodésica. Si u(x) es la 
ordenada de la sección oblicua referida a los ejes t y m (nor- 
mal principal) y es y(x) la ordenada de la curva de proyec- 
ción referida a los ejes t y g, será 


u(x) = y(x)/senð, u”(x) =y”(x)/sen 9, con us = yw =0. 

Por tanto, sobre el eje de curvatura e ($ 73-10) de la sección 
oblicua, perpendicular a su plano por su centro de curvatura 
(7, se encuentran el centro de curvatura C de la sección nor- 
mal que tiene la misma tangente t (teorema de MEUSNIER) y 





Fig. 255 
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el centro de curvatura geodésica C,. A ellos corresponden la 
curvatura normal 





[76-32] A: 
On Q 

y la curvatura geodésica 

[76-33] A ae 
Qg Q 


siendo ð el ángulo que forman la normal n a la superficie y la 
normal principal m a la sección oblicua considerada. 

Si P, es un punto de la curva de la superficie que tiende 
al Po, los planos tangentes a la superficie en Po y Pi, se cortan 
según una recta que cuando P, tiende a P, toma una posición 
límite t. llamada tangente conjugada a la t, obteniéndose así 
en el plano tangente a la superficie por Po una involución de 
tangentes conjugadas, que es la misma que corresponde a su 
paraboloide osculador, como es sabido por la geometría proyec- 
tiva de las cuádricas. En particular, los rayos dobles de esta 
involución se llaman tangentes asintóticas por ser las asínto- 
tas de la indicatriz de DUPIN (§ 76-3). El par rectangular es 
el de tangentes principales; si existe más de un par de tan- 
gentes conjugadas rectangulares todos lo son y el punto Po es 
umbílico o cíclico (§ 76-3, a). 


b) Lineas asintóticas. Son curvas de la superficie cuyas 
tangentes son asintóticas (conjugadas de sí mismas) y son las 
generatrices del paraboloide osculador. Toda recta de una su- 
perficie es, pues, línea asintótica. Como el plano tangente en 
Po puede encontrarse por la posición límite del plano determi- 
nado por la tangente conjugada t. a t y la paralela t, a la 
tangente a la curva en P,, resulta que al coincidir en las lí- 
neas asintóticas t. con t, el plano tangente en Po a la super- 
ficie coincidirá con el plano osculador a la curva asintótica 
($ 73-2, 3% def.) y recíprocamente si ambos planos coinciden, 
habrán de coincidir t y t.. 

Ad curvatura normal [76-32] de las líneas asintóticas es 
nula. 

Las líneas asintóticas tienen por tangentes las asíntotas de 
la indicatriz [76-25] y por tanto pueden encontrarse analíti- 
camente resolviendo la ecuación diferencial que resulta de anu- 
lar la segunda forma diferencial [76-14], es decir, haciendo 


[76-34] Di1 (Uo, Vo) du? + 2Dy2 (Uo, Vo) dudv + 
+ Dz (uo Vo) dv? = 0. 
c) Líneas de curvatura. Son aquellas cuyas tangentes son 


todas ellas principales. Se llama normalía a la superficie re- 
glada engendrada por las normales n a la superficie a lo largo 
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de una de sus curvas. Para que esta curva sea una línea de 
curvatura, es necesario y suficiente que la normalía correspon- 
diente sea una reglada desarrollable ($ 75-2). Pues si P, => Po, 
resulta t. perpendicular al plano determinado tanto por n y 
P¿P,, como por n, y PoP, es decir, n y n, aplicados a Po y 
a P, resultan coplanares (§ 75-5, b). Recíprocamente, si n y nı 
son en ese sentido coplanares, entonces la tangente conjugada 
te R perpendicular a PoP, y corresponde a una dirección prin- 
cipal. 


EJEMPLOS. Todas las líneas trazadas en un plano son de curvatura, 
puesto que las normales forman un cilindro. También son de curvatura 
todas las líneas trazadas sobre una esfera, puesto que las normales for- 
man un cono. En las superficies de revolución son líneas de curvatura 
los meridianos, pues las normales forman un plano; y también los pa- 
ralelos, puesto que las normales forman un cono. 

La superficie esférica es la única superficie no plana donde toda 
línea es de curvatura. 


d) Líneas geodésicas. Son aquellas cuya normal principal 
m coincide con la normal n a la superficie y quedan caracteri- 
zadas por tener nula su curvatura geodésica [76-33]. 

Estas curvas son las de longitud mínima entre todas las 
que se pueden trazar sobre la superficie y se llaman geodési- 
cas; su determinación es objeto del Cálculo de variaciones 
($ 113-5, a). 

En la superficie esférica las líneas geodésicas son los arcos 
de circunferencia máxima; en los cilindros y en general en las 
superficies desarrollables, son las que tienen como transforma- 
das líneas rectas. 


EJERCICIOS 


1, Hallar en el hiperboloide alabeado r = 2 cos u ch vi + 3 sen u ch vj + 
-+ sh vk, (—xn <u <z; — œ <v <+), las líneas u= cte. y v = cte, 
determinando si ambas familias son ortogonales. Hallar el elemento de 
arco y los coeficientes de Gauss. Ecuaciones paramétricas análogas del 
hiperboloide de dos hojas. 

2. Dada la familia de cuádricas confocales (cfr. § 62, ejercicio 26) 

g’ y’ z? _ 
AA ARAS + 0o) 
probar que las tres cuádricas que pasan por cada punto (x,y,z) son 
ortogonales dos a dos, expresar x, y, z en función de las coordenadas 
clípticas k,, kz, ks y hallar el elemento de arco sobre la cuádrica k= ka 
tomando en ella como coordenadas curvilíneas k, y ke. 

3. Dada la superficie esférica r= a cos ọ cos ìi + a.coz q sen àj + 
+asengk (latitud —¿x < y < dx, longitud — x < À < x), hallar: 1°) El 
Ángulo que forma la curva y =1 con el ecuador p=0; 2%) El ángulo 
que forman cada dos curvas de los sistemas p—Ai=a, p+1=8B que 
pasan por un punto (q,1) de la superficie; 3%) El radio de curvatura 
de flexión de cada una de las curvas anteriores. 
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4. Si se introduce un nuevo sistema de coordenadas curvilíneas p, y 
en una superficie de coordenadas u, v, mediante las ecuaciones u = 
=u (uv), v=VÍ(M, v), demostrar que 


d 2 
Yaya — Y? = (Juga — gi) ( e2) , 


donde Yu, Yi, Ya son los coeficientes de GAUSS tomados respecto de y, y, 
y gu, Jas ga los tomados respecto de u y v. 


5. En el origen de coordenadas hallar la indicatriz de DUPIN, las 
curvaturas media K y total H, el radio de curvatura de flexión q, de la 
sección con el plano ax=y y el o de la sección con el x — y +z =0 de 
las siguientes superficies: Ïo) Paraboloide elíptico z = (%°/32) + (4°/8}); 
2%) Paraboloide hiperbólico 2=(x*/18)—(y*/8); 3%) Elipsoide x? + 4y* + 
+9(2 + 1)? =9; 4%) Cilindro elíptico (x*/16) + (2?/9) —(22/3)= 0. 

6. Para el paraboloide de revolución r =r cos 1i + rsen 43 + (1 — r3k 
y en el punto r=1, 1¿=1/4, hallar el valor de W en [72-57], las dos 
fórmulas fundamentales [76-3] y [76-14], el radio de curvatura normal 
ds ae por [76-30], los principales e. y 0, la curvatura media K y 
a to j 


7. Si la superficie viene dada en forma explícita z—z(x,y), sean 
t,, tz, ta los cosenos directores de la tangente a una curva de la superficie 
y 0 el ángulo que el plano osculador de dicha curva forma con la nor- 
mal n a la superficie en uno de sus puntos. Demostrar que la curvatura 
de flexión de la curva viene dada por 


1 £ Zast? + 2Z2ytata + Zyta 
0 V1 + Z + z, cos Q i 
Hallar las dos formas fundamentales. 
8. Calcular mediante los radios de curvatura principales como ex- 
tremos de [76-30], la curvatura media K y la curvatura total H en 
función de los coeficientes de las dos formas fundamentales para el 


caso general [76-1]. Caso particular de que la superficie se da en forma 
explícita 2 —Z(x%,y), utilizando las derivadas de z 


9. Derivando [72-45] demostrar que 








091 1 dgra dga 1 gn ; 
a p A A? 
1 0?92 1 9911 02913 
2 = es E 
A O A dudv * 


y aplicarlo a expresar D:Da— D.* mediante los coeficientes de GAUSS 
gi, y sus derivadas parciales primeras y segundas respecto de u y de v. 
Expresar en esta forma la curvatura total H (“Teorema egregio” de 
GAUSS). 


10. Construir la indicatriz de DUPIN en un punto cualquiera del 
toro. 

11. Determinar los puntos cíclicos (o umbílicos): 19) Del elipsoide 
x + 2y +(2/4)=1; 2%) Del hiperboloide (x°/25)-+ (y?/9)—(2?/144) = 
= — 1; 3%) Del paraboloide z—(x*/25) + (y*/16). (Cfr. $ 62, ejercicios 
19, 20 y 22). 

12. Demostrar que en el punto que se considere, la suma de los ra- 
dios de curvatura de flexión según dos direcciones conjugadas es cons- 
tante e igual a la suma de los radios principales. Interpretación cuadrá.- 
tica y tensorial. 

13. Aplicar los ejercicios 7 y 8 al elipsoide (x*/a?) + (y?/b”) + 
+ (2*/c*)= 1 para demostrar que: 1%) Dada en uno de sus puntos Po. una 
sección normal, su radio de curvatura de flexión es Q, = 7?/d, donde r es 
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el radio vector del elipsoide paralelo a la tangente a la curva sección 
en Po y d es la distancia del centro al plano tangente en Po; 2%) La 
curvatura total en Po. es H = d*/(a'b*c?); 3%) El área de la elipse sec- 
ción diametral paralela al plano tangente en Po es A =xabc/d. 

14. Los centros de curvatura de las secciones planas de una super- 
ficio que pasan por la misma tangente en Po están sobre una circunfe- 
rencia, 

15. Demostrar que el helicoide recto r= u cosvi + usen vj + kvk 
(S 75, ejercicio 1) es una superficie de área mínima cuya curvatura 
total negativa es constante a lo largo de cada hélice u = cte. Líneas 
asintóticas de la superficie. 

16. Supuesto que el punto P, recorre con velocidad lineal unidad 
una curva de una superficie, demostrar con las notaciones del $ 76-5 que 
la velocidad angular w de rotación instantánea del triedro de DARBOUX- 
RIBAUCOUR (orientado dextrógiro tng) es w =(1/7,)t +(1/0,)n + (1/0. £, 
donde 1/7,=(1/7)+(d9/ds) es la llamada torsión geodésica, si se toma 
el signo de la torsión con la convención [73-32] (7 >0 para curva dex- 
trógira, tal la hélice normal) y se cuenta el ángulo Q desde m hasta n, 
dextrógiramente positivo visto desde t. Demostrar que en un punto dado 
la torsión geodésica y la curvatura normal son las mismas para todas 
las curvas de la superficie que tienen la misma tangente t. 

17. Demostrar que dos direcciones conjugadas (du,dv) y (ôu, ôv) 
cumplen la condición D, dugu -+ Dis(dudv + dvdu) + Dadvdv — 0. 

18. Siguiendo el método del ejercicio 8 demostrar que la ecuación 
diferencial de las líneas de curvatura es (gudu + gudv) (Di:du + Dadv) — 
— (Dudu + Diadv) (gidu + gedv)= 0. 

19. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que las 
líneas coordenadas sean de curvatura es que se cumpla gr = 0, Da = 0. 

20. Demostrar que si u=u(t), v=v(t) determinan una línea de 
curvatura de la superficie r(u,v), la fórmula de OLINDE RODRÍGUES 
dr + odn = 0 expresa que la normalía r+ ìn a lo largo de la línea de 
curvatura es desarrollable y tiene en A=0Q (radio de curvatura prin- 
cipal) la arista de retroceso. 

21. Desarrollando la fórmula de OLINDE RODRÍGUES (ejercicio 20), 
obtener por eliminación la ecuación diferencial de las líneas de curvatura 
(ejercicio 18) y la ecuación que da los radios de curvatura principales 
(ejercicio 8). 


$ 77. REPRESENTACIÓN DE SUPERFICIES 


1. Concepto geométrico de una representación analítica car- 
tográfica. — Las representaciones planas de la superficie te- 
rrestre se clasifican en topográficas, geográficas y geodésicas. 
El criterio de clasificación preferible para distinguirlas con 
precisión se refiere a la figura de la Tierra adoptada en la re- 
presentación. Plano topográfico es aquel para cuyo trazado no 
se ha tenido en cuenta la esfericidad de la Tierra, siendo nece- 
sario entonces qué el trozo de superficie terrestre representado 
sea suficientemente pequeño (máxima extensión menor que 1°). 
Una carta de parte o de la totalidad de la superficie terrestre 
es geográfica o geodésica según que en su trazado se considere 
que nuestro globo es respectivamente una esfera o un elipsoide 
de revolución achatado en los polos. 
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Si se considera dividida la superficie terrestre por la red 
geográfica de sus meridianos y paralelos, el trazado de la carta 
consistirá en obtener la imagen plana de esa red, pues bastará 
referir a ella los detalles particulares del terreno. 

Por no ser desarrollables (§ 74-5), ni la esfera, ni el elip- 
soide de revolución, las figuras de la carta serán siempre imá- 
genes deformadas de las correspondientes figuras del terreno. 
Sin embargo, existen representaciones llamadas conformes o 
isogonales (§ 41-1) que conservan los ángulos y en las que por 
lo tanto una figura infinitamente pequeña y su representación 
son semejantes. Existen también representaciones llamadas 
equivalentes o autálicas que conservan las áreas, no siendo po- 
sible la construcción de una carta que sea a la vez conforme y 
equivalente ($ 77-3). Más aún, si se considera al azar una pro- 
yección cualquiera o correspondencia analítica entre la super- 
ficie y su plano, sucederá generalmente que se alterarán los 
ángulos que forman entre sí cada par de direcciones y sus co- 
rrespondientes imágenes, así como las áreas correspondientes 
no conservarán una razón constante, dichas representaciones se 
llaman afilácticas, las que cumpliendo condiciones especiales se 
utilizan también. , 

La correspondencia entre los puntos de la superficie y de 
su representación cartográfica se expresa con precisión en for- 
ma analítica, pero para tener una visión sintética e intuitiva 
de dicha correspondencia se procura definirla mediante opera- 
ciones geométricas sencillas o por modificaciones de éstas, fá- 
ciles de comprender. La operación geométrica más sencilla es 
la de proyección: si ésta se hace directamente sobre un plano 
tangente a la superficie terrestre, la proyección se llama azi- 
mutal; si se utiliza como intermediaria la superficie auxiliar 
desarrollable que indica su nombre, la proyección se llama có- 
nica o cilíndrica, 

Proyecciones cilíndricas modificadas importantes son la de 
MERCATOR y la de LAMBERT, referidas a un cilindro circuns- 
crito a la Tierra, supuesta esférica; la primera a lo largo del 
ecuador, la segunda a lo largo del meridiano tomado como prin- 
cipal. La representación de LAMBERT es caso límite, por anu- 
lación de la excentricidad del elipsoide terrestre, de la repre- 
sentación geodésica de GAUSS-KRÚGER, adoptada en la Argen- 
tina para los trabajos geodésicos fundamentales. 


2. Coordenadas geográficas en la esfera: superficies de re- 
volución. — a) Una superficie S, referida a un sistema rettan- 
gular de coordenadas zx, y, z, dada en forma paramétrica 
[77-1] gz = x(u, v) , Y us y (u, v) , g = z(u, v) , 


mediante las funciones de los segundos miembros supuestas de- 
finidas con derivadas parciales continuas en un recinto Q del 
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plano paramétrico (u,v), tiene plano tangente en todo punto 
donde no sean simultáneamente nulos los jacobianos 
0(x, y) 9(y, 2) o (z, x) 
d(u,v) A E 0(u,v) >? (uv) ` 
Entonces la correspondencia [77-1] entre S y 2 es biuní- 
voca si se verifica esta condición para todo punto (u,v) de Q. 
A toda curva Tr del recinto QM, dada por las funciones con 
derivadas continuas no simultáneamente nulas 
[77-3] u=ult) , v=v(t) , 
corresponderá en la superficie S una curva C, dada por las 
funciones compuestas 
[77-4] æ= x[u(t), v(t)] , y = ylu(t), ví(t)] , 
z = Z[u(t), v(t)]. 
En particular, a las dos familias de paralelas a los ejes 
coordenados del plano paramétrico 


[77-2] 


[77-5] v = V const. , u = ù const. 
corresponden las dos familias de curvas principales 

z = x(u, Vo) , Yy= y (u, Vo) y %= Z (u, Vo) 
£ = X(uo V) , Y = y(Uo V) , 2 = z(Uo, V) 


formando una red de coordenadas curvilíneas sobre la super- 
ficie S (fig. 256). 


71-6] 





Fig. 256 


El elemento de arco ds de la curva C de la superficie viene 
dudo por la primera fórmula cuadrática fundamental 


[76-3] ds? -= gdu? + 2g 2dudv + 92204? 
ende, de con coeficientes de GAUSS dados (sx 72-7) por: 
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Yu = E = 2%? FY + 2.2 
[77-71 


92 = F = Lulo F YY F Zuko 
l Ya = G = Lo + Y? + Zy? 
Dichos coeficientes de GAUSS en cada punto P de la super- 


ficie sólo dependen de dicho punto y no de la curva C que pa- 
sando por él se considere, curva de coeficientes directores 


dz = x,du + x,du 
[77-8] dy = y,udu + y,dv 


udz = z,¿du + z,dv 


correspondientes a los du, dv de la curva r [77-3]. 


La condición necesaria y suficiente para que la red de coor- 
denadas curvilíneas sobre S sea ortogonal es que sea idéntica- 
mente en 2: 


[77-9] g2=0 , 


por representar respectivamente (Zu, Yus Zu) Y (Lvs Yv, Zv) los 
coeficientes directores de las curvas principales [77-6]. 


b) Dados los puntos de la esfera terrestre de radio a 
(fig. 257) mediante su latitud q contada entre —x/2 y xn/2 





Fig. 257 Fig. 258 


(—1/2< 9 < 1/2) y su longitud ìà tal que — x < à < x (fig. 
258), las ecuaciones [77-1] serán aquí 


2 a cos y cos A 
[77-10] Y a cos ysend 
Zz = seno 
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con coeficientes de GAUSS (u =, v =À) dados según [77-7] 
por 


[77-11] Ju =a , J2 =0 , Ys = a cos? q. 
La red de coordenadas curvilíneas [77-6] está formada por 


los meridianos y paralelos y es ortogonal. 


La esfera de radio a = 6 370 km tiene sensiblemente la mis- 
ma superficie que la Tierra y a ella se suele referir el trazado 
de las cartas geográficas. 


c) Si se considera la Tierra como un elipsoide de revolución de me- 
ridianos elípticos, con semiejes a y b: 











[77-12] a = 6378388 m + 18 m (Radio ecuatorial) 
b = 6356912 m (Semieje de rotación) 
se tendrán excentricidades e. y e” dadas por 
a — b? a? — b? 
es = == 0,00678 ; e= = 0,006 768 170 ; 
a b? 
a na a 
[77 13] e > 1 — êr , 
con: 
[77-14] Recíproca del achatamiento: = 2970 + 0,5. 
a — b 


A este elipsoide de HAYFORD * se suele referir el trazado de las car- 
tas geodésicas, 

La altura del polo sobre el horizonte 
(siendo éste el plano normal a la vertical 
del lugar) da la latitud q, y respecto de un 
punto P de la superficie, designemos por 
M el radio de curvatura del meridiano, por 
r el radio del paralelo y por N el radio de 
curvatura de la sección normal al elipsoide 
que contiene la tangente al paralelo; según 
el teorema de MEUSNIER ($ 76-4) aplicado 
a las superficies de revolución, la longitud 
de N es la del trozo de normal comprendi- 
da entre P y su intersección con el eje de 
rotación (fig. 259). 

De la ecuación de la elipse, del valor de su pendiente —cotq y 
do la fórmula de curvatura se déduce fácilmente 





a(1—ez) | 

M Doe O . k — y 

[77-15] | (1— e sen p)P ” t Ncose ; 
loas 
T (1— eè sen? p)*” . 


Para e,=0 se convierte N=M=—a, 


Para el elipsoide de revolución, tomando como parámetros la latitud 


p(—1/2< p <x/2) y la longitud A—x<iS< x), las ecuaciones [77-1] 
so convierten en: 


* J. F. HAYFORD. — "Supplementary Investigation in 1909 of the Figure of the 
Farth anı) Inostasy” (1010). 
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j æ = recos à = acos ọ cos À/A 
[77-16] 9 y = rsendá = acos psend/A 
z = b(1— r/d y = a(1 —ex) sen P/A 
siendo: 
[77-17] A = (1— e sen? q). 


Para las coordenadas curvilíneas también ortogonales, u=, v=1A, 
los coeficientes de GAUSS están dados, según [77-7], por 


[77-18] gu = “(1—eP?)/N , ga =0 , ga = arcos q/a” , 
pues es 


Ep = — a(l—e')senpeosi/A? , x=, = —acos q send/A 
[77-197 Yp = — a(1—e?)senpsend/A” , yy, = acosqcosA/A 
zp = a(l—ef)cosp/aA” , zA =0, 


con A dado por [77-17]. 


Para e,=0, las [77-16] y [77-18] se convierten respectivamente en 
las [77-101 y [77-11]. 


d) Una superficie de revolución cualquiera cuyo eje de rotación se 
tome como eje z y tenga por línea meridiana z = f(r), podrá referirse 
al radio r de los paralelos que es la abscisa variable de la meridiana 
(mMErS<r,) y al ángulo de giro ¿A¿—131<1<m), dando para las ecua- 
ciones [77-1] las 


[77-20] x = reosà , y =rsendk , z = f(r) 
con coeficientes de Gauss (para u =r, v =À) dados según [77-7] por 
[77-21] Ja =T , ga =U , ga =l +PP, 


con coordenadas Curvilíneas también ortogonales. 


3. Representaciones conformes planas de una superficie. — 
Dada la superficie terrestre, bien por [77-10], bien por [77-16], 
las representaciones cartográficas se obtendrán analíticamente 
mediante las ecuaciones 


[77-22] = fı (p,à) , Y =b(p A) 


que hacen a a cada punto P de la superficie terres- 
tre dado por los parámetros (q,A), un punto imagen P’ de la 
carta de coordenadas supuestas rectangulares (X, Y). Las fun- 
ciones [77-22] definen la clase de representación que se con- 
sidere, sus propiedades generales y las características esencia- 
les que permiten confeccionar la carta. 

El mismo plano paramétrico X =u, Y =% a que están re- 
feridas las ecuaciones [77-1] constituye un ejemplo inmediato 
de representación plana de la superficie [77-1]. Sin embargo, 
es importante el estudio de la representación general 


[77-23] X =X(uv) , Y = Y(u, v) 


para que podamos hacerla cumplir determinadas condiciones. 
Entre éstas supondremos siempre que las funciones [77-23], 
y también en particular las [77-22], tienen derivadas parciales 
continuas con jacobiano 9(X, Y)/2(u, v) distinto de cero en 
todo punto de la representación. 


326 XX. GEOMET, DIFERENCIAL DE CURYAS Y SUPERFICIES $ 717 -3 


Al elemento de arco ds [76-3] de la curva C de la superfi- 
cie, le corresponderá en la carta un elemento de arco ds” de la 
curva imagen C’ dado mediante 


[77-24] ds”? = dX? + dY? =(X,du+X,dv)? + (Y du + Y dv)? = 
= YiiPdu? + 291 dudo + ga do?, 
La razón m definida por 
[77-25] d7 = mds , 


cociente límite ds’/ds para dt — 0 sobre [77-3], se llama dilata- 
ción lineal correspondiente a la dirección (du, dv) que parte del 
punto P (u,v) considerado. 

La representación plana de la superficie S se llama confor- 
me si la dilatación lineal m sólo depende de las coordenadas 
(u,v) del punto P, pero fijado éste, es la misma para todas 
las direcciones (du, dv) que pasen por él. Entonces los arcos 
infinitesimales correspondientes a partir de P y P’ son propor- 
cionales, cumpliéndose idénticamente en du, dv la 


[77-26] dX? + dY? = m? (g udu? + 2g pdudv + Ya. dv?) 5 
con m función solamente de u y v. 


Por el teorema de identidad de polinomios enteros (en du, 
dv), es condición necesaria y suficiente para que ello ocurra 
que sean proporcionales los coeficientes de GAUss de las for- 
mas cuadráticas [76-3] y [77-24] en cada punto P, aun cuan- 
do la razón m* de proporcionalidad (dilatación areolar) varíe 
con P. Es decir, ha de ser: 


Xe HYF XXe HYY Ket Ys 
g 


en cada punto (u, v). 
Si dos curvas C, Cı que pasan por P correspondientes a las 
direcciones (du, dv), (Su, dv) forman ángulo w dado por 
dxdx + dydy + d28z 


77-28 e A NA E O 
[ ] a ds. ÒS 


gu duu + gı (duv + dvõu)+ ga.dvdv 


es necesario y suficiente que se cumpla [77-27] para que las 
curvas imágenes C’, C”, formen en la carta el mismo ángulo w, 
pues sólo entonces este ángulo tendrá un coseno, que al estar 
expresado por un cociente análogo al [77-28] con coeficientes 
1,” de la forma [77-24], tomará sus mismos valores para cua- 
lesquiera du, du, du, dv. 

Geométricamente se comprende que al cumplirse [77-26], 
un triángulo infinitesimal de la superficie en P tiene por ho- 
mólogo en P’ un triángulo de lados que tienden a ser propor- 
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cionales a los de la superficie, por lo que los ángulos homólogos 
tienden a ser iguales, es decir, el ángulo de las tangentes de 
dos curvas cualesquiera trazadas sobre la superficie será igual 
al de las curvas homólogas. De aquí se deduce que toda repre- 
sentación conforme es isogonal y recíprocamente. 

Hallar todas las representaciones conformes [77-23], equi- 
vale a resolver el sistema [77-27] de ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales con X, Y como funciones incógnitas, 
para m función indeterminada de u y v. Este problema admi- 
te una infinidad de soluciones, todas las cuales pueden dedu- 
cirse de una de ellas mediante transformaciones conformes de 
un plano sobre un plano, problema íntimamente ligado a la 
teoría de funciones analíticas de variable compleja. 

Dos superficies se llaman aplicables (o isométricas) si se 
puede establecer entre sus puntos una correspondencia biuní- 
voca que conserve las longitudes, es decir que haga 


[77-29] ds =ds , 


para todo par de curvas homólogas que pasen respectivamente 
por cualquier par de puntos. correspondientes. 

Una superficie será aplicable en el plano, si en [77-26] es 
m constante, independiente de u y de v, pues por un cambio 
adecuado de escala en el trazado de la carta ello equivale a su- 
poner m = 1, Se comprende que en general será imposible ha- 
llar dos funciones [77-23] que cumplan las tres ecuaciones 
[77-27] para m = 1, si la superficie [77-1] no cumple condi- 
ciones especiales, Una sencilla demostración de O. BONNET 
prueba (véase Nota) que la condición necesaria para que la 
superficie [77-1] sea aplicable en el plano paramétrico (tal 
puede tomarse el X, Y) es que la superficie sea la envolvente 
de un haz de planos tangentes dependientes de un solo pará- 
metro, condición característica de las superficies desarrollables. 
Recíprocamente se prueba también que toda superficie tangen- 
cial a una curva, es decir toda superficie envolvente de un 
haz de planos tangentes dependientes de un solo parámetro, es 
aplicable sobre el plano. Esto no puede ocurrir nunca, ni para 
la esfera [77-10], ni para el elipsoide [77-16], y por tanto las 
cartas [77-22] que conserven los ángulos, no podrán conservar 
una razón constante para las áreas. 


NoTA. La demostración del teorema según el cual una superficie es 
aplicable sobre el plano cuando y sólo cuando es la superficie tangencial 
a una curva, presupone que las funciones [77-1] poseen derivadas parcia- 
les segundas continuas; sin este requisito el teorema es falso, pues H. LE- 
BESGUE ha dado ejemplos de superficies no regladas aplicables sobre el 
plano (tal un pañuelo arrugado). 


La demostración citada consiste en lo siguiente: Para el plano para- 
métrico los numeradores de [77-27] se reducen a 1, 0, 1 y por tanto, se- 
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gún [77-7], se obtendrán todas las superficies aplicables sobre el plano 
integrando el sistema de ecuaciones en derivadas parciales. 


E F YH z =l p, £o H YY + 2020 = 0 
z t Y kzl. 
Derivando parcialmente respecto de u y de v queda 


Í Lula F Yulia P Zuzu = 0 , 
U Eolus F YoYus F Zeu = 0 > 
J Luluo + YuYuo F ZuZus = 0 
oluv F YY F Zeus = 0 
Lulo F YY F Ze = 0 , 
1 oXov E YY +F ZZi = 0 
Éstas nos dicen que las ternas 
Lus y Yuu y Zuu 5 Luo ) Yuo y Zw ; Xw y Yw , Zw 
son proporcionales (§ 15-6, c) a los jacobianos 
d (y, z) /3 (u, v) , 9(z,x)/0(u, v) , 0(x,y)/0(u, v) , 


los que no son idénticamente nulos, si la superficie [77-1] no se reduce 
a una curva ($ 68-3). Se tienen, pues, las relaciones 


el Luv = Yuu! Yuo S Za Za , 


mostrando que el jacobiano de cada dos de las tres derivadas Xu, Yu, Zu 
es idénticamente nulo, por tanto, %u, Yu Zs son funciones de una misma 
variable t ($ '68-3). Del mismo modo resulta que £s, Yv, 2. son funcio- 
nes de una misma variable t'. Ambas variables t, t' se reducen a una 
sola, por verificarse idénticamente 2%,%o. + YuYo + 212 = 0. Por tanto, los 
parámetros directores del plano tangente genérico de la superficie de- 
o un solo parámetro, y por tanto la superficie es desarrollable 
74-5). 

Recíprocamente, sea una superficie desarrollable 
[75-20] r = p(s) + up’ (8) 
referida a su arista de retroceso T' de ecuación vectorial r= p(s). Así 
se han expresado las coordenadas de un punto cualquiera M de la super- 
ficie desarrollable en función de dos parámetros u y 8. 

La expresión de la diferencial de arco dø de una curva trazada so- 
bre la superficie, será en virtud de las fórmulas de FRENET (§ 783-5): 

do? = (du + ds)? + u*ds*/r;* 
donde r, es el radio de curvatura de flexión de la arista de retroceso T, 
sin que intervenga la torsión de ésta. 

La curvatura de flexión e, =1/7, es una función determinada fi (8) 
del arco s y la relación 1/r, =f.(s) es también la ecuación intrínseca 
(§ 73-9) de una curva plana que se puede construir, Si P’ es el punto 
en esta curva plana correspondiente al punto P de T determinados por el 
mismo valor de s, los radios de curvatura correspondiente serán los mis- 
mos. Si llevamos sobre la tangente en P’ a la curva plana una longitud 
u = P'M'— PM, se determina en el plano de esta curva un punto M’ co- 
rrespondiente al punto M de la superficie desarrollable. Ésta es isomé- 
trica, pues las diferenciales do de los arcos de dos curvas correspondien- 
tes definidas ambas por la misma ecuación u—«q(s) tendrán la misma 
expresión para las dos curvas. 

La demostración anterior falla para el cono y el cilindro ($ 75-3), 
pero el teorema subsiste en ambos casos como .es fácil comprobar directa- 
mente, 

lil.teorema anterior es también consecuencia inmediata de un célebre 
y fundamental teorema de GAUSS según el cual la curvatura total es la 
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misma en los puntos correspondientes de dos superficies aplicables, lo que 
se prueba ($ 76, ejercicio 9) viendo que la curvatura total ($ 76-3, nota 2) 
depende sólo de los coeficientes Y: y de sus derivadas parciales primeras 
y segundas respecto de u y v. Entonces, una superficie es desarrollable 
cuando y sólo cuando en todos sus puntos la curvatura total es nula, es 
decir, cuando y sólo cuando todos sus puntos son parabólicos. 


4. Ejemplos: representación de Mercator y estereográfica 
polar. — a) Representación cilíndrica. — Si consideramos un 
cilindro circunscrito a la superficie terrestre a lo largo del 
ecuador y proyectamos sobre él los meridianos y paralelos por 
la intersección de sus respectivos planos sobre el cilindro, al 
desarrollar éste tendremos una proyección cilíndrica en que la 
red de meridianos y paralelos de la carta estará formada por 
dos haces de rectas paralelas, perpendiculares entre sí. Toman- 
do el ecuador rectificado como eje X, y la proyección ortogo- 
nal sobre el cilindro del meridiano de Greenwich como eje Y, 
las ecuaciones [77-22] para la esfera [77-10], serán aquí 


[77-30] X= , Y=asng , 
pues la X será la longitud del ecuador rectificado a partir del 
meridiano de Greenwich y la Y de [77-30] coincide con la z 
de [77-10]. 

El elemento de área de la superficie esférica es 


[77-31] ado .rdàì = a? cosọdọodà , 
coincidente con el 
[77-32] dXdY = a?cos p dp da, 


de su representación [77-30], que es por tanto equivalente, 

Recordando [77-11], la condición [77-27] se convierte para 
[77-30] en 

2 2 2 
[77-33] A 
a a? cos? y 

sólo verificada en el ecuador q = 0; por tanto, la proyección 
cilíndrica [77-30] de la superficie esférica no es conforme. 


Si en lugar de las ecuaciones [77-10] de la superficie esférica, con- 
sideramos las [77-16] del elipsoide, las [77-30] se convierten en 


[77-34] X=4a1 , Y = a(1—€s)sen p/A 


con A dado por [77-17]. SEF 
Teniendo en cuenta [77-15] el elemento de área del elipsoide de revo- 
lución es 


a (1 — e°) cos ọ 
(1 — ex sen? y)? 
mientras que el de su representación [77-34] es 


[77-36] dira HU a 
(1 — ex” sen” qp)*/ 


[77-35] Mdo rdì = pd , 


dando una dilatación areolar 
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_ dxXdY 
| Mr dọ dÀ 
lo que prueba que la proyección [77-34] no es equivalente para e, distinto 
de cero; en cambio, confirmamos que esta representación es equivalente 
si suponemos esférica la superficie terrestre. 

Recordando [77-18], la condición [77-27] se convierte para [77-34] en 

a (1 — e)? cos? o /A° a 

77-38 —— aM a 
L ] a (1 — e°)?’ / A° a? cos” p/A* 
que se verifica solamente en el ecuador p= 0; por tanto esta proyección 
cilíndrica no es conforme, ni para el elipsoide, ni para la esfera (e, = 0). 


[77-37] =(1—e' seno)” =A , 


b) Representación de MERCATOR. — Consiste en la anterior 
representación cilíndrica a) modificada. Conservando los me- 
ridianos X = aì de la representación [77-30], veamos cómo de- 
ben espaciarse los paralelos a partir del ecuador mediante una 
función Y =af(qp) para que se cumpla [77-27]. 

Por [77-11], la condición [77-27] se convierte en 


a [f (g)]? e 


Š 25 To 
[77-39] K a? a? cos? y 


o sea f'(q)=1/cosq. La función buscada es, pues, la primi- 
tiva de la secq y vale ($ 52-3, ejemplo 3) 


f(g) = Intg(F1+14 q). 


Resulta así la proyección de MERCATOR para la superficie 
esférica 
_ a 1 + sen ọ 
[77-40] X=al Y =altg(41+140) o 
con coeficientes de dilatación lineal m = 1/cos y dado por 
[77-39] + los paralelos se van espaciando con el crecimiento de 
la latitud, yéndose los polos al infinito, 


Si procedemos en forma análoga para el elipsoide de revolución 
[77-16], por [77-18], la condición [77-27] es ahora 


arg. e 





-41 2 = = Port 
[77-41] qe a? (1 — eř#)*/ A° arcos ya? ? 
lo que permite calcular 

P 
(1 — e?) do 
7-42 A a 
[7 ] flg) Í (1 — ex sen” q )* cos q 
0 


T q e 1 — e, sen y 

= intel — +) A 
El A ee n 
Así resulta conforme la representación cartográfica. 


[7743] X=a, Y=0[mu(P+ E) 41 | esmo] 


2 2 "1 + €, sen y 
del elipsoide de revolución [77-16], con dilatación lineal 
a AE A d:/2 
[7744] a a 


cos y a 
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creciente con q y tendiendo a œ% en los polos; la dilatación areolar viene 
dada por m’. 


La [77-40] es caso particular de la [77-43] para e.=0. 


c) Proyección estereográfica polar. — Supuesta la Tierra 
esférica (fig. 260) y empleando 
coordenadas polares 


[77-45] X =pcos1, Y =p send 


la proyección estereográfica del 
hemisferio desde el polo sobre el 
plano del ecuador viene dada por 


[77-46] o = atgj40 


donde 9 =+x—oy es la colatitud 
del lugar P. El elemento de arco 
en la carta, dado en coordenadas 
polares por 


[77-47] ds? = dọ? + e?d2? 
será en virtud de [77-46] Fig. 260 





de? 
£ A 2 tg? 2, 
[77-48] ds a RAS tg? 4 0 da 
mientras que por [77-11] el de la esfera es: 
[77-49] ds? = a2d0? + a? sen? 0d2  , 
verificándose idénticamente en 8: 
1 _ te-40 
1042801 4cost40  sen?g ” 


al ser sen? 8 = (2 sen 4 8 cos 4 0)? = 4 cost 4 0 tg? 48. Por tanto 
la proyección estereográfica [77-46] de la esfera [77-10] es 
conforme. Su dilatación lineal 

E 1 

— 2cos? 49 

vale la unidad en el ecuador y 4 en el polo. 


[77-51] 


En el elipsoide de revolución, la proyección estereográfica polar so- 
bre el plano del ecuador viene dada mediante 


A A 
[77-52] Tr 7 (1—e)rteo +b 


por ser (1—.ex*)rtg o el valor de la ordenada de la elipse. De [77-52] 
deducimos 


A o EA 
[77-53] € = aer sen q + (1—er sen q) 7 


que da para q una ley distinta a la [XX-52] que encontraremos en la 


332 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES 8 74 -4 


nota 11 como necesaria para que en este caso la representación fuese con- 
forme. Por ser el polo centro de proyección, punto umbíilico del elipsoide de 
revolución, con métodos geométricos proyectivos puede fácilmente demos- 
trarse* que las secciones planas (rectas u oblicuas) del elipsoide de revo- 
lución se proyectan según círculos, pero como queda dicho, la representa- 
ción no es conforme. La [77-53] se convierte en la representación con- 
forme [77-46] para e. =0. 


5. Proyección conforme cilíndrica transversa de Lambert-Gauss. — Las 
proyecciones cilíndricas transversas son apropiadas para representar te- 
rritorios extendidos preferentemente en la dirección N-S. 

En ellas se emplea como superficie intermediaria un cilindro tangente 
a la superficie terrestre a lo largo del meridiano central de la región que 
se deba representar (fig. 261). 

Si la longitud respecto de Greenwich del meridiano de tangencia es 





Fig. 261 


Ao, designemos por l la longitud de cualquier meridiano de la región a 
representar, contada a partir del meridiano de tangencia que llamaremos 
principal, de manera que 


[77-54] L= kde 


El cilindro será elíptico para meridiano elíptico, pero suponiendo la 
Ticrra esférica, dicho cilindro será circular; al primer caso corresponde 
lu proyección de GAUSS-KRUGER y al segundo la proyección cilíndrica 
irnusversa de LAMBERT. Ésta es particularmente sencilla porque entonces 
pueden aplicarse las consideraciones establecidas al tratar de la proyec- 
ción de MERCATOR; dada la pequeñez de la excentricidad de la Tierra, el 
trazado de la carta geográfica de LAMBERT diferirá muy poco de la geo- 
dósica de GAUSS-KRÜGER. 

Para traducir a esta proyección de LAMBERT lo establecido en la de 
MERCATOR, el meridiano de tangencia o principal sustituirá al ecuador y 
los polos M y Q de los hemisferios determinados por dicho meridiano 
u4umirán el papel de los polos terrestres N y S (fig. 261). En vez de los 
puralclos habremos de considerar círculos menores (que llamaremos seudo- 
¡mralelos) cuyos planos son paralelos al del meridiano de tangencia y en 
vez de los meridianos tendremos círculos máximos (seudo-meridianos) 
que pasarán por los seudo-polos M y Q. 


* Law generatrices de la cuádrica en el punto umbfílico son las rectas isótropas, 
rortadas por eumbunier plano de sección en puntos que se proyectan desde dieho pola sobre 
el plano del ecuador (paralelo a] plano langente en el polo) según los puntos cíclicos. 
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Las coordenadas que en este caso hacer el papel de latitud p y de 
la longitud 1 son la seudo-latitud y contada sobre el arco de seudo-me- 
ridiano a partir del meridiano de tangencia o principal y la seudo-lon- 
gitud p, ángulo que forma el seudo-meridiano con el ecuador tomado como 
origen de seudo-longitudes. 

Tomando como eje X el meridiano de tangencia o principal rectifi- 
cado, contado positivamente hacia el N, y como eje Y la proyección del 
ecuador, las ecuaciones [77-40]. de la proyección de MERCATOR se tradu- 
cirán aquí por las 


- = =ante( E Y) Sa 
[77-55] X = ap , Y = alntg(2 +) = am * 
Los haces de rectas paralelas a 
x los ejes coordenados en la carta, se- 


rán imágenes de los seudo-paralelos 
y seudo-meridianos (fig. 262), mien- 
tras que los meridianos y paralelos 
geográficos tendrán por imágenes ha- 
ces de líneas curvas, mutuamente or- 
togonales por tratarse de una repre- 
sentación conforme. 

Para obtener las coordenadas 
(X,Y) de los puntos P’ de la carta 
en función de las coordenadas geo- 
gráficas (q,1) del punto P de la su- 
perficie terrestre, bastará efectuar 
el cambio de coordenadas (wy,p) al 
(q, 1) mediante el triángulo esférico 


o 
x< 
o 
c 
o 
v 
Z 
o 
zZ 
7 


Ecuador * 





Fig. 262 


NPM (fig. 261). Por el teorema del 
seno ($ 60, ejercicio 28) es 
senPM _ senPN 
snN “" senM ” 
y entonces 
[77-56] cosycosp = cospeos! , 


mientras que por el teorema del coseno ($ 60, ejercicio 11) 
cos PN = cosPMcos NM + senPM sen NM cos M 
cos PM = cos PN cos NM + sen PN sen NM cos N 
y entor.ces 


[77-57] sen ọ = cosy sen p 

[77-58] sen y = cospsen!., 
De las [77-56] y [77-57] deducimos 

[77-59] tgp = tgọsecl , 


y ep ieando [77-58] y [77-59] a las [77-55] obtenemos las fórmulas bus- 
cadas: 


f X _ 1 1 + cos y sen l 
[77-60] tg i = tgọsecl , Y = 3 ant 
que dan las coordenadas de los puntos de la carta en la proyección con- 
forme cilíndrica transversa de LAMBERT. 

Si se elimina q entre ambas ecuaciones [77-60] se obtendrá la ecua- 
ción en X, Y de un meridiano l = l, de la carta, mientras que si elimi- 
namos l entre ambas [77-60] obtendremos la ecuación de un paralelo 
P = po. También pueden considerarse las [77-55] como ecuaciones para- 
métricas de un meridiano l= h, si los parámetros y y p están ligados 
mediante 


[77-61] tgy = tghcosp , 
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deducida de las [77-58] y [77-56]. Del mismo modo las [77-55] son ecua- 
ciones paramétricas de un paralelo p= qo, si los parámetros y y p es 
tán ligados mediante 


[77-62] cos y sen p = sen Qo 
que es la misma [77-57]. 


Obsérvese que las fórmulas de MERCATOR [77-43] para el elipsoide de 
revolución no son útiles para ser aplicadas directamente a una proyección 
transversa debido a que en este caso los seudo-paralelos son elípticos. 


La dilatación lineal m, dada en la proyección de MERCATOR por 
[77-39], será aquí, teniendo en cuenta [77-58]: 


1 1 
[irea] di cosywW (1— cos? qp sen? 1)*/? * 

La fórmula [77-63] nos dice que la carta queda poco deformada para 
pequeños valores de y, es decir de 1 o de Y, y por tanto será apropiada 
para representar husos esféricos cuyo meridiano central sea el principal. 

Para pequeños valores de l son adecuados los desarrollos X, Y, m, 
en series de potencias de 1, debiendo resultar casos particulares de los 
de GAUSS-KRUGER (Nota IV) cuando se anula la excentricidad, 

La proyección de GAUSS-KRÚGER es una representación conforme, que 
queda completamente determinada (Nota III) por las siguientes condi- 
ciones: 





1%) La imagen del meridiano central del huso o faja a representar 
adoptado como principal es el eje de las abscisas, tomado positivamente 
hacia el Norte. 


29%) Cada segmento del eje de las abscisas es igual al arco elíptico 
del meridiano que representa. 

La representación de GAUSS-KRUGER, como generalización de la de 
LAMBERT es una proyección cilíndrica modificada. 


NoTA. El Instituto Geográfico Militar, que tiene a su cargo la eje- 
cución de los trabajos geodésicos fundamentales en Argentina, adoptó en 
1925 el elipsoide de HAYFORD, cuyos parámetros se han dado en [77-12], 
[77-13] y [77-14]. Se toma además como punto de arranque para el 
cálculo de las coordenadas geodésicas el Observatorio de Córdoba y como 
azimut de orientación el de un lado de la triangulación principal emer- 
gente de este punto. 

Las mediciones horizontales se representan en coordenadas rectangu- 
lnves mediante la proyección conforme de GAUSsS-KRUGER de cada una de 
las siete fajas meridianas de 30 de ancho en que se divide la Repú- 
blica. con meridianos centrales en las longitudes 720, 690, 66%, 630, 600, 
57? y 540 al Oeste de Greenwich. Las abscisas se cuentan desde el polo 
Sur hacia el Norte y las ordenadas de Oeste a Este. Para distinguir 
por sus ordenadas las siete fajas entre sí y emplear sólo números positi- 
vos se atribuye a los meridianos centrales las siguientes ordenadas: 


Al meridiano 720, central de la 1% faja, la ordenada 1500 000 
o 2 


i 69 i 2 f 2 500 000 
i 660 a ga 5 3 500 000 
5 630 E 42 $ 4 500 000 
A 600 pe 5% x 5 500 000 
de 570 = ga s 6 500 000 
n 540 E 7e j 7 500 000 


La longitud l en medida radial, se cuenta para cada huso a partir del 
meridiano principal. de acuerdo con lo establecido en [77-54]. El valor de- 
finitivo de la ordenada Y de la carta se ontendrá sumando al dado por 
In- formulas el que corresponda al meridiano central de la faja respec- 
lion, 
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El ancho de 3% adoptado para los husos hace que en sus bordes y en 
el caso más desfavorable, la dilatación lineal sea 


[77-64] m < 1,000 53 , 
es decir la máxima dilatación areolar no llega a 11 m” por hectárea, 
Para conseguir la necesaria conexión entre los husos contiguos, se esta. 


blecen zonas de superposición en los bordes de los mismos para determi- 
nar allí coordenadas en los sistemas correspondientes a ambos husos. 


EJERCICIOS 


1. Recordando que la proyección estereográfica conserva los ángulos, 
hallar la expresión analítica de la loxodrómaca, curva que forma ángulo 
constante con los meridianos. Puede obtenerse mediante su proyección 
estereográfica desde el polo, que es una espiral logarítmica. 


2. Demostrar que las coordenadas [77-60] de los puntos de la carta 
en la proyección conforme cilíndrica transversa de LAMBERT-GAUSS admi- 
ten los siguientes desarrollos en potencias de l: 


1? cos” q. at l cost o. at 
NE 2 24 


Pecos" y. at 
A, dd s tt le $ 
720 (61 — 58 + t) + O(P) ; 


(6) + 


+ 


P cos o.a 
6 


(5— 188 + t) + O(5) 


Y = Icosqp.a + (1-1) + 


Pecos qp.a 
+ 120 
con t=tg q. 
3. La dilatación lineal [77-63] de la proyección de LAMBERT-GAUSS 
admite el desarrollo en potencias de l: 
P cos? l cost o 
Pore Lorg, 


2 a ORIO 


mx=1laA+ 


con t= tgọ. 


4. La dilatación lineal [77-63] de la proyección LAMBERT-GAUSS 
admite el desarrollo en potencias de la coordenada Y de la carta: 


ya Y’ Y* 
MA 20 ar + 0 (7). 


5. En la proyección de LAMBERT-GAUSS se llama convergencia del 
meridiano al ángulo y que forma la curva con la paralela al eje X. 
Demostrar que es 

tey = senp.tgl , 
con desarrollo en potencias de 1 dado por: 
2 
.t 
tg y = leosg.t + Foretage + 
5 5 t 
E A + 00) 


donde t= tgọ. 
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NOTAS AL CAPÍTULO XX 


I. La elipse indicatriz de Tissot. — La figura resultante de suponer 
prolongada la superficie de los océanos por debajo de los continentes re- 
cibe el nombre de geoide. Para su precisa representación cartográfica se 
necesita un estudio más profundo del realizado en $ 77. En aras de su 
mejor comprensión, nos limitaremos a explicar los puntos fundamentales 
de dicho estudio en forma geométrica y sintética; supuestas conocidas 
las propiedades y condiciones que rigen la continuidad de funciones, los 
infinitésimos y el paso al límite, dicha forma de tratar la cuestión podrá 
alcanzar todo el rigor deseado. 

Para cualquier forma del geoide, supondremos siempre que sobre 
éste los paralelos constituyen el haz de trayectorias ortogonales al haz 
de meridianos. 

Si la superficie [77-1] y su representación cartográfica [77-23] cum- 
plen las condiciones de diferenciabilidad y de correspondencia biunívoca 
establecidas al formular dichas ecuaciones [77-1] y [77-23], en puntos 
correspondientes P de la superficie y P’ de la carta, las direcciones y 
arcos infinitesimales se corresponderán en la forma vista en [77-25]. 
Además, en esas condiciones, existen a partir de P dos direcciones orto- 
gonales ¿, y de la superficie a las que corresponden a partir de P’ dos 
direcciones de la carta ¿', y”, también ortogonales, cualquiera que sea la 
naturaleza de la superficie y su modo de representación. En efecto, su- 
pongamos que en la superficie a las tangentes ortogonales CE y PD les 
corresponden las C'E' y P'D' en la carta (fig. 263). Si el ángulo C'P'D' 





P:P” did? ads EsE 


Fig. 263 Fig. 264 


es agudo y el D'P'E' es obtuso, imaginemos que el ángulo recto CPD 
gira en sentido retrógrado hasta coincidir con el DPE; por la continui- 
dad de la representación, su imagen en la carta variará con continuidad 
desde C'P'D' a D'P'E' y por tanto existirá al menos una posición inter- 
media formada por dos direcciones ortogonales ¿”, y” correspondientes a 
otras dos £, y de la superficie, también ortogonales. Sean a' y b' las di- 
lataciones lineales [77-25] referentes a esos pares de direcciones corres- 
pondientes llamadas direcciones principales, es decir, sea 

[XX-1] dë = a'di , dy = D'dy. 

Supongamos la carta sobre el plano tangente a la superficie de ma- 
nora que P'}' coincida con Pë y P'y con Pp, por lo que a todo rectángulo 
infinitesimal] de diagonal PP, = ds le corresponderá en la carta un rec- 
tangulo infinitesimal de diagonal PP',=de' (fig. 264). Consideremos en 
ln direccion PP, un punto Q tal que 


¡XX -2] PQ = 4 da. 
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Si se tiene en cuenta la primera de las [XX-1], de [XX-2] se de- 
duce que la abscisa de Q es df’, es decir, la misma que la de Pr. 

Si u es el ángulo que P¿ forma con PP, y u' es su correspondiente 
¿'P'P”,, se ve en la fig. 264 que la razón de las ordenadas de los puntos 
P’ y Q es la misma que la de las pendientes 


r an e 
[XX-3] tgw = de? tgu = de 


entre las direcciones correspondientes ds y ds’, es decir, teniendo en 
cuenta las [XX-1], dicha razón vale 


[XX-4] R gt 
tgu a 


independiente de la posición particular de Pı. Suponiendo ahora que el 
plano tangente a la superficie se levanta sobre el de la carta, girando 
alrededor del eje P¿ un ángulo igual al arccos(b'/a'), los puntos P,’ 
podrán considerarse proyecciones ortogonales de los puntos Q así ende- 
rezados y por tanto la circunferencia del plano tangente de radio a'dse 
se proyectará ortogonalmente en una elipse de semiejes «ade y b'ds. 
De [XX-4] se deduce también analíticamente que las coordenadas de Q 
son (dé, (a'/b')dy') las que verificarán la ecuación de la circunferencia 
de centro P y radio a'ds, es decir, se cumple 


1d 1 E . 

le) + b” +) ol 
lo que prueba que P/ está en la elipse de semiejes a'ds y b'ds. Por 
tanto, a: una circunferencia infinitesimal de centro P y radio ds cons- 
tante tomado como unidad (ds=1) en la superficie, le corresponde en 
la carta la llamada elipse indicatriz de TissorT de centro P” y semiejes 
a' y b' (con ds=1). Dicha elipse da la alteración longitudinal de la 
carta en P’, es decir, la ley de variación de la dilatación lineal m 
[71-25] desde un máximo a' hasta un mínimo b', valores extremos que 
corresponden a las direcciones principales. 

La alteración del ángulo u viene dada por u—u', deduciéndose fá- 

cilmente de [XX-4] la 


£ 1 


, a Ten , 
[XX-5] sen (u —u') = agp n +u) , 
produciéndose la máxima alteración 
[XX-6] U — U' =w para U + U'= da. 
De [XX-5] obtenemos para œ 
| senw = ooe ra e 
a a' b’ , Da 111 , 
[XX-7] di a AN 
| 1 Va'— vb' 
te—T— o = —= 
2 va' + Vb 
y también 
T W a b 
- = te( = + =) = 4\— , tU = up — 
[XX-8] tgU te(Z y >) NE , tgU > 


que da en la superficie la dirección U=x/4 + 0/2 a la que corresponde 
en la carta la dirección U"=x/4—w/2 en que la alteración u— u' al- 
canza su máximo w. Esta máxima alteración corresponde a ángulos 
contados a partir del eje ¿=%'. Si consideramos ángulos cualesquiera 
APB, refiriéndolos a dicho eje 


APB = AP + ¿PB = ¿PB — ¿PA , 
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como a uno y otro lado del eje ¿=f los ángulos se alteran simétrica- 
mente, la máxima alteración angular vendrá dada por 2w. 


Si consideramos a partir de P dos direcciones perpendiculares cua- 
lesquiera de la superficie, las direcciones correspondientes en la carta a 
artir de P’ vendrán dadas por dos diámetros conjugados de la elipse 
indicatriz de TISsoT, cuyas longitudes serán las respectivas dilataciones 
lineales m y m, (en virtud de [77-25] para ds —1) y formando entre 
sí un ángulo ¿ix—e, si e es la alteración sufrida en la representación 
por el ángulo ¿x de ambas direcciones ortogonales de la superficie. Los 
conocidos teoremas de APOLONIO referentes a la elipse dan las fórmulas 


[XX-9] m + m? =a’ + b” , mmcose = 0d”. 


Al elemento de superficie de área mds? dado por el círculo infinite- 
simal de centro P y radio ds, corresponde en la carta al elemento de 
área rna'b'de* dado por la elipse infinitesimal de centro P” y semiejes a'ds 
y b'de. Por tanto, la dilatación areolar o vendrá dada por 


Elemento área carta Ha 
LAZO] ° = "Elemento área superficie w 


Si M designa el radio de curvatura del meridiano y r el del para- 
lelo, en la superficie terrestre, el elemento de arco infinitesimal viene 
dado por 


[XX-11] ds = + VM'dqg+ Fd} , 


en que Mdọ es el elemento de arco de meridiano y rdà el elemento de 
arco de paralelo. 


Designemos por dp ej elemento de arco de la imagen del meridiano 
y por dr el elemento de arco de la imagen del paralelo en una repre- 
sentación cartográfica cualquiera dada por las ecuaciones [77-22]. Las 
proyecciones sobre los ejes X, Y del elemento de meridiano du serán 


of, of, 
Xo . dọ = — dọ , Y, . dọ = —d 


y análogamente las correspondientes proyecciones del elemento de para- 
lelo dr serán 


0 ð 
Xa . di = 3-0 , Yr di = 0. 
Por tanto 
Of, y? of 2 1/2 
a (57) + (57) ]ó1o > 
P Q 
[XX-12] 


Of, 2 ( ðf: 2 Jo 
clarita]. 
Designemos por h y k las dilataciones lineales correspondientes res- 
pectivamente al meridiano y paralelo que pasen por P, es decir 


du pa dr 
Md ” T rd 
y teniendo en cuenta [XX-12], se obtiene 


E ET 
3 Aa Y Y 
[+ (ay) 


Si designamos por eo la alteración del ángulo que en la carta sufre 





[XX-18] h = 


[XX-14] 
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el ángulo ¿x que forman entre sí meridiano y paralelo en la superficie 
terrestre, las fórmulas [XX-9] para este caso particular serán 


[XX-15] kF + k =a” + b? , kkceosse = ab. 


Al rectángulo elemental de la superficie terrestre cuyos lados son 
los elementos de meridiano y paralelo, de área infinitesimal Mde. rda, 
corresponde en la carta el paralelogramo infinitesimal abarcado por los 
segmentos dirigidos du y dr, cuya área infinitesimal en función de las 
componentes de estos segmentos dirigidos es ($ 60-6, e): 


Xp dp Yo de dfa dfe dfu dfa 
EASI iea ya ( dp ` a dg ) ao a. 








Por tanto, la dilatación areolar [XX-10] valdrá: 


1 of, of: of, 0ís E 

[XX] Pe o a 2% a) = "8 
Conocidas las funciones f.(q,1) y fz(qp,A), es decir, dada la repre- 
sentación cartográfica [77-22], las fórmulas [XX-14], [XX-15] y [XX-17] 
permiten hallar los semiejes a' y b' de la elipse indicatriz de Tissor, la 
máxima alteración angular 2w mediante [XX-7], la dilatación areolar ou 
y la variación angular e. experimentada en la carta por el ángulo recto 
que en la superficie terrestre forman entre sí el meridiano y paralelo. 


Así, por ejemplo, de [XX-15] y [XX-17] deducimos la suma y dife- 
rencia «œ +b y a’ —b’ mediante 
1 of, 1 ôf: y 
E , PND SS 2 2 pa AN e 
[XX-18] (w+ = 44 o (ar) + 
1 of, 1 o, y 





1 0, 1 sn 
E rn — s 2 __ — —— o e o. a, 
[XX-19] (4 —b)= h+k 20 = (= e — 
1 ot, 1 Y 
era +2”) 


y también de [XX-15], [XX-14] y [XX-17] obtenemos 
of, o, of: of, 
do a l op AA 
of, Ofe df: Of. * 
ap a a p 
Estas fórmulas se aplicarán al elipsoide de revolución recordando las 
[77-15] y en particular a la esfera de radio a con excentricidad e, =0. 


[XX-20] coss = r , tge = 


II. Caracterización de las representaciones: ejemplos. — La condi- 
ción necesaria y suficiente para que la dilatación lineal m sea la misma 
en cualquier dirección a partir de P, es que la indicatriz de TIssoT se 
convierta en una circunferencia. Por tanto, la representación es conforme 
cuando y sólo cuando para todo punto P se cumple 


r 


[XX-21] + =1. 

En cambio, recordando el valor [XX-10] de la dilatación areolar, la 
representación es equivalente cuando y sólo cuando para todo punto P se 
cumple 
[XX-22] ab = 1. 


En una representación conforme [XX-21], todo par rectangular de 
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direcciones es principal, la dilatación lineal en cualquier dirección a par- 
tir de P es constante 


[XX-23] m=00"=Db=h=k 

(aun cuando varíe con P), la dilatación areolar o vale 

[XX-24] o=zm , 

y las alteraciones angulares £, £o u— uw y œw son nulas, es decir 
[XX-25] EE =U—V0=0=0 , 


deducidas fácilmente al aplicar [XX-21] y [XX-23] a [XX-9], [XX-5] 
y [XX-7]. Volvemos, pues, a encontrar la isogonalidad característica de 
las representaciones conformes. 

Para profundizar el estudio de las representaciones conformes, es 
muy útil sustituir la latitud q por una nueva variable q, contada tam- 
E a Parin del ecuador y tal que el elemento de meridiano se exprese 
mediante 


[XX-26] rdq = Mdọ , 
es decir, la nueva variable viene dada por 


i 
M 
[XX-27] a= f Lap, 
0 


En las antiguas variables paramétricas q, A, a la subdivisión del 
plano paramétrico en cuadrados elementales dp =di correspondía una 
subdivisión de la superficie terrestre en rectángulos elementales Mdq == 
Æ "do. mientras que con las nuevas variables paramétricas q, A, a la 
subdivisión del plano paramétrico en cuadrados elementales dq = di, co- 
rresponde una subdivisión de la superficie terrestre en cuadrados ele- 
mentales rdq = rd?.. 

Cou la nueva variable q. las fórmulas [XX-13] se convierten en 

SAA ai 1 du 1 dr 
[XX-28] AS ASA 
de manera que las representaciones conformes se caracterizan por las 
formulas (igualdad de diametros conjugados perpendiculares para la 
elipse indicatriz de Tissot, 


du dr 
[XX-29] st =0-, a a” 


En estas [XX-29] no figuran explícitamente M y r y son válidas 
cualquiera que sea la forma del meridiano terrestre. Según sea esta 
forma, así se obtendrá una u otra expresión [XX-27] para la nueva 
vurintle q en función de la latitud p. En particular, si la superficie de 
ln Tierra se supone esférica, la [XX-27] da 


(XX-30] q = f E NE In tg (7 + 2) ; 


De ahi, que resuelto el problema de la representación conforme en 
determinadas condiciones para la forma esférica de la Tierra, para pasar 
de ella a la que corresponde a la hipótesis de una cierta forma atribuída 
n los meridianos terrestres, bastará reemplazar en los resultados obteni- 
dos el 


me (++) > 


por la expresión de q que convenga a la hipótesis adoptada. 
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Así, para el elipsoide revolución, de [XX-27] y [77-15] deducimos 


P 
(1 —e%) do ( 1 p 
XX-31 = | —_— HE 1 at. 2) 
[ l a f (1 — es sen” p)cos y nte 4 T 2 + 
er 1— e, sen q 

a4 2 t 1 + e seng 
y desarrollando el último miembro en potencias de e, mediante 
[XX-32] q = In tg (2 + +) — efsenp + Ole) , 


podremos darnos cuenta de la corrección atribuible a [XX-30] para pa- 
sara [XX-31]. 

_ La variable [XX-30], muy empleada en Náutica, recibe el nombre de 
latitud ampliada y bajo el nombre de función Lambda de q ha sido ta- 
bulada por GUYOU. 

Las proyecciones cilíndricas más sencillas son aquellas en que la fa- 
milia de meridianos tiene por imagen un haz de rectas paralelas y la 
familia de paralelos se representa por otro haz de rectas paralelas per- 
pendiculares a las primeras. Los desarrollos cilíndricos son caso particu- 
lar de ellas; por ejemplo, puede considerarse un cilindro circunscripto a 
la superficie terrestre a lo largo del ecuador, cuya imagen se tomará 
como eje X, mientras que la imagen del meridiano de Greenwich se to- 
mará por eje Y; entonces es 


[XX-33] du = dY , dr = dX. 
Por ser principales las direcciones de meridianos y paralelos, se 
cumple 
[XX-34] e=0 , 
es decir, los ejes de la elipse indicatriz son paralelos a-los ejes coorde- 


nados X, Y 
Si suponemos además que el ecuador se rectifica sobre el eje X, será 


[XX-35] X=0k , 

y entonces las [XX-28] se convierten en 

[XX-36] A A 
r dq r 


En particular, para la esfera, en virtud de [XX-26], la [XX-36] se 
convierte en 
[XX-36] A A AA 
a dp cos y 
Las dilataciones lineales máxima a' y mínima b' serán la mayor y 
nenor de [XX-36] o en el caso esférico, de [XX-36"]. 
Si ahora suponemos que la anterior proyección cilíndrica ecuatorial 
ha de ser además conforme, será necesario y suficiente se cumpla 


[XX-37] h=k , 


por lo que teniendo en cuenta [XX-36] y [XX-35] resulta para ecua- 
ciones de la proyección conforme cilíndrica ecuatorial 





[XX-38] X=40d , Y =0q , 
por haber tomado el eje X como imagen del ecuador rectificado (Y =f 
para q = 0), 


La dilatación lineal, constante respecto de las direcciones que parten 
de P', pero variando con el punto P”, según [XX-36] vale 


[XX-39] m = air 


342 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES C., XX -II 


y la dilatación areolar 
[XX-40] o=w<-—a/r, 


Las fórmulas [XX-38], [XX-39] y [XX-40] son válidas cualquiera 
que sea la forma atribuída a los meridianos terrestres. Si suponemos la 
Tierra esférica, la expresión de q será la [XX-30] que convierte la 
[XX-38] en la proyección de MERCATOR [77-40], así como la [XX-39] se 
convierte en la [77-39]. Si suponemos que la Tierra es un elipsoide de 
revolución [77-16], la expresión de q vendrá dada por [XX-31] que con- 
vierte la [XX-38] en la proyección [77-43], así como, en virtud de las 
[77-15], la [XX-39] se convierte en la [77-44]. 

La representación [77-43] es adecuada para representar una región 
ecuatorial y entonces para pequeños valores de q, podremos utilizar el 
desarrollo en serie 


( *X = al 
| Y = 2 e 2 4 
[XX -41] |] = Ae) + g 200 E 
g“ a , . q 
+ 120 (5 — e? + 20e,* — 24e!) + O(q”) 
1 + sen y 


obtenido desarrollando In en forma análoga a la vista 


1 — sen ọ 
lo atun 1 — e e 
en $ 77, ejercicio 4, y —— €, So. en forma análoga a $ 77, 
i 2 1 + eseng 
ejercicio 2 
La dilatación lineal [77-44] tendrá un desarrollo en serie 


[XX-42] m= 143 4(1—=ef) - (6er 300) + 0(9) 


pues basta aplicar el teorema de las series dobles de WEIERSTRASS a la 
serie binómica 








[XX-43] m = ( 1 — + ey send p — el sento — 


cos y 
1 
— Tel senop— ... k 
T A 

La [XX-42] da el desarrollo de [77-39] para e,=0, análogo al en- 
contrado en $ 77, ejercicio 3, 

Supongamos ahora que deseamos imponer la condición de que la car- 
ta tenga circunferencias concéntricas para imagen de los paralelos y sus 
radios comunes para imagen de los meridianos, formando estos últimos 
entre sí el mismo ángulo A que en la superficie terrestre. Utilizando 
para la carta coordenadas polares o, + mediante las fórmulas de trans- 
formación [77-45], los elementos de meridiano du y de paralelo dr serán 
uhora 


[XX-44] ' du = — dọ , d = 0dk , 
siendo también 
[XX-45] to=0, 


lo que nos dice que los ejes de la elipse indicatriz de TissoT se dan so- 
bre las imágenes de los meridianos y paralelos. Las [XX-28] se convier- 
ten ahora en 

1 de 


; E ALEA zre 
[XX-46] kh = T k = Ni 


longitud de los scmiejes de la elipse indicatriz de TISSOT. 
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. Esta representación será conforme cuando y sólo cuando dichos se- 
miejes sean iguales, es decir, para 


[XX-47] de/e =—dq , 


y si tomamos para representar el ecuador la circunferencia de radio a, 
es decir, hacemos corresponder 


[XX-48] Q=4 para q=0 
la integración de [XX-47] da 

[XX-49] In(e/a)=—43 , 
siendo según [XX-46] la dilatación lineal 
[XX-50] m<=elr o, 


fórmulas válidas cualquiera que sea la forma atribuída a los meridianos 
terrestres. Si suponemos la Tierra esférica, la expresión de q será la 
[XX-307, convirtiéndose la [XX-49] en la 


TC P TC p 
[XX-51] e = acot (7 + —)= ate (< z) ; 
es decir, en la proyección estereográfica [77-46], para la que la [XX-50] 
pasa a ser la [77-51]. Si en cambio, suponemos que la Tierra es un elip- 
soide de revolución [77-16], la expresión de q viene dada por la [XX-31] 
que sustituída en [XX-49] proporciona la ecuación que en este caso co- 
rresponde a una representación conforme, es decir la 


n ë o 1 + e, sen q pe 
[XX-52] o=atg(— r) ee 


no coincidente con la [77-53] para e, distinto de cero o de uno; así se 
confirma que la [77-53] no sea en este caso conforme. La dilatación li- 
neal de la representación conforme [XX-52], en virtud de [XX-50] y 


[77-15] vale 
[XX-53] j (1 + e sen ọ)łter , (1 — e, sen q) ¿(1-es) 


Ni 
2 cos" 4 2 ) 
que para e: = 0 se convierte en la [77-51]. 


Para profundizar el estudio de las representaciones equivalentes, 
también será útil sustituir la latitud q por una nueva variable €, contada 
desde el ecuador y tal que el elemento de meridiano se exprese mediante 


[XX-54] E =Mdp , 


es decir, la nueva variable viene dada por 
p 
[XX-55] t= f Mr dọ. 
0 


En las antiguas variables q, à, al rectángulo elemental de área dọ dà 
del plano paramétrico, correspondía en la superficie terrestre el rectán- 
gulo elemental de área variable Mdg . rd), mientras que con las nuevas 
variables Y, 2, al rectángulo elemental paramétrico dí di corresponde en 
la superficie terrestre un rectángulo elemental de la misma área dí d.. 

Con la nueva variable t, las fórmulas [XX-13] se convierten en 





— y -4 E 
[XX-56] a eee 


de manera que recordando [XX-15] y [XX-22], las representaciones equi- 
valentes se caracterizan por la condición 
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du dr 
a a COS & = 1. 

En ésta [XX-57] no figuran explícitamente M y r y son válidas cual- 
quiera que sea la forma de los meridianos terrestres. Según sea esta 
forma, así se obtendrá una u otra expresión [XX-55] para la nueva va- 
riable % en función de la latitud q. En particular, si la superficie de 
la Tierra se supone esférica, la [XX-55] se convierte en 


P 
[XX-58] t= f a? cos o dy = a sen ọ. 
0 


[XX-57] 


De ahí, que resuelta la cuestión de hallar una determinada represen- 
tación equivalente para la forma esférica de la Tierra, para pasar de 
ella a la que corresponde a la hipótesis de una cierta forma atribuída a 
los meridianos terrestres, bastará reemplazar en los resultados alcanza- 
dos a*sen py por la expresión de / que corresponda a la hipótesis adop- 
tada. Así, para el elipsoide de revolución, de [XX-55] y [77-15] se de- 
duce 


_ a*(1—e,) cos y L 
[XX-59] t= a ata? dp = 


ES An sen y ej E 1 + eseng ) 
Es 2 1—ef sen q 2€, 1 — e, sen q 
y desarrollando el último miembro en potencias de e,, mediante 
aer 
3 


podremos darnos cuenta de la corrección atribuíble a [XX-58] para pa- 
sar a [XX-59]. 

Las proyecciones cilíndricas que cumplen las condiciones [XX-33] y 
[XX-34], convierten la condición de equivalencia [XX-57] en la 





[XX-60] g = asen y — (2 + cos” p)senp + O(ex*) 


dY dx 
[XX-61] a a 


siendo según [XX-56] los semiejes a” y b' de la elipse indicatriz de 
TissoT, el mayor y menor de los números 
dY 1 dX 


—— , kz — .—— 
as r di 
Si suponemos además que el ecuador se rectifica sobre el eje X se- 


gún la [XX-35], de [XX-61] obtendremos dY¡dí = 1/a y por lo tanto, 
las ccuaciones de la proyección equivalente cilíndrica ecuatorial serán 


[XX-62] h-=% 


[XX-63] E Zr 


por haber tomado el eje X como imagen del ecuador rectificado (Y =0 
para ¿=0). Los semiejes b' y a' de la elipse indicatrtiz de TISsoT ven- 
drún dados respectivamente, según [XX-62], por 

[XX-64] h=r/a , k=alr , 

y ln máxima alteración angular 2w, en virtud de [XX-8], se obtendrá 
mediante 

x w a 

[XX-05] (+ S ) = 


r 
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Las fórmulas [XX-63], [XX-64] y [XX-65] son válidas cualquiera 
que sea la forma atribuída a los meridianos terrestres. Así, por ejem- 
plo, en la esfera [77-10], la variable ¿ dada por [XX-58] convierte las 
[XX-63] en [77-30], es decir: 

[XX-66] X=Q0h , Y = aseng , 

caso particular de [77-34] para e, = 0, confirmando que entonces la re- 
presentación es equivalente. Para este caso esférico, las [XX-64] se con- 
vierten en 

[XX-67] b' = h = coso , aœ = k = seco 


y la máxima alteración angular 2w se podrá obtener también mediante 
la segunda de las [XX-7] dando 


[XX-68] tgo = > sen ọ tg ọ. 


Si en cambio suponemos que la Tierra es el elipsoide de revolución 
[77- 16], la variable ¢ dada dee [XX-59] convierte las [XX-63] en 


= == Sng 
[XX-69 X= , Y >al ez) da 
i 1 + e, sen y 
A 
E 2e, "T— 0 seno 
no coincidente con la [77-34] para e. distinto de cero o de uno, lo que 
confirma que la [77-34] no fuese en este caso equivalente, La represen- 


tación equivalente [XX-69], recordando [XX-64] y [77-15], tiene como 
semiejes de la elipse indicatriz de TISSOT 


r Cosg , _ p _ (1— e sen’ g)? 
[XX-70] DY" = k = doe a e k = E f 


Pei [XX-7], la máxima alteración angular 2w podrá obtener- 
se de 


(1 — e°)sen q tg o 
XX- = —— a. 
CE U 2(1 — e` sen’ ọgọ}? 


Las [XX-69], [XX-70] y [XX-71] se convierten respectivamente en 
las [XX-66], [XX- 671 y [xX- 68] para e.=0 


TIT. Fórmulas generales para las representaciones cenformes. — La 
condición necesaria y suficiente [XX-21] para que una representación 
sea conforme, aplicada a [XX-19], mediante la introducción de la varia- 
ble q, definida en [XX-27], convierte en virtud de [XX-26] a las [XX-19] 
y [XX-21] en 


; (E ? (É 0, y? 
[XX-72] (a —b' Ls En E) + a ta) | =>. 
La condición necesaria OS para que se cumpla [XX-72] es 


que las funciones reales [77-22] que determinan la representación car- 
tográfica conforme cumplan 


of, afa ofi dfa 
EA aq a A e 


Estas son las ecuaciones características de CAUCHY-RIEMANN ($ 114-2), 
cuyo cumplimiento da la condición necesaria y suficiente para que las 
funciones [77-22] con derivadas parciales continuas sean la parte real e 
imaginaria de una función analítica de la variable compleja q + iù 
(8 114-2). Entonces será 


[XX-74] X + iY = filp,à) + ifalo,A) = Fí(g+4) , 
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en que la función compleja F de variable compleja q + i es monógena 
(tiene derivada única en cualquier dirección) en los puntos del recinto 
en que se cumplan las [XX-73]. 

Si se cumple [XX-73], las funciones [77-22] serán armónicas, es 
decir, verificarán la ecuación diferencial de LAPLACE ($ 91-6, d) 


of af 
[XX-75] ag + a = 0. 


Recíprocamente, toda solución de esta ecuación [XX-75] puede tomar- 
se como función fı ó fə, pues entonces las [XX-73] son compatibles de 
manera que adoptada por ejemplo aquella solución como parte real f,, la 
integración de una diferencial exacta 


a, N) 
df afa 
[XX-76] h= y ( 5 — dq) +0 
(9, My) 


determina, a menos de la constante C, la función conjugada fz. 
La integral general de la ecuación [XX-75] es 


[XX-77] X = f(q +ü) + glq4— ü) , 
con f y g funciones arbitrarias, a la que se asocia su conjugada ar- 
mónica ! , 
[XX-78] y En rl 
pura que se cumplan las [XX-73]. 
De [XX-77] y [XX-78] deducimos 


[XX-79] 21(q+U)=X + Y = F(q+12) 
[XX-80] 2g(q— ù) = X — iY = F(q4— ù) , 


y por tanto para que X é Y sean reales, las funciones f y g deben 
tomar en puntos imaginario-conjugados valores imaginario-conjugados y 
en particular deben coincidir en el campo real. 

En esta forma obtendremos todas las representaciones conformes que 
se deseen. En particular, supongamos que se imponga la condición de 
que un cierto meridiano às tomado como principal tenga imagen rectilí- 
nea en la carta, imagen que tomaremos como eje X en ella. Contemos 
como en el $ 77-5 las longitudes de los demás meridianos por el ángulo 
[ que formen con el principal, es decir, introduzcamos 


[XX-81] l=i—h , 
escribiendo en vez de [XX-74] 
| XX-82] X(9,1) + 1Y (q,1) = F (q + ï). 


Igntonces, para l=0 debe ser Y=0, por lo que de [XX-82] y 
[XX-79] deducimos 
[XX-83] X(q,0) = F(q) = 2f (q) , 
es decir, la representación conforme estará completamente determinada 
mediante la función F(q)=2f(q), que da el modo de desarrollar sobre 
el eje X el meridiano principal. Es lógico que así ocurra, si se tienen en 
cuenta las condiciones que determinan una función analítica [XX-82]. 
Por ejemplo, supongamos que la abscisa de cada punto del eje X 
correspondiente a un punto de latitud q deba ser igual a la variable q 
introducida en [XX-27] multiplicada por el radio ecuatorial a. Será por 
(XX-83], [XX-79] y [XX-80] 


[XX-84] aq = 2f(q) = 28(4) = F (q) , 
en decir, In [XX-82] se convierte en 
[XX-RD] X -+ iY = a(q+1) , 


C. XX -III FÓRMULAS GÐNERALES PARA REPR. CONFORMES 347 


y separando variables, se obtiene la representación conforme cilíndrica 
ecuatorial 


[XX-86] X=aq ,Y=adl », 


vista ya en [XX-38], salvo que allí figuran los ejes X, Y intercambiados 
y se cuenta la longitud a partir de Greenwich. Si además suponemos la 
Tierra esférica, dicha proyección [XX-86] es la de MERCATOR, como ya 
se vió en Nota Il. 

Supongamos ahora que el meridiano principal se rectifique sobre el 
eje X y se cuenten las abscisas a partir del ecuador positivamente hacia 
el N. La representación conforme, ya completamente determinada por 
estas condiciones, es la cilíndrica transversa de LAMBERT si se supone la 
Tierra esférica prescindiendo del achatamiento en los polos, o la de 
GAUSS-KRÚUGER si se tiene en cuenta la excentricidad e, del elipsoide te- 
rrestre de revolución. 

Para la Tierra esférica, la rectificación aq del meridiano principal 
da por [XX-83] y [XX-30] la función 


[XX-87] X (4,0) = F(q) = ap = a(2arctge"—3x) , 

en que e es la base de los logaritmos neperianos. Pasando de [XX-88] 
a [XX-82], por [XX-87] estableceremos 

[XX-88] X + 1Y = a(2arctge"*!-—3¿x) , 

o bien, refiriéndola a la latitud 


[XX-89] X + iY = a| 2arete( eE +5) +1]. 


Las funciones X, Y pueden separarse mediante las [XX-77] y 
[XX-78] utilizando [XX-83], [XX-79] y [XX-80], por lo que 


X = a(arctge™*" q arctg e —2¿x) , 


XX- 
CEM | Y = — (are tg er! —aretgert) 


en que es fácil probar directamente por consideraciones sobre valores 
imaginario-conjugados que los segundos miembros son reales. Las ecua- 
ciones [XX-90] no son otras que las [77-60] ya obtenidas para la pro- 
yección conforme cilíndrica transversa de LAMBERT. En efecto, de la pri- 


mera de [XX-90] deducimos ` 
X 1 
[XX9 E aragon arctg) 
e“ — 1 er — ent 2 t 1 
A a o di 
por Ser 


Z A = E, 2)— (= —)=2t ; 
[XX-92] e e = te (< + 2 cot | -7 + 2 gP 
La segunda de las [XX-90] se transforma fácilmente mediante las 

funciones hiperbólicas 
[XX-93] senia = isha , cosia = cha , tgia = itha , 
por lo que 

. Y . Y ii -íi 
[XX-94] tg i—) = ith- = tg(arc tg e*t — arctg e™t) = 


gas! po. 2; e — e" 
= 1 +e” ep es 2i 7 
2i senl 


A + E) 
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De ésta obtenemos 
Y efe 1 


a JaN ef 1 
2 sen l 
= ——— a cososen! 


e) 


[XX-95] th 


de donde 
[XX-96] e/ = 1 + cos ọ senl 
1 — cos y sen l 
y tomando logaritmos neperianos llegamos a la segunda de las [77-60]. 


De modo análogo se podrían obtener las ecuaciones de las represen- 
taciones conformes que cumplan otras condiciones particulares, 


IV. Representación conforme de Gauss-Kriiger. — La representación 
de GAUss-KRUGER viene dada por la ecuación 


[XX-97] X +1Y =F(q+1) , 
la que para l= 0 dará la función F de acuerdo con lo visto en [XX-88]. 


Según la segunda condición que determina la proyección y el valor 
M del radio de curvatura del meridiano elíptico visto en [77-15], se ob- 
tendrá por 


p 
[XX-98] X (9,0) = F(q) = f M dọ = 
0 


o 
= a(1—ex) f (1—ez sen q)” do 
0 


es decir, rectificando el meridiano principal a partir del ecuador. La in- 
tegral elíptica del último miembro puede calcularse con mucha exactitud 
mediante el desarrollo en serie binómica de su integrando 

15 
8 





[XX-99] (1— e? sen g)™ = 1 + Fer seno + e'sento + 
+ z e sen' y + O(e:°). 


Si en [XX-99] sustituimos 


1 1 
2 o a 
sen’ ọgọ = 3 2 cos 24 
: i 3 1 1 
[XX-100] < sento = EU cos2p + ES cos dy 
5 15 3 1 
e 4 —— cos 6 
sen = 6 73 cos2p + 46 cos 4p — 32 P 


o integramos, se obtiene 
[XX-101] X(p,0) = ap + fBsen2y + ysen4p + ösen6p + O(e:) 


con 
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3 45 175 
EA —e?z © p2 A A A 8 
desa e) (14 er thE at HIE e + Oe) ) 
6 = — a(1—er)( ¿a er — I5 et — aao ex :—0(8), 
Gao 2 4 16 * 512 
81 Aai 0 ¿ 
y = 4 a(1— er) (2> 6 + 256 €i +0(e")) 
LE 1 2 ( 85 6 sy) 
ò = g elce — 7 er—O(er)) 


Desarrollando [XX-97] por la fórmula n TAYLOR 


[XX-103] F(q +ib) = F(q) + UF'(q) + Tr +... + 





e 7i — F"(g) + O (1?) 


al separar partes real e imaginaria, queda: 


1 
X = F(q) — -z CF” (q) + 





1 Iv r VI 
[XX-104] Er F" (q) — 120 F” (q) + O(P) 





¡Y = ma EÈ rra + -EO — 000). 


De [XX-98], [XX-26] y [77-15] deducimos 


rao- Æ I y- 
[XX-105] F' (q) = do de = M M ~ cos q. N. 


Seguiremos derivando como función de función los segundos miem- 
bros, haciéndolo primero respecto de la variable py y multiplicando luego 
por 


1 — e sen? 
[XX-106] qe = = = cos p = —— 7 os =(1+pn)cosp , 


en que el último miembro se deduce de la segunda excentricidad e” dada 
en [77-13], al introducir 


[XX-107] n = e’ coso. 
De [77-15] deducimos 
aN _ put __ Nes sen q cos q 
[XX-108] > a(1— e sen? y)? e? sen q cose = -eee o senig 


y por tanto, la derivada logarítmica de [XX-105] será 








F” 1 aN seno Y de 
E e TR a 
a el sen qp cos? p — sen q + e sen? y ao 
1 — e" 
es decir 
[XX-110] F” (q4) = — cos? o. Nı 
si introducimos 
[XX-111] t=tep , l/cos*p= 1 +8. 


Derivando respecto de q los miembros extremos de [XX-109] y te- 
niendo en cuenta [XX-106] resulta 
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pros pr as z 3 
po pn T eog Hn) , 
de la que por [XX-109], [XX-105] y [XX-111] deducimos: 
[XX-113] E” (q4) = — co qp.N(1—t + py). 
De ésta y la [XX-105] se obtiene 


[XX-114] E PE 

= — cos p + sen q — e” cost q 

y derivando ambos miembros respecto de q, recordando [XX-106], se ob- 
tiene 


[XX-115] 


[XX-112] 


Fm Ml porro 
F’ F” 
= (4 cos psen y + 4e” cos” p sen p) (1 + n)cose , 
es decir, por [XX-109], [XX-114] y [XX-107] será 
[XX-116] + = sen y cos* p(1—t* + y) + 
+ (4 + 4) (14 m)sen p coso , 
y al aplicar [XX-105] y [XX-111] resulta 


[XX-117] F (q) = cost o. Nt(5— P + 9R + de”). 
De [XX-117] y [XX-110] deducimos 
Iv 
[XX-118] +r = — cos q (5 —* + 9n* + 4n') = 
= — 5c0s"p + sen? y — 9e” costo — 4e* cos” q. 


Si derivamos ambos miembros respecto de q y tenemos en cuenta 
[XX-106] se obtiene 


FY FYF”” 3 
[XX-119] $7 = pa + (10 cos q sen y + 2 sen y Cos q + 
+ 36e” cos? g sen y + 24e” cos” p sen p) . (1+1p> cos p. 


Teniendo en cuenta [XX-118], [XX-113], [XX-110], [XX-107] y 
[XX-111], de la anterior se deduce 





FY — cos? p (5 — t? + 9n? + 4n‘) cos? o . N (1 — P + vn’) 
XX-120 A A A A A 
l ] F” cos’ o. Nt + 


+ (12 + 36n* + 249*) (1410 )t.co*p , 
de la que por [XX-110] resulta 
[XX-121] FY(q) = cos" p.N(5— 188? + t* 4 14" — 58t*p? + 
+ 13n* — 64t'y* + 4y' — 24). 
De [XX-121] y [XX-105] con [XX-111] y [XX-107] se deduce 


Y 
[XX-122] PaL = cos' p(5— 188? + t* + 14n? — 5887? + 13n*— 
-— 64ttn* + 4n? — 24t) = 1 — 20 cos? p + (24 — 58e) cost p + 
+ (728? — 64e') cos p + (77e'* — 24e") cos” 9 + 28€ cos” q. 

Derivando ambos miembros respecto de q y teniendo en cuenta 
[XX-106] se obtiene 


YI Yp” 
[XX-123] + = E + [40 cos q sen p — 


— (96 — 232e”) cos? p sen y — (432e”? — 384e") cos” y sen y — 
- -(616c'* — 192€") cos" q sen q — 280€” cos” p sen q] (1 + n”) cos q. 
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De ésta, al aplicar [XX-105], [XX-122], [XX-109], [XX-107] y 
[XX-111] se deduce: 
YI 
qax-1247 HE = — sen g cos‘ 9 (5 —18f + $ + 14y" — 588? + 
N cos ọ 
+ 13n — 64Pnt + 4n? — 24n?) + sen y cost p(1 + n?) (40 + 40t — 96 + 
+ 2320? + 232t%y* — 432? + 384p* + 384t'n* — 6l6nt + 1920? + 


+ 192t*p*— 2809"). 
De la [XX-124] y [XX-111] resulta 
[XX-125] F(q) = — cos q. Nt(61 — 588? + tt + 270p? — 3307" + 
+ 445n* — 680ty* + 44p* — 600t'y* + 88n? — 192t*p?). 
Si para el punto de latitud y situado sobre el meridiano principal, se 
expresa su abscisa contada desde el polo Sur mediante S, para lo que se 


sumará al segundo miembro de la primera de [XX-104] un cuarto de me- 
ridiano, de manera que 


[XX-126] S = F(q) + Cuarto de meridiano, 
la aplicación de [XX-105], [XX-110], [XX-113], [XX-117], [XX-121] y 
[XX-125] a [XX-104] nos dará las coordenadas de los puntos de la carta 
con las ordenadas contadas a partir del meridiano principal del huso en 
cuestión : i 
P cosg. Nt costo. Nt 
2 24 
6 
Teoste Nt (61 — 58t* + t* 4 270" — 330%? + 
+ 445n* — 680t*n* + 44n? — 600tn” + 88y* — 192t*n*) + 
[XX-127] +0(0). 


Y —=lcosq.N + 


X=S+ (5 — +94 400+ 


corp. N 
6 
ecos. N 
120 
+ 13n* — 64t'* + 4n* — 24t*n) + O(1). 


(1—4+0)+ 


(5 — 18t + tt + 14n’ — 58tp* + 


Si en [XX-127] hacemos e.=e'=p=0 obtenemos las coordenadas 
de la -proyección cilíndrica transversa de LAMBERT para la esfera, en que 
N =a (§ 77, ejercicio 2). 

La dilatación lineal m la calcularemos mediante [XX-14], al tener 
en cuenta las [XX-127] y [77-15]. Así se obtiene, al despreciar términos 
de orden superior a n’ y V: 


[XX-128] m=r= 4 (FVF) Tes | (Leos g. Nt + 


3 4 a 

costo. Ni (5— +91) + 0(1)) + ( cosg. N + 
z 4 5 

sese ae y EEEN age 


273 
+ 8 + 14! — 5801) + 0(0) ) | = 


> 


2 — + By" — Ttg a T2 
E | 1+2Pcos* p(1 4m) cos. E + o( | 


y desarrollando en serie binómica resulta 
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[XX-129] m= 1 + ta (+) + 
+ Feos E (5 4t 4 lant — 288%) + 0(1). 


2 


Esta dilatación lineal coincide con la de LAMBERT ($ 77, ejercicio 3) 
para excentricidad nula e, =e'=y=0. 

Si queremos calcularla en función de la ordenada Y, de la segunda 
de [XX-127] deducimos 


3 
[XX-130] na = lceoso + Lata APR DOS 0(5, 
y elevando sucesivamente al cuadrado 
2 4 4 
[XX-131] i = Pecos + E (1— P +v) ++ O8) 


[XX-132] Y*/N* = costo + O(1). 
Combinando adecuadamente [XX-132] y [XX-131] para sustituir en 
[XX-1291], resulta 


[XX-133] m=1 + -a +11) + 
yi i ; ys 
+ an: (+ nm — 24) + O ES li 


Esta dilatación lineal, coincide con la de LAMBERT para el'caso de 
la esfera en que e =e =n=0 y N=a, ($ 77, ejercicio 4). 

Para obtener la convergencia del meridiano definida en § 77, ejerci- 
cio 5, en la que l= k constante, será más cómodo referirse al paralelo 
P = o que pase por el punto que se considere y que en la carta con- 
tinúa siendo ortogonal al meridiano, pues entonces se deduce fácilmente 
de las [XX-127] la pendiente 


Y 3X X dY 
[XX-134] tgy = FA dE <o a [reso + 
3 aoas A 
Leos ot e O A ar 


6 120 
+ t*4 2709? — 330€" + 445p' — 680 + 44n’ — 600tp" + 


T s8n'— 192P) + 000 | : [122 ++ 


l cost o 
24 
+ dn — 24n") + o) | = 


= leos o.ta + Pcorqp.tas + coo .tas + OCT) , 


en que los coeficientes indeterminados @, ds, Us se calculan fácilmente. 
resultando finalmente 


(5 — 18€ + + 14p" — 58tp" + 18n*— 64tp' + 


Pecos o.t 


SEL (1 P 3n + 2n) + 


[XX-135] tgy = lcosq.t + 
qe 5 a 3 
AE A E -( 142084442 "+ nt — 208n* + 


15 





3 11 a 
+ q W— 30% +-3-w— 128 ) + 0(5). 
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Esta convergencia del meridiano coincide con la de LAMBERT ($ 77, 
ejercicio 5) para el caso esférico e,=e' =p =0. 

Las fórmulas [XX-127], [XX-129] y [XX-135] han sido preparadas 
para el cálculo con máquina y tabuladas en la publicación técnica nú- 
mero Y del Instituto Geográfico Militar: Coordenadas planas rectangu- 
lares GAUSS-KRUGER. Nuevas fórmulas y tablas para cálculo con máquina 
(Buenos Aires, 1946). 


V. Bibliografía. — 1. Los tratados generales de Análisis matemático 
(citados en Cap, XVIII, nota III, 2), en particular los franceses, suelen 
dedicar extensos capítulos a la Geometría diferencial. Son por ejemplo, 
notables los de GOURSAT, VALLÉE POUSSIN y en forma vectorial, las ex- 
posiciones de VALIRON y SEVERI (citados en Cap. VI, nota V1-2, 4 y 5). 


2. Los textos de cálculo y análisis vectorial y tensorial (citados en 
Cap. XVII, nota V-1, 2 y 5) tratan preferentemente la aplicación del 
tema a la Geometría diferencial. El citado de BIEBERBACH es una breve 
y excelente introducción de rico contenido. 

Existe también como curso didáctico excelente para ingenieros el de 

G. JUVET: Leçons d'Analyse vectorielle: 1re. Partie: Géométrie diffé- 
rentielle des courbes et des surfaces. Théorie mathématique des champs 
(reimpr. 1945); 2e. Partie: Applications de l'Analyse vectorielle. Intro- 
duction à la Physique mathématique (1935; Rouge, Lausanne). 


3. Exposición parcial, dedicada sobre todo a las teorías de contacto 
y envolventes, seguidas del estudio de curvas y superficies es: 

G. JULIA: Éléments de Géométrie infinitésimale (Gauthier-Villars, 
París; 2% ed., 1936). 

Más extensas y modernamente concebidas son 
i ea C. GRAUSTEIN: Differential Geometry (Macmillan, Nueva York, 

47). 

D. J. STRUIK: Lectures on classical Differential Geometry (Addison- 
Wesley, Cambridge, Mass., 1950); traducción española: Geometría dife- 
rencial clásica (Aguilar, Madrid, 1955); 

L. P. EISENHART: An Introduction to Differential Geometry (Univ. 
Princeton, 1940); 

G. JULIA: Cours de Géométrie infinitésimale (2% ed., en fascículos, 
Gauthier-Villars, París, 1953-1955). 

Moderna y excelente obra, incluyendo la diferenciación exterior, es 

E. VIDAL ABASCAL: Introducción a la Geometria diferencial (Dossat, 
Madrid, 1956). 

Amplio uso de métodos vectoriales y tensoriales en la presentación de 
material clásico, se hace en: 

V. HLAVATY: Differentialgeometrie der Kurven und Flächen und 
Tensor-Rechnung (Noordhoff, Groningen). 


4. La obra fundamental que responde al estado actual de la Geome- 
tría, tratando en el primer volumen la teoría métrica de curvas y super- 
ficics, en el segundo la Geometría afín y en el tercero las Geometrías 
especiales, es la de 

W. BLASCHKE: Vorlesungen úber Differentialgeometrie (3 vols., 
Springer, Berlín, 4% ed., 1945; 1923; 1929). 

Un tratamiento más breve del primer volumen de la obra anterior, 
debido a la introducción del método de CARTAN y a la omisión de algu- 
nos tópicos, está en 

W. BLASCHKE: Elnfúuhrung in die Differentialgeometrie (Springer, 
Berlín, 22 ed., 1960). 

Tomadas en estos libros, están las conferencias en castellano: 

W. BLASCHKE: Geometría diferencial moderna (Instituto de Mate- 
máticas “Jorge Juan”, Madrid, 1950). 

Obras clásicas de consulta son 
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G. DARBOUX: Leçons sur la théorie générale de surfaces; vol. I: Gé- 
néralités. Coordenades curvilignes. Surfaces minima; vol. II: Les con- 
gruences et les équations linéaires aux dérivées partielles. Des lignes tra- 
cées sur les surfaces; vol, III: Lignes géodésiques et courbure géodésique. 
Paramètres différentiels. Déformation des surfaces; vol. IV: Déforma- 
tion infiniment petite et représentation sphérique (2% ed., Gauthier-Vi- 
llars, 1925), 

y la primera en introducir el cálculo diferencial absoluto: 

L. BIANCHI: Lezioni di geometria differenziale (2% ed., 2 vols., Spoe- 
rri, Pisa, 1902-3). 

Sobre este método, aparte las ya citadas en Cap. XVII, nota V, 5, 
está la extensa obra: 

J. A. SCHOUTEN y D. J. STRUIK: Einfúhrung in die neueren Metho- 
den der Differentialgeometrie (2 vols., Noordhoff, Groningen, 1938), 
así como el valioso libro: 

J. A. SCHOUTEN: RicCi-calculus. An introduction to tensor analysis 
and its geometrical applications (Springer, Berlín, 2% ed., 1954). 

Un método directo original contiene el segundo volumen de la obra 
de BOULIGAND (citada en Cap. XVII, nota V, 2), y con nuevos resulta- 
dos siguiendo el camino trazado por éste y MENGER, los fascículos de: 

C. Pauc: Les méthodes directes en Calcul des variations eb en Géo- 
métrie différentielle (Actualités Scient. et Ind., nos. 885-6, Hermann, Pa- 
rís, 1941). 


5. Sobre la Geometría, de RIEMANN existen importantes libros, tales 
como: 

C, E. WEATHERBURN: An introduction to Riemannian Geometry and 
the tensor calculus (Univ. Cambridge, 1938), 

a P. EISENHART: Riemannian Geometry (Univ. Princeton, 2% ed., 
1949), 

E. CARTAN: Leçons sur la Géométrie des espaces de RIEMANN (Gau- 
thier-Villars, París; 2% ed., 1951). 

Un didáctico y moderno tratado de temas superiores de Geometría 
diferencial es 

G. VRANCEANU: Leçons de Géométrie différentielle. Vol. 1: Congruen- 
ces, Formes de PFAFF. Groupes continus. Invariants et équivalence. Espa- 
ceg à connexion affine. Espaces de RIEMANN. Espaces à connexion pro- 
jective (Bucarest, 1947). 

El mejor libro sobre la generalización de los espacios de RIEMANN, 
con una investigación sistemática del papel que juega la diferenciación 
en la fundamentación de la teoría y la introducción de una clase de pro- 
blemas naturales (la mayoría no resueltos en n dimensiones) como guía 
para desarrollos futuros es: 

H. BUSEMANN: Metric methods in FINSLER spaces and the founda- 
tions of Geometry (Annals of Math. St. n? 8, Univ. Princeton, 1942). 

El libro anterior trata con métodos modernos las fecundas ideas que 
originó en su tesis: 

P. FINSLER: Uber Kurven und Flächen in allgemeinen Räumen (Göt- 
tingen, 1918; reimpresa con bibliografía adicional por H. SCHUBERT, Birk- 
hituscr, Basilea, 1951). 


6. La obra clásica de Geometría diferencial proyectiva es 

G. FUBINI y E. CECH: Geometria proiettiva differentiale (2 vols, 
Zanichelli, Bolonia, 1936). 

Contiene métodos y resultados nuevos, con bibliografía a partir de la 
anterior, la obra: . 

Gi. Bon: Projektive Differentialgeometrie. I Teil. (Vandenhoeck y 
Ruprocht, Góttingen, 1950). 

Otras importantes obras, la segunda continuación de la primera, son: 

ll P. LANE: Projective differential Geometry of curves and surfaces 
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(1932); A treatise on projective differential Geometry (1942; Univ. 
Chicago, 111). 


7. Sobre representación de superficies y su aplicación a la cartogra- 
fía terrestre, es admirable y fundamental la clásica obra: 
es J A, TISSOT: Mémotire sur la répresentation des surfaces (París, 

1). 

Excelente folleto de divulgación es 

F. AGUILAR: Nociones sobre proyecciones cartográficas (Lecciones de 
Geodesia, 32 parte, C, Est. Ing.; Ser, A, n% 3, La Plata, 1941; reimpr. 
Asoc. Prof. Fac. Ciencias Fisicomat., 1954). 

Una síntesis didáctica extraída de la obra de TissoT y de publica- 
ciones técnicas del Instituto Geográfico Militar de la Argentina es: 

P. PI CALLEJA: La proyección conforme cilindrica transversa de 
LAMBERT como introducción a las coordenadas de GAuss-KRUGER (Centro 
Est. de Ing., San Juan, 1946). 

En general, los tratados de Geodesia contienen exposiciones más o 
menos extensas sobre la cuestión. Una obra monográfica moderna con 
los preliminares matemáticos necesarios para la formulación de las rela- 
ciones características de las transformaciones generales discutidas, con 
introducción de coordenadas vectoriales generales complejas para el es- 
feroide que permitan la aplicación de los métodos funcionales de variable 
compleja, es: 

R. Kónic y K. H. WEISE: Mathematische Grundlagen der höheren 
Geodäsie und Kartographie. Erster Band: Das Erdspháúroid und sgeine 
konformen Abbildungen (Springer, Berlín, 1951). 

Puede considerarse como un resumen de la anterior la obra: 

P. D. THOMAS: Conformal projectiong in geodesy and cartography 
(U. S. Dep. of Commerce, Coast and Geodetic Survey, Publ. n* 251, 
Wáshington, 1952). 


8. El estudio de la Geometría reglada, aparte los capítulos anterio- 
res en las obras generales de Geometría diferencial antes citadas, puede 
iniciarse en: 

L. Werss: Einführung in die Liniengeometrie und Kinematik (Teub- 
ner Leitfäden, Leipzig, 1935). 

R. SAUER: Projektive Liniengeometrie (Göschen, Leipzig, 1987). 

Es clásica la obra más extensa 

G. KOENIGS: La Géométrie réglée et ses applications (Gauthier-Vi- 
llars, París, 1895), 
modernamente continuada y profundizada en 

A. CHARRUEAU: Complexes linéaires. Faisceaux de complexes linéai- 
res. Suites et cycles de complexes linéaires conjugués (Mém. Sci. Math. 
n? 120, Gauthier-Villars, París, 1952). 

Mediante el uso de coordenadas plückerianas, transporta el estudio 
de las multiplicidades regladas al de la geometría diferencial de una cuá- 
drica de 4 dimensiones en un espacio proyectivo de 5 dimensiones, la 
extensa obra 

V. HLAVATY: Differentielle Lintengeometrie (1945; trad. inglesa: 
Differential linie geometry, 1953; Noordhoff, Groningen). 


CAPÍTULO XXI 


INTEGRALES GENERALIZADAS. 
SERIES E INTEGRALES MÚLTIPLES 


$ 78. INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 


1. Definición como límite en un conjunto dirigido. — En 
Geometría analítica se aprecia la ventaja de introducir siste- 
mas de abscisas distintos del cartesiano. Si x es la abscisa car- 
tesiana, o sea la distancia al origen O, tomemos como abscisa 
cualquier función creciente g(x) y veamos cómo se modifica el 
concepto de integral de RIEMANN al adoptar estas abscisas ge- 
nerales. 

Dividiendo el intervalo [a,b] por puntos intermedios 
a=%<1<... <%.=b los incrementos de abscisas son 
3, =g(2,)—g(x,1)> 0 y formadas (cfr. $ 48-2 y 3) las su- 
mas 

s = Em ð, , S=XM,6, , 


es s < S. Como las demostraciones dadas en $ 48 son genera- 
les para todo sistema de abscisas, resulta para la suma s’ for- 
mada con cualquier partición x’, que s' < S”, cualquiera que 
sea la partición z”. 

Si las clases s y S son contiguas, el número frontera se 
llama (según STIELTJES) integral de f(x) respecto de la mé- 
trica g(x) y se designa con la misma notación 


b 
w f f(x)dx 


anotando a la izquierda la métrica adoptada; o más claramen- 
te así: 


b 
[78-1] f £(m)de(x). 


Como las s crecen al subdividir y las S decrecen, unas y 
otras llegan a diferir del número frontera menos de e desde 
una partición en adelante, y lo mismo toda suma intermedia, 
resulta 
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b 
[78-2] f f(x)dg(x) = lim2y,5,, con m, < yr < M, , 


donde el límite se toma según el conjunto dirigido de las par- 
ticiones x (nota 1) pudiendo tomarse en particular y. = Í(£,), 
si es é un punto cualquiera del intervalo (x,.,, 7,). 

Si las clases s y S no son contiguas, resultan como extre- 
mos la integral inferior y la.superior. 


NoTas: 1. En [78-2] hemos utilizado el concepto de límite según el 
conjunto dirigido de particiones ($ 2-7, nota 2, y $ 48-3, a). 

La integral de STIELTJES es ejemplo de la fecundidad de los llamados lí- 
mites dirigidos o generales. Consideremos en general un conjunto de números 
reales {ua b (tal el de sumas inferiores s) en correspondencia con sus ín- 
dices a (no necesariamente números), índices ordenados según un crite- 
rio de dirección ($ 2-7, nota 2) (tal las particiones dirigidas según el 
criterio de subdivisión ($ 48-38) y a cada una de las cuales corresponde 
una suma inferior s). 

Entonces, la definición de límite de una sucesión ($ 20-1) puede ge- 
neralizarse al conjunto Jua | dirigido según índices, así: 


Der. 1. El conjunto dirigido ua tiene límite l si a todo número po- 
sitivo e corresponde un índice œs tal que para todo índice al> ]œ se 
cumpla |ua —l]| <e. 

Respecto de la existencia del límite ! vamos a demostrar el teorema 
PE al criterio general de convergencia de BOLZANO-CAUCHY (§ 20-6), 
CS ecir: 


TEOR. 1. Condición necesaria y suficiente para la existencia del lí- 
mite de un conjunto dirigido {ua } es que a todo número positivo e co- 
rresponda un índice œ tal que para todo par de índices a'[>]u, a”[>]ao 
se cumpla |ua — ua” | <e. 

En efecto, la condición es necesaria, porque si existe límite l, según 
la definición 1 sea œ» el índice correspondiente a e£/2. Entonces, para 
cualquier par a'[>]o0o, a” [>]a será 


| ua’ — ua” | < | ua’ —l| + | l— Ua” |< e. 


la condición es también suficiente, pues de la misma se deduce por el 
absurdo que es 


O < extr sup Ua — extr inf ua< e , 
a[>]0s al>] 
de donde sigue la igualdad 
extr inf (extr sup ua ) = extr sup (extr inf ua). 
Qo al> ]aæ Ca a[>]a0 


liste último valor común 1 es el límite que cumple la definición 1, pues 
por ser igual al primer miembro, existe un índice œ, tal que para todo 
eo Ju, es 1<dld+e, y por ser igual al segundo miembro, existe 
otro índice æ tal que para todo «a[>]oa. es us >l—e. Un índice 0 
que sen n la vez [2], [>]: verifica la definición 1. 

Un conjunto dirigido {ua | puede ser monótono según sus índices. 
Anmí definiremos: 


Der. 2, El conjunto dirigido Jua | se llama creciente (decreciente) 
ab la condición a'[>]a” implica 


Ua’! > Ua” (Ua' L ua” ). 
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Por ejemplo, las sumas inferiores s forman un conjunto creciente y 
las sumas superiores S un conjunto decreciente, ambos dirigidos según 
las particiones ordenadas por el criterio de subdivisión ($ 48-3). 

Entonces, demostremos (cfr. § 20-4) : 


TEOR. 2. Todo conjunto dirigido creciente Jua y tiene límite finito 0 
infinito ($ 20-1) coincidente con el extremo superior ($ 23-14) de los 
NÚMETOS Ua . NES 

En efecto, si dicho extremo superior es l (infinito), respecto de todo 
número l—e<l (H<-+0) existe algún índice a. tal que 

l > ua, > l— e (ua >H) 
y para a[>]ow, por monotonía, será también 
l> Ua >l—e (ua >H) , 
cumpliéndose la definición 1. Des 

Teorema análogo se cumple para todo conjunto dirigido decreciente 

con extremo inferior en lugar de extremo superior, 


Estos teoremas demuestran riguro- 
samente la igualdad [78-2]. 


2. Acabamos de ver que la existen- f(x) 
cia de la integral implica la convergen- 
cia, hacia un mismo límite, de las sumas 
[78-2] para z — œ, es decir, con error 
< e, desde una partición en adelante, 0 
pero caben tipos especiales de partición, Fig. 265 
con norma h—>0, que no dan sumas 
convergentes hacia el valor de la integral. He aquí un ejemplo, muy sen- 
cillo (fig. 265): 


i gl 


_Jj=0 sies 2<0 
a a aei 
_y=0 ” » x <0 
PUNE aa e a D D 


En las particiones que no tengan el origen como punto de división, 
es 3r =0 y Sr = 1, por pequeña que sea la norma. Sin embargo, eli- 
giendo O como punto de división es s=0, S =0, luego existe la integral 
y vale I=0. 

Salta, pues, a la vista la ventaja del método de las clases y el del 
límite según las particiones x, sobre el método de la igualdad de límites 
ordinarios para las diversas sucesiones y sobre el método del límite según 
la norma (ver ejercicios). 

En algunos textos (por ejemplo HoBsoN, citado en Cap. IX, nota 
VIII, 3) la integral definida según [78-2] suele llamarse integral gene- 
ralizada de RIEMANN-STIELTJES. Caso particular de ésta es la integral 
restringida de RIEMANN-STIELTJES (sólo considerada en muchos textos 
clásicos, por ejemplo LEBESGUE, citado en Cap. XIII, nota V, 3), definida 
cuando existe límite según la norma y que expresaremos así: 


b 
[78-3] (R-St) 1 f(x)dg (x) = lim >npró,. 
h=>0 
a 


2. Relación con la integral de Riemann. — Entiéndase bien 
que en la notación [78-1] significa dg(x)= Ag(x), esto es, 
incremento y no diferencial, pues la función g(x) puede no 
ser diferenciable ni siquiera continua y, por tanto, esta nota- 
ción es más general que la de LEIBNIZ. Este nuevo concepto 
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coincide con el clásico de integral (R) cuando g(x) tiene de- 
rivada integrable (R). 


En efecto, si es g'(x)=a(x), es ($ 35-1) : 
[78-4] 8 (2,) — g(%,1) = a(£,)Az , 
y las sumas: 
[78-57]  Ef(£,) lg(x,) — g(%,1)] = Mf(¿,)a(£,/) Ax , 


que están comprendidas entre s y S, llegan a diferir de [78-1] 
menos de e, desde una partición x’; pero esas mismas sumas, 
desde una partición x posterior a x’, llegan a diferir menos de 
e de la integral de RIEMANN: 


b 
[78-6] f f(z)a(z)dz 


si ésta existe: tal es el caso cuando se suponen ambas funcio- 
nes f(x) y a(x) integrables (R) (§ 49, ejercicio 2); luego 
las integrales [78-1] y [78-6] difieren en menos de 2e, y como 
e es arbitrariamente pequeño, deben ser iguales. 

Más general: aunque g(x) no sea derivable, si es integral 
e dii de una función a(x) (continua o discontinua), es 
ecir: 


v 


[78-7] g(z)= f atejdz , 


subsiste [78-4] sustituyendo a(¿,) por un valor p, compren- 
dido entre los extremos m, y M, de a(x) en el intervalo par- 
cial; y al multiplicar por f(€,) se obtiene una suma interme- 
dia entre las s y S que conducen a la integral [78-6] si es 
f(£,)> 0, y por tanto, la integral (St) coincide con la [78-6] 
si ambas existen. Cualquier caso se reduce al f(x) > 0, por la 
propiedad aditiva, expresando f como diferencia de dos fun- 
ciones no negativas: f = |f| — [|f| — f]. 

En particular, si a(x) es continua, es g'(1)=a(x) y re- 
caemos en el caso anterior. 

La integral de tipo (St) es, pues, una generalización de la 
(R); y es legítimo usar la notación [78-1]. 

Noras: 1. No basta que f(x) sea integrable (R), ni aun continua, 
y R(x) derivable, para que exista [78-6]. Por ejemplo, si se toma 
f(x). 1 y como g(x) la función de VOLTERRA (Cap. XIII, nota IV), 


quo tiene derivada acotada no integrable (R), entonces no existe la in- 
tegral [78-6], mientras que existe la integral de STIELTJES: 


b 
f a= g(b)— g(a) , 


dondo g(x) es de variación acotada (§ 78-6), según se comprueba al 
aplicar [78-4] (cfr. § 55-9, nota 1). 
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2. Se puede considerar a g(x) como medida de una masa repartida 
en el intervalo (a,b) y entonces Ag(x) será la masa en [£r ær]. Si 
g(x) es continua, la masa de cada punto es nula;pero cabe que existan 
masas puntuales aisladas, y si o es la masa del punto xo, la función 
Sabe un incremento o salto o al pasar de la izquierda a la dere- 
cha de Zo. 7 

Por esta interpretación, en que reside la importancia de la integral 
de STIELTJES en Física, se llama g(x) función de repartición (o de dis- 
tribución); y cuando existe a(x), ésta es la densidad (lineal). 


3. Condiciones de integrabilidad. — Son las mismas ya es- 
tudiadas en la integral (R), consecuencias inmediatas del cri- 
terio general: 

Condición necesaria y suficiente para la existencia de la in- 
tegral [78-1] es que para cada e > 0 exista una partición tal 
que sea 


[78-8] 20,[g (x,) e g (2,1) ] < € , 


donde como siempre es w, = M,—m,. La [78-8] equivale a 
poner que el límite según las particiones es lim Xw,5,=0 
($ 78-1, nota 1, definición 1). T 


En cambio para la existencia de [78-1] no es necesario (cfr. ejem- 
plo § 78-1, nota 2) que sea nulo el límite según la norma 


[78-9] lim 3 wr, = 0; 
h>0 


dicha condición [78-9] es necesaria y suficiente para la existencia de la 
integral restringida [78-3]. Ésta permite formular la condición análoga 
a la de LEBESGUE (Cap. XIII, nota III, c). Diremos que un conjunto de 
puntos es de medida (g) nula si puede encerrarse en un número finito o 
infinito-numerable de intervalos abiertos de medida 3,, tales que 3,8, < e. 
Entonces, la misma demostración del Cap. XIII, nota III, prueba que 
para la existencia de la integral restringida [78-3] de RIEMANN-STIELTJES, 
es condición necesaria y suficiente que el conjunto de puntos de disconti- 
nuidad de f(x) sea de medida (g) nula. Pero esta condición no es nece- 
saria para la existencia de la integral (generalizada) [78-1] de RIEMANN- 
STIELTJES. Así, en el ejemplo de la nota 2 del § 78-1, aunque f(x) tenga 
un solo punto de discontinuidad, éste no es de medida (g) nula. 


En particular, se obtienen los dos casos capitales, suficien- 
tes de integrabilidad, para [78-1]: A 
I. f(x) continua. Siendo w, < w desde una partición, es: 


S — s = Ew, ð, < w Eð, = w[g(d)—g(a)] <e , 


eligiendo w suficientemente pequeño ; luego existe la integral 
[78-1] de STIELTJES, aunque g(x) sea discontinua, si es monó- 
tona. 

II. f(x) monótona. Suponiéndola, por ejemplo, creciente, 


S — s = ow, ð, < hXE£o, = h[£(b)—f(a)] 


si son todos los ò, < h, o sea g(2,)—g(2,1)<h; y esto se 
verifica desde una partición en adelante si g(x) es continua. 


es: 
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En $ 78-6 generalizaremos estos dos tipos para funciones 
de variación acotada. 


NoTA. Ambos casos: I, f(x) continua y g(x) monótona, y II, f(x) 
monótona y g(x) continua, son suficientes para la existencia de la inte- 
gral restringida [78-3], pues los razonamientos subsisten para una norma 
h— 0 en adelante ($ 49-1). 


4. Propiedades fundamentales. — Basta repasar $ 48-5 (que 
ya fué desarrollado con miras a esta generalización) para ver 
que subsisten sin modificación las propiedades siguientes con 
sólo interpretar ahora 3, = g(1,) — g(x,-1). 


a) Teorema del valor medio: 
b 
[78-10] f £(x)dg (e) = ule(d)—g8(a)] , (m<p<M) 


siendo m y M los extremos de f(x) en (a, b) 
b) Permutación de extremos: 


a b 
[78-11] f tmagto = — TEOLO, 
b a 


[78-12] f 1tmasto) si; 


c) Aditividad respecto del intervalo: 


men a Nes 
a a c a c b 


NOTA 1. En conexión con la 12 [78-13] observemos que para la in- 
tegral restringida (R-St) (§ 78-1, nota 2), la existencia de las dos 
integrales del 2% miembro no implica la del 1°. Por ejemplo, si 


ft, (0<e<1) =40 , (0<x%<1) 
de , (1<x<2) ¿+ EM=11 , (1<a<, 
so tiene 


1 2 
(R-St) f(x)dg(x) = 1 ,  (R-St) f(x)dg(x)=0 , 
l i 


pero 
2 


(R-St) f f(x) de (x) 
0 
no existe, 


d) Lincalidad respecto del integrando: 


h b 
[78-14] $ rt(x)dg (a) zsh $ t(x)dg(2) ; 


$ 78 -4 INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 363 


b b 
[78-15] J| $ (a) | de(x)= Y f fa (£) dg (z). 
1 1 
e) Linealidad respecto de la distribución g(x): 


[78-16] f tafe] z TEE ; 


[78-17] fil 3 gn(=) | = $ 1 f(æ)dga (z). 


1 
f) Propiedades de monotonía. — Para g(x) creciente la 


integral de una función > 0 es > 0; resulta entonces de d) 
por sustracción : 


b b 

[78-18] Si f(z) < pto), taza < feta, 
[g (z) crec.]. i 

De aquí Teni observando que —] f (x)| < f(x) < | f(x) |: 


a |f(2)|dg(z) < ficas < EOS , 


[e (a) crec] , 
o sea (cfr. [48-29] ) : 


b b 
[78-191| | fæag| < f fælde) , [g(z) crec]. 


También resulta de a), o bien de [78-18], por ser |f(x)| < 
S Mar |£(x)], que 
[78-20] 20 / |1(2)] dg(2) < Máx |1(0)].[e(0)—2(0)7 , 


ist D crec. ]. 
g) Continuidad de la función integral: 


[78-21] Fa) f tagt). 


, Su incremento, según [78-13] y [78-10], puede expresarse 
así: 
z+h 


[78-22] F(+h)— F(x) = f f(=) de (1) = 


= ulg(x + h) —g(x)] , 
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siendo m < u < M si g(x) es creciente; si además es continua, 
este incremento es arbitrariamente pequeño tomando h sufi- 
cientemente pequeño; luego F(x) es continua si lo es g(x), y 
f(x) es acotada. En cambio, es importante hacer notar que la 
función integral de STIELTJES es discontinua en los puntos don- 
de f(x) es continua y no nula, si en ellos es g(x) discontinua. 


NoTA 2, El cociente AF/h tiene límite para h —>0, si existe g'(x) y 
f(x) es continua; pero este caso especial, que da F'(x)= f(x)g'(x) ha 
sido tratado en $ 78-2. 


5. Distribución discontinua de 1? especie. — Consideremos 
el caso más sencillo, con salto o en £: 
g(2) = y para 2<é¿, 


g(r) =p +o para x= >ê 


Cualesquiera que sean los puntos x, de partición, el salto 
se presenta en un solo intervalo y en él es Ag = o, mientras 
en los restantes es Ag = 0, luego las sumas por defecto y por 
exceso son s= m,o, S = M,o, y si f(x) es continua tienden 
m, y M, hacia f(); por tanto, existe la integral, y vale: 


b 
$ £dg(2) = fte). 


En general, si son varios los puntos £, de discontinuidad 
de la función escalonada g(x) con saltos o,, en número finito, 
resulta análogamente: 


b 
[78-23] f f(x)dg(x) = of (£) + of (é) +... + onf (é). 


La integral de STIELTJES permite, pues, expresar sumas fi- 
nitas; y cuando estudiemos intervalos infinitos veremos que 
funde en un solo algoritmo las series y las integrales conver- 
gentes (§ 80). 


6. Funciones f(x) ó g(x) de variación acotada. — a) Aun- 
que hemos supuesto g(x) creciente, la descomposición de JOR- 
DAN (§ 55-9, d) permite generalizar la integral (St) al caso 
en que g(x) sea de variación acotada, es decir, diferencia de 
dos funciones crecientes: g(x)= gı (x)— g:(x), pues basta de- 
finir: 


b b b 
[78-24] | f(æ)dg(a) = f f(æ)dgi(z)— $ tdo), 


o bien llegar a ella partiendo de las sumas [78-2], que se des- 
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componen en diferencias de dos, cuyos límites son estas inte- 
grales, si existen. Tal sucede, por ejemplo (criterio I), si f(x) 
es continua; pero cabe también, como en la integral (R), que 
exista la integral (St) de función f(x) muy discontinua. 

Escribiendo las fórmulas [78-10] a [78-17] para g, y para 
£» y, restando las de cada par, quedan generalizadas las pro- 
piedades del § 78-4 para distribuciones g de variación acótada. 

También el tipo II (f(x) monótona y g(x) continua) ad- 
mite análoga generalización, expresando f(x) = f, (x)— f(x), 
e diferencia de funciones crecientes, si es de variación aco- 
tada. 

Resumen: Los dos tipos fundamentales de existencia de la 
integral (St) son éstos: f(x) continua y g(x) de variación 
acotada, o viceversa. Como de uno se pasa al otro mediante in- 
tegración por partes, como veremos en § 79-1, ambos son equi- 
valentes, y tienen todas las propiedades a)-f) demostradas en 
§ 78-4 como inmediata generalización de la integral de RIE- 
MANN. 


b) En cambio, las propiedades de monotonía (§ 78-4, f), que exigían 
g(x) creciente, se generalizan así: 


TEOR. 1. Llamando V(x) a la variación total ($ 55-9, a) de g(t) 
en [a,x1: V(x)=V.g(t) es: 





b b 
[78-25] | f tago < f LEAVE) < Máx |EV). 


En efecto, si P(x) y N(x) son las variaciones positiva y negativa 
de g(t) en [a,x], de g(x)=g(a)+ P(x)— N(x), resulta por § 78-4, e 
y la definicación [78-24] 


b b b 
[78-26] f f(x)dg(x) = f f(x)dP (x) -Í f(x)dN(x) , 


de donde, por [78-19] y [78-17] con P(x)+ N(x)= V (x): 


b b b b b b 
| f tael < |f tar] d |f tax] < f |£ | dP + fzlan =Í |f|aV. 
a a a a a a 
La segunda parte de [78-25] resulta de [78-20], pues 
V(a) = Veg(t) = 0. 
NoTA. La 1% desigualdad [78-25] suele escribirse, con otra notación 


para su 2% miembro, así: 


b 
[78-27] f f(x)dg(x) 


a 








b 
< f | £(2)l. | dg (æ) |- 


Aplicando [78-27] a cada intervalo de una partición cualquiera de 
[a,x] y sumando las desigualdades se demuestra : 
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TEOR. 2. Si f(x) es continua y g(x) de variación acotada en [a, b], 
entonces 


T 
F (4) = f f(t) dg (t) 
a 
es también de variación acotada en [a, b] y 
í z 
Vela) = VAR) < f rOl lael 
a 


c) En muchas cuestiones es de interés investigar hasta qué punto 
las definiciones de f(x) y de g(x) pueden modificarse sin alterar el ca- 
rácter y valor de 


b 
f f(x)dg(x). 


TEOR. 3. Si f(x) es continua en [a,b], g(x) de variación acotada 
en [a,b] y toma un valor constante k en un conjunto C que incluye 
a y b y es denso en [a,b], es 


b 
maso si 
a 


Por tanto, si gr(x) y gs(x), de variación acotada, difieren en una cons- 
tante k en el conjunto C, es 


b b 
[78-28] f f(x)dg.(x) = f f(x)dga(x). 


Dem. Basta aplicar la definición de integral restringida (R-St) 
(que existe § 78-3, nota), usando particiones con puntos de C. 

Como consecuencia del teor. 3, el valor de la integral no cambia al 
modificar g(x) en un conjunto numerable, con tal que siga siendo de 
variación acotada. 


TEOR. 4. Si es g(x) creciente en [a,b], y estrictamente creciente en 
u | 1, puntos por lo menos, y Í(x)>0 es continua y tiene a lo más n 
ceros en (a,b) es 


b 
f f(æ)dg(z) > 0. 


Dem. Existe al menos un punto g» donde g(x) es estrictamente ere- 
ciente y f(x) no se anula. Entonces existe un entorno E de xv [semien- 
torno si zm=a Ó xto= b], de extremos «a, f, tal que 


m: = mín fÍ(x)>0 , Ag(r) =8(PB) —gla) >0 , y 
ac<t<B 


b B 
f fiædgta) > f £(=)dg(=) > ms. Ag(2) > 0. 


Der. Llamaremos normalizada de una función de variación acotada 
u(x) en un intervalo [a,b], a la función g*(x) definida ast: 
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g*(a)=0 ; g*(x)= 3[g(2+0)+ g(x—0)] — g(a) ; 
(a<g<b) ; e*(b)= g(b) — g(a). 
La normalización de una distribución g(x) no altera el valor de la 
integral de una función continua, pues por teor. 3 se tiene : 


b 
1 f(x)dle(x)—eg(a)—g*(x)] =0 


y entonces: 


TEOR. 5. Si f(x) es continua, g(x) de variación acotada en [a,b] 
y g*(x) su función normalizada, es: 


b b 
f taaga) = $ tae"). 


7. Nota sobre las funcionales lineales continuas. — El área del tra- 
pezoide determinado por f(t) sobre (a,b) es un número que depende de 
la función f, como también la longitud del arco, los momentos de uno y 
otra, etc.; tales variables dependientes de una función, se llaman funcio- 
nales, El área varía muy poco si f se incrementa muy poco *, y se llama 
funcional continua, como lo son los momentos de la masa f(t), el volu- 
men engendrado al girar la curva alrededor del eje de abscisas, etc.; en 
cambio, es discontinua la longitud del arco (no se confunda con Cap. XV, 
nota I, c), como salta a la vista en el ejemplo 3 de $ 55-1, multiplicando la 
función por el coeficiente k; pues, por pequeño que sea k, la longitud es 
infinita; o bien en la familia x = (sen nnt) : n; pues el arco sobre (0,1) 
tiene longitud mayor que su proyección vertical igual a 2 para todo n. 

Si la funcional +[f] está definida en el campo de las funciones con- 
tinuas en (0, 1), y de las discontinuas de 1% especie, sus valores para 
las funciones a(t)=1 para 0<t<x, a(t)=0 para x<t<1 depen- 
den del número x; es decir, forman una función g(x). 

Si para cada partición finita por puntos x, llamamos f, a la función 
a(t) que corresponde al punto x,, la función fr. — f,, es la escalonada 
elemental o función caracteristica del intervalo (%,, %-+.), en el cual toma 
el valor 1, siendo nula fuera de él. Si la funcional es lineal, su valor 
para esa función será: 

bifa — f] = Sifra] — Pf] = g(x) — g(x) ; 

y por la linealidad supuesta, el valor de P para cada escalonada que 
aproxima a la función continua f(x), será: *f(£,) [g (xr..) —g(x2r)]. Si 
además es ®¢ continua, el valor que toma para la función f(x) será el 
límite de estos valores, es decir: la integral [78-1]. Tal es, pues, la ex- 
presión de todas las funcionales lineales y continuas (Teorema de F. 
RIESZ). La demostración está más minuciosamente desarrollada en los 
libros de Ríos (Cap. XXII, nota IV, 2), PERRON (Cap. V, nota IV, 4), 
LEBESGUE (Cap. XIII, nota V, 3), BANACH (Cap. XVIII, nota III, 3). 


EJERCICIOS 


1. Comprobar que, aun siendo g(x) creciente, puede haber sucesio- 
nes convergentes de sumas Xf(x-)Ag(x,-) al tender a 0 la norma, sin 
existir 


b 
f Edet). 


* En el sentido de la convergencia uniforme, es decir |f (t)— f(t)| <t para todo t. 
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Utilizar, por ejemplo, las funciones: 
f(x) = sen —, g(x)= 0, sies œ <0, 


f(0)= 1 g(x)= 1, 5 x >o. 


2. En el ejemplo anterior (integral inexistente), fórmense sucesio- 
nes de sumas s y S convergentes hacia 0, hacia 1 y, en general, hacia 
cualquier número prefijado entre —1 y +1. 


3. Si sobre un segmento (a,b) hay una carga continua y cargas 
aisladas, la carga total en (a,x) es una función discontinua g(x). De- 
mostrar que el momento con respecto al punto 0 es la integral 


b 
$ taste) 


poniendo f(x)=x". 
4, Calcular F(1 +0) para 
T 
F(e)= [eds im, 
1 
donde [t] = parte entera de £. 


5. Calcular 
+1 


J g djæl. 


6. Calcular 
5 


fo + 1)d [x]. 


0 


$ 79. INTEGRACIÓN POR PARTES Y SEGUNDO TEOREMA 
l DEL VALOR MEDIO 


1. Integración por partes. — a) El significado geométrico 
de la integración por partes 


b B 
[79-1] f u.az = | Bo -aa |- f od 
, y 


es inmediato cuando y es función continua y estrictamente cre- 
ciente de x, en cuyo caso es x función continua y estrictamente 
creciente de y: la suma de los dos trapezoides es igual a la di- 
ferencia de los dos rectángulos Bb y Aa (fig. 266). 

Aun dentro de este caso tan sencillo la segunda integral 


b 


f x. dy (2) 


a 
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carece de significado si se 
adopta, como de costum- 
bre, la variable indepen- 
diente x, salvo el caso en 
que la función y(x) tenga 
derivada integrable (R), y 
esta condición muy res- 
trictiva priva al Análisis 
clásico del fecundo recur- 
so de la integración por 
partes en cuanto se omite 
esa condición que es arti- 
ficiosa y completamente 
ajena al concepto de área. 
b) Es obvio que la sen- Fig. 266 

cilla relación geométrica 

arriba indicada es independiente de que la curva tenga o no 
tangentes. Tan grave inconveniente de la teoría riemanniana 
de la integral queda subsanado muy sencillamente con el con- 
cepto de STIELTJES sin necesidad de presuponer la teoría sles- 
arrollada en $ 78*, 


Llamando por brevedad f, =f(x,). g, =g(x,) y sumando 
las dos sumas: 


Fa = fi(g—80) + felg — 8g) +... + fa (8n—En-1) > 
Gn = go(fı — fo) + gı: — Ë) +... + Bn (fr — fr-1) , 
que conducen a las integrales 


ftag ; $2. at , 
sale simplificando 


[79-2] F, + Ga = £18n — fogo = Í(b0)g(b) — f(a)gla) , 
luego pasando al límite resulta : 





b b 
[79-3] f £). dag(e) + f g(a). df(2) = 


= f(b)g(b) — f(a)g(a) 
que es la misma fórmula básica de integración por partes ge- 
neralizada para integrales (St). 


En [79-3] se presupone que f(x) y g(x) son funciones de 
variación acotada y que ambas integrales (St) existen. 


He aquí un caso importante en que se utiliza la expresión 


* La hemos desarrollado, sin embargo, con más extensión de lo necesario, por su 
importancia en muchas cnestiones de Análisis y de Fisica. 
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(St) de una integral (R). Si u(x) es integrable (R) y U(x) 
es su función integral, 


U(x) = f u(e)ds i 


a 


siendo a(x) de variación acotada, resulta esta fórmula, que 
vamos a utilizar: 


b b 
[79-4] $ aloJu(oJaz a f a(z)dU (z) = a(b) U (b) — 


b 
-f U (x) da (z). 


NoTA. Para deducir [79-3] hemos presupuesto la existencia de am- 
bas integrales; pero la relación [79-2] muestra que la existencia de una 
implica la de la otra, estando ligadas por la sencilla relación [79-3]. 

Sin necesidad del artificio usado en § 78-6, queda así demostrada la 
equivalencia de los dos tipos fundamentales de integral (St), en que una 
de las funciones es continua y la otra de variación acotada. 


c) Lema de ABEL. — Aunque no lo vamos a utilizar (pues preferi- 
mos su equivalente, llamado 2% teorema del valor medio, que ahora de- 
mostraremos), he aquí una de las aplicaciones de la integración por par- 
tes (St) en Cálculo elemental, para demostrar la proposición correlativa 
del lema de ABEL ($ 22-4, c) en las integrales de RIEMANN: 


Si la función integral de función real 


zx 


f vu (x) dx 


a 


entá acotada entre los números fijos m y M para a <æ <b, yel integran- 
do se multiplica por la función positiva decreciente a(x), se verifica: 


b 
[79-5] a(a)m < f a(x)u(x)dx < a(a)M. 
a 
Efectuando la integración por partes [79-4], análoga a la sumación 
por partes que hicimos en [22-55], por ser decreciente y positiva a(x), 
san positivos los coeficientes a(b) y —da(x); y, por la ley de monoto- 
nín, el valor del binomio aumenta si se sustituyen U(x) y U(b) por su 
cota superior M, mientras que decrecen si se sustituyen por la cota in- 
forior m; luego la integral del primer miembro está comprendida entre 
Ins cotas: 
a(b)m + m[a(a) — a(b)] = ala)m , 
a(b)M + M[a(a) — a(b)] = a(a)M _, 


quedando así probada la acotación [79-5], cuya demostración mediante 
integralen de RIEMANN sería mucho más complicada, pues a(x) puede 
entecer de diferencial, y lo mismo U (g), si u(x) es discontinua. 
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2. Segundo teorema del valor medio. — a) Si a(x) es mo- 
nótona *, es aplicable en [79-4] el primer teorema del valor me- 
dio a la integral sustraendo, y resulta —u[a(b)—a(a)]; el 
valor intermedio u lo toma U(x) (por ser continua) en un 
punto intermedio é: 

tí 
u = U(E) = f utujdz , 


luego el tercer miembro de [79-4] es: 


W e a 


y simplificando, resulta: 


b £ b 
[79-6] f al(z)u(z)ds z a(a) fu(o)de de a(b) Í u(x)dz 
a £ 


[u(x) integrable; a(x) monótona *]. 


Vemos, pues, que este segundo teorema del valor medio, es 
el mismo primero, aplicado a la integral transformada por 
partes, 

Se puede dar a la fórmula anterior apariencia de mayor 
generalidad designando por A y B dos cotas de a(x) en el 
intervalo, es decir, dos números cualesquiera tales que 
A <a(x)< B, si a(x) es creciente; o bien, A > a(x)>B si 
es decreciente. Como la función a(x) conserva su monotonía 
al disminuir su mínimo y aumentar su máximo, cambiando en 
los extremos el valor a(x) por A y el a(b) por B, resulta 
esta fórmula, que suele preferirse: 


b E b 
[79-7] fax) u (a) de = Å f uds + B f u(x)dx 
a a E 


[u(x) integrable; a(x) monótona * de cotas A, B]. 
Al elegir los números A y B varía también el número £. 


CASOS PARTICULARES: 


19 Si a(x) es decreciente positiva, puede adoptarse a(b)= 
=0 sin modificar las integrales, y en [79-6] desaparece el 
segundo término. Obsérvese que esta fórmula coincide con el 
lema de ABEL, cuya demostración puede omitirse, por tanto **. 


* Y aún de variación acotada. 

s* El lema de ABEL y el segundo teorema del valor medio pueden usarse indistinta- 
mente para deducciones posteriores. El lema de ABEL, que, por ser correlativo del análogo de 
las series (mientras el teorema del valor medio no), será quizás preferido por algún lector. 
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22 Si a(xw) es creciente positiva, se puede tomar a(a)=0 
y desaparece el primer término. 


b) Aunque la función integrable a(x) no sea monótona *, 
si está acotada y son A y B sus cotas en [a,b], se verifica la 
fórmula [79-7] (o su equivalente [79-6]) cuando u(x) tiene 
signo constante en todo el intervalo. 

En efecto, formemos la función continua: 


f 'ale)ula)dz £ A funds —B f utejas , 


a 


que para xv =a y para x = b, toma los valores: 


b 
$ ut») [o(2)—B]dz ; S u(=) la(2)— AJdo : 


a a 


cuyos signos son opuestos; luego existe algún punto interme- 
dio en que se anula esta diferencia; y, por tanto, se verifica la 
igualdad [79-7], siendo indiferente permutar las dos cotas A 
y B. 

Como se ve, éste es un caso trivial análogo al expresado por 
la primera fórmula del valor medio y la fórmula [79-7] o su 
equivalente [79-6] vale con las mismas hipótesis que aquélla; 
a veces puede convenir, sin embargo, adoptar la forma [79-7] 
en lugar de la dada por el primer teorema de $ 48-6, c, que 
expresa: 

b 


b 
f a(oJu(o) de = u] u(zx)dx 


(A<u<B, o bien A>u>B) 
[u(x) integrable de signo constante; a(x) acotada entre A y B]. 


NOTAS: 1. Demostración directa del segundo teorema del valor me- 
dio. Sin necesidad de utilizar la teoría de integral de STIELTJES, puede 
obtenerse la propiedad del § 79-2, correlativa del lema de ABEL (§ 22-4, 
c), por paso al límite de éste, y luego al lema de ABEL para integrales 
so le puede dar la forma equivalente constituída por el segundo teorema 
del valor medio, 

T 


La función continua U (x)= futoraz tiene en a <x < b extremos 


a 
inferior m y superior M tales que para e > 0 arbitrario, corresponde una 
norma kh de una partición todas cuyas sumas parciales a partir de «a 
cumplan 


P 
m— es X u(x). <M +e , (p=1,2,...,n) , 
rl 


supuesto dividido [a,b] en n subintervalos parciales, 


* Ni de variación acotada, 
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Si a(x) es decreciente positiva, al cumplir 
ala) > alx1) > alza) > ... > alln) > O 
basta aplicar el primitivo lema de ABEL ($ 22-4, c) para obtener: 


ME s, iJa < Mtaa: 


Para e >0, h>0, resulta [79-5]. Por ser continua la función 
U(x), todo valor comprendido entre su máximo M y su mínimo m es 
alcanzado en algún punto £ del intervalo [a,b], deduciéndose de [79-5] 
el caso particular 19 del segundo teorema del valor medio: 


b £ 

[79-8] Í a(e)u(e) de = ala) f T E aA 

a a 
[u(x) integrable; a(x) positiva decreciente]. 

El caso general [79-7] se deduce también de [79-8], porque si a(x) 

monótona es creciente, será B— a(x) > 0 decreciente y por [79-8] es 
b ¿ 

$ ute) 1B—a(z) Jaz = [B—-a(a)] | u(x)jdx  ; 

a a 


asignando el valor A a la función a(x) en «=a, queda así obtenida 
[79-7]. Si a(x) monótona es decreciente, será a(x)—B > 0 decreciente 
y por [79-8] es 


b ¿ 
fate) la(e) B] de = [u(a) —B] / u(x)dx 


qne es la misma [79-7], haciendo como 
antes a(a)= A. 


u(x) a (a) 
2. Interpretaciones gráficas. La fi- 
gura 267 da la interpretación gráfica de (x) 
la forma restringida [79-8]. H 
La fig. 268 da la interpretación grá- u(x) æ (x) 
fica * de la forma [79-6]. 
Los prismas 
A'A¡H,C,C'H'A” y B'B:H:CC'H”B' a é b 
se compensan. Fig. 267. — Las áreas rayadas se 


compensan. 


E 
a (a) I u(x)dx = Vol. dAA'A,H,H'Hía, 
a 


b 
ab) f u(x)dx = Vol. bBB'B,H.H”Htb. 
£ 


b 
| f a(x)u(x)dx* = Vol. aAA'A,C,B,B'Bba. 


a 


* Debida a G. FERRARI-POZZOLO, Bull. Un. Mat. Ital., 15, pág. 12-14, 1936. 
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3. Generalización (St) del lema de ABEL y del segundo teorema del 
valor medio. Con levísimos cambios de escritura quedan generalizado 
para integrales (St) en esta forma 


b 
[79-9] ala)m <S f a(x)dU (x) < a(b)M 
[a(x) positiva decreciente; U(x) de variación acotada; m< U(x)< MI]. 
b 
[79-10] $ ate) dU(») = [a(b)U(b)—a(a)JU(a)] + 


+ [a(a)—a(b)JU(£) = [B.U(b)—A.U(a)] + (A—B)U(£). 
[a(x*) monótona acotada; U(x) continua de variación acotada]. 





Fig. 268 


4. Nota histórica. El lema [79-5] no es de ABEL, pero es correlativo 
del que usó en las series (1826). 

El segundo teorema de la media es de BONNET (1849) en su forma 
rostringida [79-8] y de WEIERSTRASS y Du Bors REYMOND (1875) en su 
forma general [79-7]. 

Por no disponer del sencillo recurso de la integración por partes 
(que exige la noción de integral de STIELTJES) necesitan VALLÉE Pous- 
HIN, BROMWICH, PRINGSHEIM, y otros, laboriosas deducciones del segundo 
teorema del valor medio, y HARDY se ve obligado a reducir considerable- 
mente cl alcance del teorema exigiendo que a(x) tenga derivada, lo que 
ya cs mucho, y además que ésta sea continua. 


EJERCICIOS 


1, Resolver el ejercicio 5 de $ 78 mediante previa integración pol 
parton, 


2. To mismo respecto del ejercicio 6 de $ 78. 
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3. ¿Cuál es la hipótesis restrictiva que debe cumplir a(x) monótona 
para poder aplicar el mismo razonamiento que lleva a [79-6], sin utilizar 
el concepto de integral de STIELTJES? 


4. Demostrar que 


q 
w p 
P 
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1. Definiciones. Integral (R-C) para extremo singular 
único. — Las integrales impropias definidas en un intervalo 


è AE æ 00 

infinito, f u(x)dx, son análogas a las series Èu, con la 
a a 

única diferencia esencial de ser necesaria para la convergencia 

de la serie la condición u, > 0, mientras que para las integra- 

les sólo puede decirse que “en caso de existir límite” de u(x) 

para > o, este límite es nulo; pero cabe la convergencia no 

existiendo límite del integrando y aun teniendo éste oscilación 

infinita, para x —> œ. (Ejemplo en $ 80-2, Nota). 

Otra novedad se presenta en la teoría de las integrales res- 
pecto de las series. Como la definición (R) de la integral en 
[a, b] exige la acotación de u(x) en él, es preciso extender el 
concepto de integral al caso en que existan en [a,b] puntos 
singulares. Llamamos así a todo punto en cuyo entorno no es- 
tá acotada la función. 


EJEMPLOS: 1. 


1 
e aa , f mea $ J= 
0 —1 


carecen de sentido según la definición de RIEMANN, por existir el punto 
de infinitud x=x/2 de la primera función, y el =0 de las otras dos. 


2. Tampoco tienen sentido 
1 1 


f (E y E de f de 
sen ; S 
x w T 
0 ý sen — 
(singular, x= 0) (singulares, « = 1/n). 


En estos casos, como en los anteriores, no está definida la función 
en los puntos singulares, ni interesa el valor que en ellos se le asigne. 

En el ejemplo 1 el integrando tiene el límite infinito en uno de los 
extremos a, b o en un punto interior; y en el ejemplo 2 carece de límite. 

Obsérvese que en el segundo caso del ejemplo 2 hay infinitos puntos 
alngularos y quedará, por tanto, incluído en la teoría más general que 
exbozaremos después. 
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Como el extremo inferior a se transforma en el superior 
mediante el cambio de variable —x, supondremos casi siem- 
pre que sea b el punto singular, siendo f(x) acotada e inte- 
grable en cada intervalo parcial [a, b — ô]. 

Para dar unidad. a los teoremas llamaremos también sin- 
gular al punto impropio +œ o bien —œ, cuando el intervalo 
tenga algunos de estos extremos, cualquiera que sea la función. 
Dentro del caso que estamos estudiando, en que hay punto sin- 
gular único, quedan incluídas las integrales en intervalo infi- 
nito, cuando f(x) es acotada e integrable en cada intervalo 
finito [a, b]. 


DEF, 1. Puntos singulares de una integral son los extre- 
mos +oo y todo punto en cuyo entorno no esté acotado el in- 
tegrando f(x). 

Diremos que el extremo b es singular único (sea finito o 
infinito) si f(x) es integrable en todo intervalo parcial de 
[a, b) que excluya al punto b; y definiremos la integral (R-C) 
según RIEMANN, con este artificio de CAUCHY: 


b z b b 
J = lim [f f(d , f = lim f f(æ)dz 
sfb ula 


(si es singular único b < + 00) (si es singular único a >— o) 


Si existe este límite finito, la integral se llama convergente; 
si tiene límite infinito, divergente; y si no tiene límite, finito 
ni infinito, oscilante. 


NoTAs: 1. En la teoría clásica de la convergencia carece de signi- 
ficado numérico toda integral divergente u oscilante. Decir que existe una 
integral expresa que es una integral propia según la definición dada en 
$ 49-1, o es convergente según Def. 1 (o según definiciones más genera- 
leg que daremos en $ 80-9), en cuyo caso suele llamarse impropia. 

2. Nótese que toda integral sobre intervalo infinito puede reducirse 
n otra de intervalo finito cambiando x=1/t, pero a costa de introducir 
la infinitud en el origen, por causa del factor 1/t?, También cabe hacer 
desaparecer la infinitud de f(x) en a, adoptando como variable t un 
factor g(x) del integrando, que es infinito en a; pero, en lugar del 
extremo x =a, aparecerá el t= g(a), que es infinito. Resulta, pues, la 
equivalencia de ambos tipos de singularidad, que cabe transformar, pero 


no cludir en general. No así en particular, según sea el integrando. Tal 
jo 
í w*de que por el cambio x=1/t se transforma en la integral 


i *1 
propin f tdt. 
0 


2. Criterio general de convergencia. — Puesto que la inte- 
gral en [a,b], cuando es singular uno de sus extremos, está 
definida como límite funcional y lo mismo la integral en inter- 
valo infinito (a, o), son aplicables las propiedades generalen 
de los límites, demostradas en $ 24. 
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La más importante es el criterio de convergencia de BoL- 
ZANO-CAUCHY, que conduce a estos dos resultados: 
TEOR. 1. La condición necesaria y suficiente para la con- 


b : 
vergencia de la integral J f(x)dx, con un extremo singular 


. . . . . a 2 
único (finito o infinito), es que para cada número e > 0 se 
verifique : 


[80-1] | f KOL < e 


para todo par de puntos p, q de un cierto semientorno del ex- 
tremo singular. 


NOTA. Como hemos dicho en $ 80-1, cabe la convergencia aún no exis- 
tiendo límite de f(x) para x —> b; basta, por ejemplo, formar la gráfica 
(fig. 269) adosando arbitrariamente sobre el eje x triángulos isósceles no 
rampantes de bases 1, 1/2*%, 1/32, ..., 1/r?, ... y alturas 1. 2, 3, ..., 
Nn, ..., colocándolos alternativamente encima y 
debajo del eje. 

Si las bases ocupan intervalo finito (por 
ejemplo, si son adyacentes), resulta un extremo 
superior finito y, en caso contrario, el punto sin- 
gular es +œ, pero en ambos casos converge la 
integral. 


Lo análogo al término general de la 
serie es la integral [80-1], la cual tiende 
a 0 como condición de convergencia; ne- Fig. 269 
cesaria si la amplitud de (p,q) es fija 
por ejemplo q — p = 1, como en las series); suficiente si la 
amplitud es arbitraria, como también es suficiente para las se- 
ries (§ 22-1, g). 





3. Otras singularidades. Regla generalizada de Barrow. — 
a) Sı son singulares los dos extre- 
mos a y b, finitos o infinitos, cabe 
definir (fig. 270): 





[80-2] 
B B b p 
= lim después T = lim f , 
f aja f» p BTO 
Fig. 270 o viceversa, cabe hacer BÎîb y des- 


pués aja. Si c es un punto interior 
de [a, b] y se descompone 


031 farer 
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haciendo variar aļa, Btb, ambos métodos conducen al mismo 
resultado que podemos tomar como definición : 


DEF. 2, 


nb c a8 e b 
[80-4] f=lm f+!lm f = f+ f 
ada . Btb a a e 
a a c a c 
Es este el método que preferimos en lo sucesivo, y que pue- 
de tomarse como definición de integral de extremos singulares, 
la cual es independiente del punto c elegido, puesto que [80-3] 
lo es. 
En po Aa que sea c es 
B 
[80-5] j- | T J- i Jii F 
a yy BTO uV 


c 


de igual modo que las series y se descomponen en dos series 
—0 


fraccionándolas arbitrariamente. 


EJEMPLO 1. 
, 1 
f Sa = — vV1— z’ =0 , 
v1— g* —1 


como también se ve directamente por ser impar el 
-1 0 Wx integrando (fig. 271), 


b) Punto singular interior. — El caso 
en que existe un solo punto singular interior 
c no difiere esencialmente del anterior, pues 
se adopta como definición: 


DEF. 3. 


c b 
e PAS 


Si F(x) es una primitiva, o bien casi E en [a,b], 
esto es, función continua que tiene como derivada el integran- 
do, salvo en un número finito de puntos, subsiste la regla de 
BARROW 


Fig. 271 


b 
[80-7] f fía)de = F(d)— F(a) , 


bien entendido que si a, b son infinitos o, aun siendo finitos, 
no existen F(a), F(b), pero sí lim F(x) a la derecha de a 
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y a la izquierda de b, éstos son los significados convencionales 
que designamos por F (a) y F(b). Basta, en efecto, tomar lí- 
mites en la fórmula de BARROW relativa al intervalo [a, $8] para 
aţa, Btb, y si c es punto singular interior, la def. 3 da 
[F(c)—F(a)1 + [F(0)—F(c)] = F(b) — F(a) , 

subsistiendo el razonamiento para un número finito de puntos 
excepcionales, a condición de que 
F (x) sea continua. 


EJEMPLOS: 2. Es erróneo este cálculo: 


T 

de € x 
= 1 — — 
cos x nte 2 + 3) 


= lnı(—1)— l1 , 


pues la primitiva es œ en el punto x/2. La 
integral carece de sentido (v. fig. 272). 


3. También es erróneo escribir 


T 


T 








ir 




















dæ T 
f cosg tez na o, 
0 
pues la integral es divergente. Fig. 272 
3. 
ES 0 2 
æ 3 a me 3 7m 2 3 3 a 
L= +| =4 07 A 
lie dl 0 A MAS 


Se observa que habría sido igual aplicar directamente la regla de 
BARROW al intervalo [—1, +2] 


„4. Valor principal en un punto singular. — La Def. 3, lo 
mismo que la Def. 2, exige la existencia de las dos integrales 
sumadas. 


EJEMPLO 1. (Fig. 273). No es convergente 


1 0 1 
LE= [+ $ =lminlel — mins ; 
a “i ð PIN PAR 


pues divergen estas dos integrales. Pero si toma- 
mos simétricos los dos intervalos excluídos a uno 
y otro lado del punto singular x =0, es decir, 
si consideramos 


—h 1 h 1 

f de + E 2 Í dæ ña dx a 
£ ; % x£ z 

—1 h l 


h 





resulta para h — 0 límite nulo. 
Este procedimiento nos conduce a la siguien- 
Fig. 278 te generalización: 
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DEF. 4. Valor principal (de CAUCHY) de la integral 
b 


f f(x)dx, que tiene el punto singular único interior c, es: 


a 


[80-8] (VP) T eds 1 [7 + y | 
i á c+h 


adoptando el símbolo (VP) antepuesto al signo integral para 
distinguirlo del valor ordinario, que sólo existe cuando cada su- 
mando tiene límite, en cuyo caso el valor principal es la suma 
de estos límites, es decir, coincide con el valor ordinario. Aná- 
logamente: 


DEF. 5. 


a—>+00 
—a 


+00 
[80-9] (VP) f f(x)de = lim £(2) de. 


EJEMPLOS: 2. He aquí un caso de aplicación de la Def. 5: 


+00 a 
x : x 
v» | qfr t= e) tires 
—00 —a 
+a 
= 0. 


Sl La 
2 =4 


a— +o 





3. Menos trivial que Ej. 1 y P 2 es el SA 


= sf |= 


= lim E E E A In 2. 
h-—>0 











Obsérvese que ninguna de estas integrales converge, por ser suma de 
dos integrales divergentes, pero existe el valor principal en todas ellas. 


_ Nora. Valor principal de series biláteras. — El concepto de valor 
principal de una integral, introducido por CAUCHY, es correlativo de otro 
yn conocido en las series del tipo: 

E SS E 
Direcmos que la serie anterior es convergente con suma S cuando 
convergo cada serie A=Ya;, B=>3b;, y es S =A+B. Pero cabe que 
niendo xa, y yb; divergentes, sea convergente la sucesión 
Di ss +FORO... +4 5 
on tal caso, su límite se llama valor principal de la serie. 
Aní, por ejemplo, no .converge 


1 1 1 1 1 
A A AS 


poro wu valor principal es 
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1 1 1 
is ANO a ai ... = ln2. 


En general, toda serie alternada condicionalmente convergente puede in- 
terpretarse como valor principal de la serie bilátera formada por los 
términos positivos y los negativos. 


5. Transformación de integrales en series. — Hay integra- 
les cuyo cálculo se reduce ventajosamente al de una serie. Sea 
b finito o +o, se tiene: 

b 
TEOR. 2. si f f(x)dx es convergente, y anfb entonces 


a . å 
converge también con igual suma la serie Xu, llamando: 


ar +1 


TAS f t(w)de. 


Recíprocamente: si esta serie converge y no solamente tien- 
de a 0 su término general u,, sino también cada integral par- 
cial del mismo, también converge la integral, con igual suma. 


Directo. Las sumas parciales: 


an 
Wo + Wa + ... F Uni = f Ecae 


a 


b 
convergen para n >00 hacia f f(x)dx, luego converge la serie, y su 


suma es la integral. a 


Recíproco. La convergencia de la serie da la convergencia de una 
T 


sucesión numerable de la función continua F (x)= f , y no basta para 
© a 
asegurar la convergencia de ésta. Ejemplo: S sen xdx, o en general, 
00 0 


1 f(x)dx si f(x) es periódica no nula y su onda tiene área nula; la 
0 


integral es oscilante mientras que converge la serie de integrales sobre 
las ondas sucesivas: 0 +0+... 

Sin embargo, con la condición complementaria impuesta en el teore- 
ma, como cada integral parcial de la integral difiere de una suma par- 
cial de la serie en una integral sobre parte de (an, An), la cual tiende 
a M, ambas convergen hacia la misma suma. 


EJEMPLOS: 1, 
00 5 (n+ l)r 


sen x sen x 
=. dg = Ss f —— due , 
£ 0 z 
0 nT 
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pues esta serie es alternada y de términos decrecientes, ya que ‘las orde- 
nadas de la sinusoide están divididas por la variable creciente x (fig. 274); 
además, siendo 2 el área de la semionda de sen x, el valor de la integral 
Un es: 

(a+) 


1 2 
= A — AS E 
[80-10] lun | < | sen x | dæ < 0 


nr 


27 





Fig. 274 


y también tiende a 0, con mayor razón, cada integral parcial de ésta; 
lucgo converge la integral propuesta, con igual suma que la serie, 
2. La integral convergente citada como ejemplo en $ 80-2, Nota, 
tiene como suma 
1 1 1 ) 1 
— — — — — ... ]) = —in2, 
e E 2 


NOTA. He aquí algunos complementos al Teor. 2: 


a) Si la integral diverge, también diverge la serie; puez sus sumas 
forman parte de la sucesión continua de integrales y, por tanto, se con- 


servan superiores a todo número positivo desde un n en adelante. En 
cambio: 


b) Si la integral es oscilante, la serie puede ser corvergente u 08- 
oilante. 
00 
Por ejemplo, es oscilante $ sen x dæ, pero converge Sun =0 si los 
0 
puntos de división son 0, 2x1, 4x, 6x, . 


Recíprocamente: de la divergencia u oscilación de la serie sólo 8e 
deduce la no convergencia de la integral. 


6. Integrando de signo constante. Método de comparación. — 
Lo mismo que acontece con las series, las integrales de fun- 
ción u(x)> 0 desde un g en adelante, tienen propiedades muy 
sencillas. Como al ampliar el intervalo [a,x] ó [x,b] crece la 
integral, siempre existe límite finito o infinito; luego sólo ca- 
ben dos casos: 


TEOR. 3. Si el integrando f(x) tiene signo constante en un 
b 


semientorno del punto singular, la f f(x)dx es convergente 
o divergente. a 
El problema de la convergencia o divergencia se reduce así 
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al de la acotación o no acotación de la función integral 


fte ó aeea 


y para extremo superior œ resulta inmediatamente el siguien- 
te criterio de MAC-LAURIN, que suele atribuirse a CAUCHY: 


TEOR. 4. Si u(x)> 0 es decreciente en (0, œ), la serie 
oy 
00 
Xu(n) y la integral 1 ulx)dx tienen igual carácter (MAC- 
0 E 


LAURIN). 


Sin restringir la generalidad, podermios suponer a =0; y 
siendo 
n 
Un = U(n— 1) > i u(x)dx > u(n) = Ur , 


se verifica (fig. 275) : n—1 
U+ a+. HUn fala) da < uot ut... H tn , 


n 
luego las integrales parciales están acotadas, si lo están las su- 
mas parciales, y recí- 
procamente. 

Este criterio es 
útil para asegurar la 
convergencia de se- 
ries cuyo término ge- 
neral u, está dado 
por una función u(x) 
decreciente de varia- 
ble real x, cuya inte- 
gral se conoce. Fig. 275 





EJEMPLOS. 


1 f de 
n(Innja ? x(lIna)a ° 
Poniendo lInx=t la integral se transforma en 


ftaa = Ioe; 
1—a 





si es a1; o bien, para a= nfe di=Int; luego resulta: si es 
a > D, convergencia, y divergencia para a< 1. 
Otra consecuencia inmediata de Teor. 3 es ésta: 


TEOR. 5. Sea en un cierto semientorno de b: 0 <uízx)< 
«< v(x), y sean sus respectivas integrales 
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b h 


fund S f v(æ)dz : 


a a 
si la segunda converge, también converge la primera, con suma 


menor o igual que ella; si la primera diverge, también diverge 
la segunda. 


NoTA. La hipótesis del teorema puede sustituirse por esta equiva- 
IA que quiere decir, u(x)<K.v(%), (K>0), 
§ 24-3, b). 


T. Criterio del orden de infinitud o infinitesimal. — Como 
corolario de Teor. 5, resulta: 


TEOR. 6. Si las funciones no negativas u(x) y v(x) en un 

semientorno de b son equivalentes para x—b (sea b finito, 
b b 

o sea tœ), las integrales f u(x)dx, f ví(x)dx con el pun- 


. . . a o a 
to singular b, tienen igual carácter. 


Pues siendo desde un x, 1—e<ulzx)/víx)<1l+e, es 
aplicable el Teor. 5. 


He aquí el caso más sencillo en que la función es una po- 
tencia: 


b 


b nd 00 
j OL = F (x — b) dz ; == = f araa. 


a a a 


La primitiva, en el primer caso, tiene exponente — k +1 
y, por tanto, tiene límite finito para x= b, si es k < 1; mien- 
tras que el límite es infinito para k > 1. 

En el segundo caso, la función «w-** tiene para > 0 lí- 
mite finito si es k > 1, e infinito para k< 1. 

En ambos casos, si es k=1, la primitiva es el logaritmo, 
que tiene límite infinito, luego la integral diverge. 

Resulta, pues, esta regla práctica, de uso muy frecuente: 


TEOR. 7. La integral converge en un punto singular finito 
ai cl orden potencial de infinitud del integrando es menor que 
1; diverge si es >1; y en el punto x= œ converge si el or- 
den potencial infinitesimal del integrando es mayor que 1, y 
diverge si es <1. 

lim símbolos: la condición suficiente de convergencia en el punto 
b os: 

u(x) < o, (h< 1) si es b< o, 
u(x) < 0', (k > 1) si es b=0, 
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designando por 0* los infinitésimos de orden k y por oo" los infinitos de 
orden h*. 


NOTAS: 1. La regla no subsiste si el orden no es potencial. Así la 
función 1/(xInx) es en x=0 de orden de infinitud menor que 1 y 
en =% es de orden infinitesimal mayor que 1, siendo sin embargo 
divergentes las respectivas integrales impropias ($ 80-6, ejemplo). 

2. Los dos tipos de punto singular propio e impropio se reducen uno 





a otro por el cambio de variable y = z Suponiendo, por ejemplo, 


—b'’ 
K 1 : 
=0, a==0, poniendo y= + se tiene 


l 
ue a 


f sain f (>). 


a 
Si es u(x)~x™*, (k>1), es u(x) ~x", (2—k< 1), y existe 
perfecta correspondencia entre ambos criterios. 


EJEMPLOS: 1. Punto singular x=0: 


1 1/2 T 
1 — zx? "de sen x 
J a e J ino ” f eVa = 
0 0 0 
1 
orden 003 orden 000 orden «02 
iv. Conv. Conv. 
2. Punto singular x= %© 
00 00 N 
dx Va? +1 = 
f VET 3 f Yel dæ , J e Vz do. 
4 a+ 5 x a á 
orden 01 orden 02 orden 0% 
Div. Conv. Conv. 


3. Si en Ej. 2, 19 el origen es —o0o, la integral diverge en ambos ex- 
tremos. 

Tomando el origen —1 en ejemplo 2, 2%, el integrando es en él in- 
finito de orden 5/2, luego hay convergencia. 

En Ej. 2, 32 cualquiera que sea el origen finito, no es singular. Para 
a =— œ la integral diverge. 

De igual modo en Ej. 1, 1° si el extremo superior es +œ el orden 
en él es 0*, luego también diverge. 

En el Ej. 1, 2° si el extremo superior es 1 el orden es œ! (pues 
lnx ~ x — 1), luego hay divergencia; y si es œ el orden es 0° (e menor 
que cualquier número positivo) y también diverge. 


4. Sea, finalmente, la integral: 


m 
f dæ ] 
: Var—1 ? 
—00 


es divergente en los puntos —00, +00 (orden 0*) y convergente en +1 
(orden œt). 


* Expresado con el símbolo de BACHMANN ($ 24-3, b) tenemos este criterio de con- 
vergencin, que no consideramos ventajoso sobre el dado: 


Punto b <a: fíx)=0tr—b)* , (h<D, 
4i b= u: fíx)= O(x*) . (le > 1). 
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8. Integrales simples absoluta y condicionalmente conver- 
gentes. — a) Como el valor absoluto de la integral en cada in- 
tervalo no supera a la integral del valor absoluto, resulta del 
criterio de BOLZANO-CAUCHY : 


TEOR. 8. Si converge 
b b 


f |f(x)| dx , también converge f f(x)dx. 


a a 


DEF. 6. Las integrales convergentes, que tienen también 
convergente la integral del módulo, se llaman absolutamente 
convergentes; y, las que tienen divergente la integral del mó- 
dulo, condicionalmente convergentes. 


EJEMPLOS: 1. Si en el ejemplo de integral convergente dado en 
$ 80-2, nota, se toman valores absolutos, la integral en (0, x), es decir, 
la suma de las áreas de los triángulos, supera a toda suma 

1 1 1 
E —) 
E T 2 T Y n 
y, por tanto, diverge. He aquí, pues. una integral condicionalmente con- 


vergente. 
00 





2. La integral f == dx converge, como se vió en $ 80-5, pero 
: 2 
no absolutamente, pues, con acotación análoga, resulta: [un] > ana 


luego la serie S|u,| diverge y también la integral del módulo; la conver- 
gencia es condicional, 


3. Análogamente convergen condicionalmente 
00 00 


sen x 
dæ , f sen x’ dg. 
. Væ A 
0 


0 





La segunda se reduce a la primera adoptando x° como variable. 
En esta segunda integral vemos también (cfr. $ 80-2, nota) que el 
integrando no tiende a cero. 


4. Aplíquense $ 80-8, by cen0e O a: 


00 (0.0) 
f 2% sen ade ; a sen x” dx. 
0 0 
Convergentes absolutamente si es —2<0a<—1; m<=—l, 
ji condicionalmente ,, ,, —1i<a< 0; mo>l, 
oxcilantes dee l a= 0; m=1, 
divergentes » n» a<—2 6 a>0; —1<m<l. 


b) Un criterio de convergencia absoluta para integrales de 
Iintegrandos de signo no constante, deducido del Teor. 7, es el 
siguiente: 
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TEOR. 9. Si puede determinarse y(x) tal que 
m < y(z) = f(x) (1 —b)* < M || m < y(2) = f(x)x* < M 


para b—e<x<b || >X, 
con e suficientemente pequeño || X suficientemente grande, 
entonces: 
; h<1 . y ] 
19%) Si es ÉS 1? la integral impropia es absolutamente 
convergente. 
a h>1 p ] . 
29) Si es y mM > 0, la integral impropia es di- 
k<1 


vergente. 


39) Si es Ta A y mM < 0, nada puede afirmarse y el 
x 
caso es dudoso. (Cfr. § 80-5, ejemplo 
1, y § 80-9, ejemplo 2). 


En efecto, por el primer teorema del valor medio (§ 48-6) 
es: 


“ yp(z)dz e i dx 
To e a 





f yw(x)dxe _ * da 
ETS = y 
p 


qe ? 


si u se toma adecuadamente en m <p <M y basta aplicar el 
criterio general de convergencia (Teor. 1) y la regla del or- 
den potencial (Teor. 7). 

Corolario inmediato de los casos 1%) y 2%) es: 


TEOR. 10. Si existe 
lim [£(2) (x—b)"] +30 || hm [f(2).] +0 , 
rob —> +00 
(es decir, ni infinito, mi nulo), entonces la integral impropia 
. fh<1 ; i 
es absolutamente convergente si } y divergente si 
N k>1 
hii 
k<1j' 
Para el caso dudoso, es útil la escala de comparación de 
convergencia absoluta más lenta 
a a 
(x—b)|]n(b— x)|* 
dando convergencia si a > 1 y divergencia si a<1 ($ 80-6, 
ejemplo). 


c) Criterio de ABEL y DIRICHLET para integrales simples 
condicionalmente convergentes. — Cuando la integral del mó- 


xne g 





| 1 
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dulo f(x) es divergente en un punto singular x = b, es preciso 
b 
un estudio especial para clasificar la integral f Í(x)dx. 


a 

Hay, sin embargo, dos criterios muy generales que permiten 
asegurar la convergencia en el caso muy frecuente en que el 
integrando se descompone en dos factores, uno de ellos cuya 
integral haya sido ya clasificada, y el otro, monótono. 

Basta, en efecto, aplicar el criterio general de convergen- 
cia, viendo si el resto en (p, q) tiende a 0 para p> oo, y para 
ello aplicaremos el 2% teorema del valor medio ($ 79-2): 


q E q 
[80-117 f'a(x)u(e) dz a a(p) fu(z)de ze ata) f ula)de , 
p p ¿ 


y resulta inmediatamente: 
b 


Criterio de ABEL: Sì converge f u(x)dx en el extremo b 


. . e .. a r 
(finito ó +0) y la función a(x) es monótona acotada, con- 
verge 
b 


f a(x)u(x)de. 


a 
Por la supuesta convergencia, las dos integrales que figu- 
ran en el segundo miembro de [80-11] son <e desde un p en 
adelante, y como los coeficientes a(p), a(q) están acotados, 
resulta que el primer miembro se hace arbitrariamente pe- 
00 
queño; y también, por tanto, el resto f , 


Pp 


Criterio de DIRICHLET: Si están acotadas las integrales par- 
b 


ciales de f u(x)dx en el semientorno de b < œ y la función 
a b 
monótona a(x) tiende a 0 para x—b, converge f a(x)u(x)dx. 


a 


Pues, en este caso, las dos integrales del segundo miembro 
exlán acotadas y los coeficientes a(p), a(q) son arbitraria- 
mente pequeños desde un p en adelante. 


Noras: 1. Si la función u(x) es compleja, basta descomponerla en 
nun dos camponentes y aplicar los criterios anteriores, los cuales conser- 
vim, por tanto, validez para este caso más general. 


2, El criterio de DIRICHLET es muy útil para las integrales trigono- 
vetrienn del tipo 
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00 2 
f a(x)sen kzædæ , f a(x)cos kxdæ 
a a 


pues siendo seno o coseno la primitiva de u(x), están acotados sus va- 
lores y, por tanto, convergen las integrales si el coeficiente alx) es de- 
creciente y tiende a 0. 
Son, pues, convergentes las integrales del tipo 
00 


f alx)e*t dx , (k0) si ale) o. 


3. Sobre la equivalencia de integrandos en la convergencia condicio- 
nal. — La equivalencia de integrandos positivos para x= œ% lleva con- 
sigo la igualdad de carácter de ambas integrales; lo mismo sucede cuando 
ambos integrandos tienen signo constante en un semientorno de œ, O 
más peneral cuando la convergencia es absoluta; pero no si es condi- 
cional. 


EJEMPLO 5. (Fig. 276). 


wa en miesz i, 


| 


-~ om a a — 
e = 


i ¡2 __—___ 4 


Fig. 276 
Si multiplicamos los términos (m=1,2,3,...): 


y los términos 


1 
In (m + 1) 2m— 1 por m 


la nueva función g(x) tiene integral divergente, pues la suma equiva- 
lente tiene parte positiva ($ 22-6, ejemplo 2, 20): 


1 : —1 
2 e D ln2 y parte negativa > A pS 


Tenemos pues, dos integrales 


Əm por 


00 00 
f Eads ; $ [£(0)+ g(0)]do , 
0 0 


la primera convergente, y divergente la segunda. Sin embargo, los inte- 
egrandos son infinitésimos equivalentes, por ser 


ele) f = 1/m —> 0, en los intervalos de origen par. 





1/ln (m + 1) —> 0, en los intervalos de origen impar. 
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9. Generalización de las integrales impropias. — Como fre- 
cuentemente se presentan integrales que carecen de sentido se- 
gún la definición de RIEMANN, con singularidades más compli- 
cadas que las estudiadas en $ 80-1 a 4, veamos qué valor nu- 
mérico se les puede asignar en tipos muy generales y cómo se 
generalizan las reglas de cálculo demostradas para las integra- 
les propias en $$ 48 a 51, a fin de poder operar con estas 
integrales impropias. 

La generalización más amplia que cabe por el método de 
HARNACK (que sigue la pauta de CAUCHY), es ésta: 


DEF. 7. Si es C el conjunto cerrado de puntos singulares 
en el intervalo I, tal que puedan cubrirse con un número fi- 
nito de entornos de radio o, y es Ip el conjunto de intervalos 
que queda al suprimir tales entornos, se define la integral 


[80-12] (R-Ha) ft = lim f f(z)ds , 
p>0 
I p 

donde la convergencia es uniforme respecto de los entornos y 
éstos contengan algún punto de C; si algún extremo a y b es 
singular, se tomará un semientorno de radio ọ; pero si es 
b = œ, el semientorno será una semirrecta x > 1/0. 

Obsérvese que en el caso sencillo, ya tratado, de uno o dos 
puntos singulares, esta definición coincide con la de CAUCHY, 
adoptada anteriormente. 


a) Veamos que esta Def. 7 de HARNACK da una integral aditiva res- 
pecto del intervalo: 

Si el punto c interior a [a,b] es regular, los puntos singulares que- 
dan repartidos en (a,c) y (c,b), luego 1¿ se compone de intervalos en 
(a, c) y (c,b) o solamente en uno de ellos; en ambos casos la integral 
on Io es suma de integrales sobre Py y sobre I”y , y el límite de la 


c „b 
suma es la suma de límites, o sea Í + J à 


a c 


Si o es singular basta considerar separadamente sus dos semientor- 
nos y la conclusión subsiste. En particular, si hay n puntos singulares 
his Ua, .., An, resulta: 


b Ui @a b 
[80-13] f Sul +f a 
a a a Gn 


quedando así generalizado el método de CAUCHY. 

Demostrada [80-13] según la definición general de HARNACK, o adop- 
tada como definición, se pasa a conjuntos más complicados por el método 
inductivo de DIRICHLET: Si b < œ es singular, se define 


b B 
[80-14] J = lim f, 
Btb 
o 


a 
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suponiendo que ya se ha definido en cada intervalo [a, f]. Este método 
permite pasar de n puntos singulares a n +1 y por inducción completa 
a cualquier número finito. Además, si son singulares bı < ba< ... —>b 
permite pasar del número finito a la sucesión infinita, más el punto b, 
que por ser límite de puntos singulares lo es también *, 


b) La regla de BARROW se ha generalizado en § 50-2, b, para las 
funciones que llamamos ($ 80-3, b) casi primitivas. 


z 
Veamos que la integral convergente i f(x)dx, cualquiera que sea el 


a 
número de sus puntos singulares, es casi-primitiva de f(x). En efecto, 
si x es regular, también lo es todo un entorno de x y el incremento 
x+h 
f se hace arbitrariamente pequeño con h. Si x es singular, esta in- 
x= 
tegral es precisamente el resto de una u otra de las sucesiones conver- 


gentes: 
iah z a” a” 
im f = f> imf =f 
h—0 h—0 
a! a? ath x£ 
si a' y a” son los puntos singulares más próximos a +, cuando hay nú- 


mero finito, y, por tanto, tiende a cero. También en el caso de infinitos 
puntos singulares b, — x, en virtud de la definición [80-14] de DIRICHLET. 


c) La regla de integración por partes [a,b] subsiste para integra- 
les convergentes, pues es simple consecuencia de la regla de BARROW 
($ 51-5, b). 


EJEMPLOS: 1. 
00 


[80-15] f | sen x |° dæ ; 
0 


cualquiera que sea «a, como el integrando es periódico, no converge la 
integral; si es a >0 el integrandc es 
continuo y el área de cada onda es fi- 
nita (< 2), y si a< 0 pero |a] <1, en 
los extremos 0, x, es infinito (fig. 277), 
de orden menor que 1, luego converge; 
pero en (0, 00) diverge, 

Si a es entero impar o fracción de 
términos impares, tiene (sen x)* signos 
alternados; y si es A el valor de su in- 
tegral en (0,x), en cuaiquier intervalo 
es un número entre —A y +A, siendo 
oscilante la integral en (0,00). 

Para a < — 1 diverge en (0,x) y 
carece de sentido en (0 œ). 





2. Supongamos, como en ejemplo 1, Fig. 277 





* Con el símbolo de la Aritmética trasfinita el número ordinal de b es w, primer 


número trasfinito. Utilizando la inducción trasfinita se llega a extender la integral para 
conjuntos singulares más complicados. 
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que a sea entero impar o fraccionario de términos impares en la inte- 
gral 


T o 
[80-16] de bi qa 
sen) wéde ; o bien (sen t) qe * 
0 1/t 


Si a >— 1 las integrales parciales de (sent)* están acotadas como ya 
se vió; y si es B >-—-2 el otro factor tiende monótonamente a cero, 
luego, por el criterio de DIRICHLET, la integral [80-16] converge, mien- 
tras que para B = — 2 la integral es oscilante y para B < — 2 el segundo 
factor crece infinitamente y la serie, de signos alternados, y términos 
infinitamente crecientes, diverge. 

Si es a < — 1 en cada punto t = nx el integrando es infinito de or- 
den mayor o igual que uno, luego la integral es infinita en cada inter- 
valo [nx, (n +1)1] y en (t,00) carece de sentido. 


NOTA. La regla de BARROW conserva su validez cuando el conjunto 
de puntos singulares es numerable ($ 50-2, nota 2), pero si el conjunto 
no €s numerable, aunque tenga longitud nula (Cap. XIII, nota III, c) se 
presentan delicados problemas que corresponden mejor a la teoría de la 
integral infinitamente aditiva ($ 95). Baste recordar (Cap. IX, nota VI) 
que dos casi-primitivas con tal conjunto excepcional pueden no tener dife- 
rencia constante (ejemplo: la función de CANTOR y la función y = 0), y 
tampoco subsiste el teorema si las dos funciones tienen igual derivada 
(finita o infinita) en todo punto sin excepción. 


EJERCICIOS 


1. Aplicando lim ẸYn!/n" =e% para n— œ, calcular directamente la 
1 


integral impropia f ln x dx. 
0 


2. Hallar los valores de s para los que son convergentes absoluta o 
condicionalmente las integrales 


+00 +0 
at sen x 
a) f 1 +2 dx , b) T e i dx. 
0 0 


En la integral b), para s= 3, efectuar el cambio de variable x = y? 
v estudiar el límite del integrando para y > + œ% (cfr. $ 80-8, ejemplos 
3 y 4). 











3. Calcular 
2 
f x dx 
v1l—a? 
0 
4, Hallar el valor principal de las integrales 
xr Y 
f dz de 
cosa ” cos? x 
0 0 


y observar que coincide con el valor obtenido aplicando directamente la 
regla de BARROW. ¿Cuándo sucederá esto? 
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5. Estudiar la convergencia de las integrales de 
sen kx cos kx 
qe , x° 
en el intervalo (0, 0%), según sea el valor de a. 

6. Demostrar que la integral de la derivada de toda función conti- 
nua que admita derivada finita integrable (R) en un intervalo finito, 
excepto en un número finito de puntos interiores, es convergente (cfr. 
§ 50-2, nota 4). 

7. El laborioso estudio hecho por BEPPO LEvI en su prestigioso tra- 
tado (citado en Cap. VI, nota VI-2; págs. 256 a 258 y 275 a 278) de la 


integral 
E 139 o dt 
f ( sen —) xBdx , o bien f (sen t)a —- , 
x per 
0 


1/t 


le conduce a los coeficientes de acotación —2x y +2%. Dedúzcanse, 
transformando la integral por partes, las cotas más aproximadas —-2 
y +2. 


8. Generalizar los criterios de convergencia de integrales que hemos 
llamado de ABEL y DIRICHLET, al caso en que la función a(x) es de va- 
riación acotada en (a,b). 


9. Demostrar que el conjunto de puntos singulares (R) de una in- 
tegral es cerrado. Aplíquese el teorema de BOREL para simplificar el 
método de HARNACK ($ 80-9). 


10. Constrúyanse funciones integrables (R) con conjunto no cerrado 
de puntos de discontinuidad. 





, 
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1. Sucesiones doblemente indefinidas. — Una sucesión in- 
definida de sucesiones indefinidas de números reales o com- 
plejos 

Si Siz Sig ..... Din ui 
S21 So2 So3 co... Son ..... 
SEI) $ arias ade 
Smi Sme Sm3 e... Smn ..oo.oo 


se llama doblemente indefinida o sucesión indefinida doble. 
Puede engendrarse de dos modos: como sucesión indefinida de 
filas (cada una de las cuales es una sucesión indefinida simple), 
o como sucesión indefinida de columnas, que también son suce- 
siones indefinidas simples. Es decir: podemos comenzar fijan- 
do el índice m en el elemento general Sy» y dando a n los 
valores 1, 2,3, ..... ; o bien fijamos primero n, dando valores 
sucesivos a m. 

Se dice que la sucesión {Sm,n} 0 la variable S,,, tiene el lí- 
mite doble finito S, o tiende al límite doble S, si para cada va- 
lor de e > 0 corresponde un número natural y tal que sea: 


[81-2] [Sm —S]|<e, para m>v y n>v. 
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Si se verifica | San | > K, cualquiera que sea K, la sucesión se 
llama divergente. Escribiremos, respectivamente: 
[81-3] lim Sm =S , lim Sm = 0. 
mM, NR 7D mM, NR 

Si la sucesión doble no tiene límite, finito ni infinito, se 
llama oscilante, indeterminada o discrepante. 

No debe confundirse el límite doble [81-3] con el límite 
sucesivo: 


[81-4] lim [ tim Sm | l iim [tim Snn ) , 
mN n— 0 nn Y) MS, 
(por filas) (por columnas) 


en las cuales se hace crecer infinitamente primero un índice y 
luego el otro mientras que en [81-83] crecen ambos simultánea- 
mente. y 


NOTAS: 1. En [81-2] es equivalente en lugar de » poner en corres- 
pondencia de e > 0 números naturales mole), no(e) tales que sea: 


[81-5] |Sma—S|< e , para m > mode) y n> n(e). 


Si dirigimos ($ 2-7, nota 2) el conjunto de pares de índices a = (m, n) 
de manera que a[>]awv si se cumple simultáneamente m > m y n> no 
la definición [81-5] es caso particular de la correspondiente a un con- 
junto dirigido cualquiera dado en $ 78-1, nota 1, def. 1. 

También [81-5] expresa que tachando en (81-1] las m primeras filas 
y las n primeras columnas, los elementos que queden (en el ángulo in- 
erior derecho) difieren en valor absoluto de S en menos de e. 

2. Los límites [81-3] y [81-4] pueden considerarse respectivamente 
como límite doble y sucesivo en el infinito ($ 65-1, nota 1. y § 65-2), 
donde las variables independientes x, y tomen sólo valores naturales. 

3. Muchos autores engloban con el calificativo de “divergentes” a las 
mucesiones dobles “no convergentes”. 


EJEMPLOS: 1. Sea la sucesión doble Smn = m/(m+ n), dando el 
cuadro 








1 1 i 1 
> ; 3 LA j l4n yor... 
2 2 2 D a Wa idos 
aia ian 
3 3 3 3 
PO E ' 3+n ? E 
m m m m 
m +1 m+2 ? m48’ “ mpn ? UY 


Posa. ..........«.« ...<.0.0.0.00008.010.0.....«<....0..... 0... ...2.. 


WI límite de cada fila es cero y el límite de cada columna es 1; luego: 


lim lim Bar | = 0, lim / lim Smn = 1, 
m ->f N—»o Y n= M—> XA 
y, nin embargo, no existe lim — , €s decir la sucesión doble os 





m non mtn 
oncilanto, 
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2. Para Smn =Mm>— MN, compruébese que el límite sucesivo por filas 
es —%, por columnas es +% y el límite doble no existe. La sucesión 
doble puede ser oscilante, aún teniendo términos tan grandes en valor 
absoluto como se quiera, 


3. Para Sms =(—1)”"(1/m-+ 1/1) no existen ni el lim Sma (0s- 
n= LS 
cilante entre +1/m), ni tampoco existe el lim San, es decir no hay 
ms 
límites sucesivos, ni por filas, ni por columnas. Sin embargo, existe el 
límite doble S = 0. 


4. Para Smn = mn/ (m +n)’, ambos límites sucesivos existen y son 
iguales a 0. Sin embargo, no existe el límite doble, como se comprueba 
viendo que Sam, m = 2/9, Sm, m = 1/4 para todo m. 


TEOR. 1. (PRINGSHEIM). Si existe el límite doble finito o 
infinito y existe el límite de cada fila (columna), entonces exts- 
te el límite por filas (columnas) con valor igual al límite doble. 


De [81-2], al suponer existente lim San, será también 
m—> 00 
| lim San —S | <e para m >v, lo que prueba que existe el 


n—> 00 
límite por filas y es lim (lim S»)= S. Demostración aná- 
l MAIO NTD, d i 
loga para el caso de divergencia, sin que para m fijo, lim Smn 
n=->300 
necesite ser infinito. 


NOTAS: 4. Compárese este teorema con el ejemplo 3. 
5. Para variables continuas este teorema es el visto en $ 65-2, nota 1. 


TEOR. 2. (STOLZ). Condición necesaria y suficiente para que 
una sucesión doble [81-1] sea convergente, es decir, tenga li- 
mite doble finito, es que para todo £ > 0 existan números na- 
turales mole), nole) tales que 


| Simip nq T Smn l <E para m > Mo Y N > No , 
con p y q números naturales cualesquiera. 


Es corolario inmediato del teor. 1 de § 78-1 dado en gene- 
ral para límites dirigidos (nota 1). 


NOTAS: 6. Así pues, este criterio llamado de STOLZ en el caso de su- 
cesiones dobles, no es sino el criterio general de convergencia de BOLZANO- 
CaucHY (§ 65-1, nota 2). 


7. Si los elementos del cuadro [81-1] son reales existeu siempre los 
límites superior e inferior de oscilación finitos o infinitos (§ 20-5) res- 
pecto del conjunto dirigido de sus pares de índices según criterio dado en 
nota 1. Ambos límites superior e inferior coincidirán cuando y sólo cuan- 
do todos los límites de oscilación del conjunto dirigido según a =(m,n) 
(nota 1) coincidan en un número S de módulo finito (cfr. $ 21-6, b). 
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2. Series dobles y múltiples. — a) Dada una sucesión doble- 
mente indefinida de números reales o complejos: 


Uil UU UB ..... Uin ad. 

Uai Uz Uz aas’ Uon sasse.’ 

uU u Ugg se.’ Uzn s... 
[81-6] 31 U32 Us 3n 

Um1 Um2 Um3 ..... Unn . 


se llama serie doble al algoritmo que resulta de combinar la 
adición con el paso al límite, del modo siguiente: de la suce- 
sión doble [81-6] deducimos otra sucesión doble [81-6] de ele- 
mentos ($ 4-8, b): 


[81-7] Dar = y Uij = am Uij = 5 > UU; , 


15 


43 


i¿i=Lj=1 i 


1 ¿=1 ¿=1 


donde cada uno es entonces la suma que llamaremos suma par- 
cial de la serie doble, de todos los términos [81-6] cuyos índi- 
ces no excedan a m y n, respectivamente. 

De otro modo: Snn es la suma de los m.n términos en el 
rectángulo de diagonal 411 Unn. Según se verifique: 

lim nn = S , lim Smn = 0 , 
m, nD m, n—>00 

o que no exista límite, la serie se llama convergente, divergente 
u oscilante, y en el primer caso, el número se llama S suma 
de la serie, y suele escribirse (induciendo a falsa interpreta- 
ción) : 


X 
S = Y Wj = Un +u + us +... H Umt... 
ij =1 
F Un + Uo F Uz +... F Un +.. 


[81-8] Tepana aa E a Ea RA ES 
F Um + Uma + Ums F ... — Umn + .. 
AO EN Pl add ; 


pero entiéndase bien que no se ha de sumar por filas, y luego 
éstas entre sí, como pudiera creerse por la estructura de este 
esquema; ha de entenderse solamente que S es el límite de 
Snn, como se ha dicho antes. 


Notas: 1. Al efectuar los pasos al límite doble y sucesivos por filas 
o por columnas, en [81-7] se obtendrá respectivamente (cfr. b2) 


on m 0 00 00 œ 009 
Y Uy ; Y Y Mij = y ! y Uij | , Ss y Uy ; 


a 


ij 1 i la l PRL j=l J= LeS 
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de modo que no se conservarán en general las equivalencias de los tres úl- 
timos miembros de [81-7] al reemplazar m y n por œ. 


2. Recíprocamente, de toda sucesión doble de sumas parciales [81-1], 
se deduce [81-6] mediante 


[81-9] Umr = Sma = Sn, n-1 — Sm) 1 + Sm-1 n-1. 


DEF. Una serie doble se llama absolutamente convergente 
si es convergente la serie doble formada por los valores abso- 
lutos | Umn | de sus términos. 


TEOR. Una serie doble absolutamente convergente es con- 
vergente. 

Para demostrarlo, basta aplicar la desigualdad triangular 
(S 9-5, ejercicio) al criterio de STOLZ (§ 81-1, teor. 2; cfr. 
$ 22-1, h). 


b) Series simples deducidas de una serie doble. — b,) Por 
ser numerable el conjunto de términos Um» dado en [81-8], se 
lo podrá ($ 2-11) ordenar en serie simple de muy diversas ma- 
neras, de las que al estudiar el producto de series numéricas 
(§ 22-6, b) ya hemos visto dos importantes: 


Serie principal. Se recorre el esquema [81-8] por ángulos 
rectos sucesivos de lados verticales y horizontales con vértices 
en la diagonal principal {u;i}, así: 


[81-10] Uri + Urz + Uz2 F U21 + Urs F U23 F Uas + Uso -F Uar -tH .. 


Serie diagonal. Se recorre [81-8] por diagonales sucesivas 
perpendiculares a la principal, esto es, ordenando los términos 
por la suma de sus índices, ası: 


[81-11] Uri F Urz F Uar + Urs F Ueo F Uar F Urs + Ues + 
F Uss F Ust.. 


. „NOTA 3. Con el mismo nombre se designan las series análogas, pero 
distintas de las anteriores que se obtienen recorriendo los índices en for- 
ma ascendente, en lugar de descendente. 


Asociando los términos en las series anteriores se obtienen 
las siguientes: 

Serie por cuadrados. Sus sucesivas sumas parciales son las 
que completan los cuadrados correspondientes a la ordenación 
principal, dando la serie de términos: 


Q= Un ; Q2 = Ur HUn t uUa , 
q3 = Urs F U23 + Ugs F Uz2 + Usi » 
y en general 
[81-12] An = Urin + Uan + ... + Un-1s n F Uns n F Un, n-1 Siye + 
+ Un2 + Uni . 


Serie por triángulos. Sus sucesivas sumas parciales son las 
que completan los triángulos correspondientes a la ordenación 
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diagonal, de manera que sus términos se obtienen asociando en 
[81-11] los de suma de índices, constante, “así: 


bhb=U1 , t2 =U t Uan , tz = U + Uz2 + Uzi 
y en general 


[81-13] tn = Uin F Us, n-i F ++. Y Un-1) 2 F tn. 


b,) Otra forma de sumar el esquema [81-8] no es ya for- 
mar con él una sola serie simple, sino una serie simple de se- 
ries simples, siendo importante considerar en particular las si- 
guientes, que corresponden a los límites sucesivos por filas o 
por columnas de la sucesión Sn» (ver nota 1): 


Suma por filas. Es la de la serie simple 
00 00 
[81-14] 5 fa , con fm = S Umn , 
m=1l n=1 
supuestas convergentes cada una de las series formadas por 
las filas de [81-8]. 


Suma por columnas. Análogamente es la 
00 uO 
[81-15] ÈE Can , CON Cn = È Um- 


n=1 m=i 


c) Series múltiples. — Sus términos dependen no ya de dos, 
sino también de tres o más índices naturales (pero no de in- 
finitos índices, pues entonces se obtendría un conjunto no nu- 
merable, con la potencia del continuo; cfr. Cap. II, nota II). 
El conjunto de sus términos da lugar a sumas parciales, ele- 
mentos de sucesiones múltiples, en forma análoga a la [81-7] 
y recíprocamente, como en [81-9]. Para estas sucesiones múl- 
tiples de sumas parciales se definen los límites múltiples y su- 
cesivos en forma análoga a la vista para el caso de dos índices 
(cfr. $ 65-2, nota 4). 


3. Series dobles de términos positivos. — Como en el caso 
de las series simples: 


TEOR. 1. Toda serie doble de términos positivos o nulos es 
convergente o divergente, pero nunca oscilante. 


Pues la sucesión doble de sumas parciales es monótona respecto del 
criterio de dirección (m,n) [>] (mo no) si es simultáneamente m > m y 
n ns (§ 81-1, nota 1; § 78-1, def. 2) y por tanto ($ 78-1, teor. 2) 
existe siempre su límite finito o infinito. Esto mismo demuestra: 


"PEOR. 2. Condición necesaria y Suficiente para que una se- 
rie doble de términos positivos o nulos sea convergente es que 
se conserven acotadas sus sumas parciales dobles, Smn < K, con 
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K número positivo independiente de m y n, y entonces la su- 
ma S no es mayor que dicha cota K, es decir, S < K. 

La propiedad fundamental de las series dobles de términos 
positivos que hace su manejo particularmente sencillo, es la si- 
guiente: 


TEOR. 3. Una serie doble de términos positivos o nulos, 
convergente, tiene convergentes y con igual suma cualquier se- 
rie simple deducida de ella, que contenga todos los términos de 
la dada, asi como las series simples formadas con la suma de 
las series simples que forman las filas (columnas) de [81-6]. 
Reciprocamente, si Umn > 0, es suficiente que cualquiera de es- 
tas series simples sea convergente, para que lo sean las demás 
y la serie doble, con igual suma. 


En efecto, dada una ley de formación cualquiera de una serie simple 
de suma parcial S, siempre podremos considera una suma parcial doble 
Sm» que contenga todos los términos de Si: y la Sp que pueda formarse 
con términos contenidos en S Por ser positivos o nulos todos ellos, será 
Spa S Ss < Smn, lo que prueba ($ 81-2, teor. 2, y $ 22-2, a) el directo y 
el recíproco del teor. 3 para el caso de series simples y la doble, Para el 
caso que relaciona la suma por filas con la suma doble, supongamos pri- 
meramente que se verifica la hipótesis del directo Smn > S. Si designa- 
mos por p,’ la suma parcial de los n primeros términos de la fila 
m-ésima de [81-6], por ser 


[81-16] Sm = Pr” + Pr” Hornt pa!” < S ; 
cada fila forma una serie convergente tal que 
00 
lim pri” pzz fm para] y Umn , 
n= N n= 1 


y en el límite n > 0 para el segundo miembro de [81-16] se conservará 


Sma Sh t fat... +fnSSB , 


que prueba que es convergente con suma S la serie [81-14]. 

Recíprocamente, si es convergente la serie [81-14] con suma S, en- 
tonces la suma parcial doble se conserva acotada Sm, < S, es decir, la 
serie doble de términos positivos o nulos será convergente (teor, 2), con 
la misma suma S, en virtud del directo. 


4. Series dobles absolutamente convergentes. — Las series 
dobles absolutamente convergentes no se comportan exactamen- 
te como las series dobles de términos positivos (ver nota), pero 
sí subsiste la parte directa del teor. 3 de § 81-3. Así: 


TEOR. Si una serie doble de términos reales o complejos 
cualesquiera es absolutamente convergente con una suma doble 
S, entonces, todas las series simples deducidas de ella, así como 
la suma por filas (columnas) son también absolutamente con- 
vergentes con la misma suma S. 


En efecto, por consideración de las series formadas por los valores 
absolutos de los términos y aplicación del teor. 3 del § 81-3, se ve que 
seran absolutamente convergentes todas las series simples deducidas de 
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la dada y por tanto tendrán entre sí igual suma (propiedades conmutati- 
va y asociativa, $ 22-5) y en particular la serie por cuadrados [81-12] da 


n 
E qi = SmS , 


i=1 


suma de la serie doble. Por otra parte, las series formadas por las filas 
serán también absolutamente convergentes, con 


oc 
fm = Ss Umn , 
n=1 


por lo que existirá 


lim Snn = fit fat c. + fm 


y podrá aplicarse el teorema de PRINGSHEIM ($ 81-1, teor. 1) y por tanto 
será 


00 
NA EA 


m=1 
como queríamos demostrar. 


NOTA. En contraste con lo que ocurre con las series dobles de térmi- 
nos positivos o nulos ($ 81-3, teor. 3, recíproco), para las series dobles 
de términos reales o complejos cualesquiera se da el caso sorprendente 
de que una serie doble de filas que formen series absolutamente conver- 
gentes, con suma por filas también absolutamente convergente, pueda no 
tener suma por columnas y como serie doble no ser convergente y por 
tanto tampoco absolutamente, 


EJEMPLO (CESARO). Sea 
Umi = (—1) n-1 (21+[3n] —1)”-1/2(1+[3n])" 





us decir: 
O E A E 
noa eT DAde 
1 3 3 7 7 15 15 
+- TE 
de A oa e a a 
+ -z 4? p g gs". 16 16? ai 
1 3 3? T qe 15* 15* 
Ci o TE TN 
a a e a a at a PO da aa A , 
cada fila, de suma 1/2”, forma una serie absolutamente convergente, 
siendo (1/2)+(1/4)+(1/8)+ ...=1 (suma por filas) absolutamente 


convergunte. Cada columna forma una serie geométrica convergente (ab- 
solutamente) de sumas +1, pero no existe la suma por columnas, por 
ser oscilante, 1—1+1—1+1—1+.... Además vemos que para m 
muy grande respecto de n impar (par), está Smr tan cerca como se quie- 
ra de 1 (0), lo que prueba que no puede ser convergente la sucesión do- 
ble Sua. 
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5. Series dobles de términos reales o complejos: propiedad 
conmutativa. — Las series dobles de términos reales con infi- 
nitos términos positivos e infinitos términos negativos, pueden 
estudiarse también formando separadamente la serie doble de 
los términos positivos (sustituyendo los demás por ceros) y la 
serie doble de los valores absolutos de los negativos (sustitu- 
yendo por ceros los positivos). Así de [81-8] se deducen: 


Í Arr F Qiz + e F Arin + 4 bii + dia ++. + Din + 


+ Qoi + Q22 + -e F Qon F + bar + Daz +.. F bon +» 
Ma a ed A el 


*6.v...1....0100%710111.01..005». 01... ... | |] .......o...»2..6«<. 900. ob. ..)/.....< +.» 


de GEminos no negativos, con sumas parciales Ann y Bmn tales 
que Sinn = An — Bnn. Entonces: 


TEOR. 1. Si las dos series dobles componentes [81-17] con- 
vergen y sus sumas son A y B, la serie doble [81-8] converge 
hacia A — B, y además es absoluta e incondicionalmente conver- 
gente. Si la 2? [1?] converge y la otra diverge, la serie doble 
diverge hacia +0 ó [—o]. Si ambas son divergentes, la serie 
doble puede ser convergente, divergente u oscilante y, al poder 
aplicar a las series simples deducidas de ella el teorema de 
RIEMANN (§ 22-4, b2), en el caso de ser convergentes, su suma 
dependerá del orden de los términos. Así pues, aquí también 
(cfr. $ 22-4, b3) las denominaciones de convergencia absoluta 
y convergencia incondicional son equivalentes. 

Esto subsiste para las series dobles de términos complejos, 
Umn = Úmn + ÚWmn (CON Umn, Wma reales), pues aquí también 
(cfr. § 22-5): 


TEOR. 2. Condición necesaria y suficiente para que la serie 
de términos complejos 
00 


S= D Una 


mn=1l 
sea convergente, es que lo sean conjuntamente las series dobles 


formadas por las partes reales Umn y las partes imaginarias 
mn dE Unn, Y Si 


00 00 
V= Y» Umn , W= > Wmn > 
mmnx=l1 mnx=l1l 
sera S = VA 1W. 
ln efecto, basta considerar las desigualdades : 
| V IR Vna | < 
IW Wils < |S— Smn | < |V— Vin LH | W— Wan | 


para Sma = Vmn + iW mn. 
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NoTA 1. Obsérvese que para la convergencia de una serie doble de 
términos cualesquiera se da el hecho sorprendente de que no es necesario 
que se conserven acotadas las sumas parciales dobles | Sma | < K, sim y n 
no crecen simultáneamente, según se ve en el siguiente 


EJEMPLO. Sea la serie doble: 


(ao + ba) 4( 0—b0o) + 0: + a + Qs + ... ~- 
+ (—a + b1) + (—a — bı) — a: — h — u — +... 
+ b: be ED O es an 


Tomando m > 2, n>2 es Sm»=0, y por lo tanto la serie doble es 
convergente con suma cero, cualesquiera sean las a, y bj. Si 5a, fuese 
divergente y Xb; convergente, las Son para n —> 00, no se conservarían 
acotadas y la suma por filas no existirá, aunque sí la suma por colum- 
nas. Por otra parte, la suma por triángulos vale a, + b, y eligiendo ade- 
cuadamente las sucesiones a, b; podemos hacer que la suma por trián- 
gulos sea convergente al valor que queramos, divergente u oscilante, a 
pesar de ser S=0 y del teorema de PRINGSHEIM (§ 81-1, teor. 1, que 
sc refiere a suma por filas o por columnas). Si por ejemplo hacemos 
a, = 2, b; = — 1, la suma por triángulos vale 140 y la ordenación dia- 
gonal da una serie simple oscilante, la serie doble es convergente con 
suma 0, y las sumas por filas (columnas) no existen, 


NoTA 2. Una aplicación interesante de la teoría de las series dobles 
vs la simplificación de la demostración del teorema del producto de se- 
ries simples absolutamente convergentes ($ 22-6, ba). Pues bajo esta hi- 
pótesis, la serie deble producto [22-69] es también absolutamente conver- 
gente (basta sumar por filas la de sus valores absolutos, $ 81-3, teor. 3) 
v su suma será el producto de las sumas de las series factores (como 
también se ve sumando por filas [22-69] según Uv. 4 Uva+ ... + U%n + 
+... =U.V y aplicación de $ 81-4, teor.). 


EJERCICIOS 


1. Expresión general de los términos Um,n, (m> 1, n > 1) de la se- 
rie doble cuya suma parcial doble vale Sm,n = (m — n)/ (m + mn). Hállese 
su suma por filas, por columnas, doble, por triángulos y diagonal. 


2. Dada la serie doble 
formar sus dos series dobles obtenidas al 


i i e i ra i T anular los términos de igual signo (ya sólo 
-0 2 1 y 0+1 To D —, ya sólo +) y estudiar para cada una 
| 0 0 + 1 + oA 1 Tae de ellas tres (la dada y estas dos), el valor 
A AIRES y la suma por filas, por columnas, doble, 


diagonal y por triángulos. 
3. Demostrar que la serie doble 


E INS E N r 
o O E A y Y 
YAA A o 1 => 1/4 Le 
112 1/2 = US E 16 y e 
O TS E ata a 


es convergente y su suma es 0. 


4. Demostrar que la serie simple principal de la serie anterior es 
convergente y tiene la suma 0; la serie diagonal es oscilante; la serie 
obtenida sumando por filas tience la suma 0, y también tiene esta suma 
la serie obtenida sumando por columnas. 
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S 82. INTEGRALES DOBLES 


1. Concepto de integral doble. — a) De igual modo que el 
problema del área de recintos planos condujo al concepto de in- 
tegral simple, el del volumen conduce a las integrales dobles. 
Vamos a definirlas por el mismo método de RIEMANN usado 
en $$ 48 y 49. 

Sea z = f(x,y) una función acotada en el rectángulo 

R(ax<xe<b ; c<y<d) 


y dividiendo éste en rectángulos parciales por abscisas y orde- 
nadas intermedias: 


[82-1] a 


Xo < Lı L... Ll In =b , 
C = 


Yo < YıL... < Yn d , 


multipliquemos el área ð, = Ag . Ay de cada intervalo bidimen- 
sional, o rectángulo parcial, por el extremo inferior o superior 
de f(x,y) en él, y formemos así las sumas: 


[82-2] s=YEmN, , S= Mô, 


siendo, por tanto, s < S y verificándose la igualdad solamente 
si f(x,y) es constante en cada rectángulo, caso en que se lla- 
mará función escalonada. 

La suma inferior s nos da un volumen contenido en el 
cuerpo limitado por la superficie z = f (x, y), el plano xy y el 
cilindro cuya base es el rectángulo R en este plano, cuerpo que 
se llama cilindroide por analogia al trapezoide (§ 48-2). La 
suma superior S nos da un volumen continente de dicho cilin- 
droide. Así pues, intuitivamente, el proceso de cálculo [82-2], 
trata de aproximar por defecto y por exceso, mediante la su- 
ma de volúmenes de los ortoedros elementales contenidos y con- 
tinentes correspondientes a cada partición [82-1], el hipotético 
volumen del cilindroide en cuestión, 

Si son contiguas ($ 7-6) las clases de las sumas s y S para 
todas las particiones del rectángulo R en un número finito de 
rectángulos parciales, el número frontera se llama ¿integral de 
f(x, y) en R, designándose así: 


[82-3] JS f(x, y)dz dy 
R 


y la función f(x, y) se dice integrable (R) en R. 
Si las clases no son contiguas, se define la integral inferior 
y la integral superior, así (cfr. $ 49-2): 


Ai Í(x, y) dx dy 


_-- -_—_ a 


f f f(x, y) dz dy 


r 


extr. sup. $ 


Il 


82.4] 
extr. inf. S. 


ll 
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b) La integral como limite. — Si en cada intervalo parcial se elige 
un punto cualquiera (ær, Yr), como las sumas 
If (£r, Yr) ALAY 


que están comprendidas entre las s y las S, difieren de la integral en 
menos de s desde una partición en adelante, luego la integral, si existe, 
puede considerarse como límite de estas sumas, respecto del conjunto di- 
rigido de las particiones ($ 78-1), cualquiera que sea el punto (x,, y») 
elegido en cada rectángulo. Más general: las sumas s convergen siempre 
a integral inferior y las S hacia la integral superior (§ 78-1, 
eor, 

Estos límites lo son respecto de las particiones, pero se puede demos- 
trar que también lo son respecto de la norma. Si llamamos diámetro de 
un conjunto al extremo superior (§ 23-14) de las distancias entre pares 
de puntos del conjunto, la norma de una partición es el diámetro máximo 
de las mallas del retículo formado por la partición [82-1]. La demostra- 
ción de ÓN lema, de DARBOUX, es análoga a la ya dada en Cap. XV, 
nota I, b. 


NoTA. El paso al límite que se efectúa para obtener la integral do- 
ble es análogo al estudiado para sumar series dobles ($ 81-2), que están 
respecto de las series simples como las integrales dobles lo están respecto 
de las simples. 


2. Conjuntos de extensión nula y de medida nula. — La teo- 
ría de la integral fué creada para la medición de magnitudes 
geométricas de figuras representadas analíticamente por fun- 
ciones definidas en intervalos de E, o recintos sencillos de Ez, 
Es; posteriormente se abordó la medida de los conjuntos de 
puntos cualesquiera y la exposición de la teoría elaborada por 
JORDAN, BOREL y LEBESGUE la haremos en los $$ 94 y 95. Hay, 
sin embargo, algunas nociones ya clásicas que conviene ante- 
poner. 


DEF. 1. Un conjunto de E, se dice nulo (R) o de extensión 
nula (en particular diremos longitud, área o volumen (R) nu- 
los) si puede encerrarse en un número finito de intervalos, 
rampantes o no (es decir, con o sin puntos interiores comu- 
nes), cuya suma de extensiones (longitud, área, volumen) sea 
menor que cualquier número positivo prefijado. 


EJEMPLOS: 1, De cualquier modo que se cubra el conjunto de los 
puntos racionales del intervalo (0, 1) con número finito de intervalos, la 
suma de las longitudes de éstos es mayor o igual que 1, luego no es nulo 
a pero tampoco diremos que tiene longitud 1. (Ver def, 2 y ejem- 
plo 3). 

2. Son nulos en Ex: el conjunto de puntos x=1/m, y =1/n para 
todos lon valores naturales m, n; cualquier conjunto finito de segmentos, 
con o sin puntos comunes, trazados en el cuadrado; todas las curvas ele- 
menlales: cónicas, cicloides, espirales, ete., por ser rectificables (ver no- 
in 1) y también las no rectificables como la y = x sen (x/x), que tienen 
longitud finita si se excluyen ciertos intervalos arbitrariamente pequeños. 


NoTA 1. Ejemplos de conjuntos nulos (R) en Ex (de área nula) son 
lan cnrvns rectificables ($8 55-1). En efecto, si se dividen en n partes 
iguales los lados a, b del rectángulo que contiene la curva, y también la 
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curva cuya longitud suponemos l< a < b, como los puntos de dos rectán- 
gulos parciales no contiguos distan más que el lado a/n, cada arco de 
longitud l/n < a/n no puede tener puntos en más de 4 rectángulos, nú- 
mero máximo de rectángulos contiguos, dos a dos; luego el área total de 
los rectángulos que contienen a la curva es menor que 4n(a/n) (b/n) = 
=4(ab/n), el cual puede hacerse arbitrariamente pequeño al crecer n. 
Si la curva tiene longitud mayor o igual que a, descompuesta en otras 
de longitudes menores que a, subsiste la conclusión. 


DEF. 2. Un conjunto de E, se dice de medida nula n-di- 
mensional o nulo (L), si puede encerrarse en un número fi- 
nito o infinito numerable de intervalos n-dimensionales ($ 64-4), 
rampantes o no, cuya suma total de extensiones n-dimensiona- 
les sea tan pequeña como se quiera (cfr. Cap. XIII, nota III, o). 

Consecuencias inmediatas de las definiciones anteriores son: 


_ TEOR. 1. Todo conjunto en E, de extensión nula, es tam- 
bién de medida nula, pero no reciprocamente (ejemplos 3 a 5). 


TEOR. 2. Todo conjunto finito o numerable es de medida 
nula. Pues para cada e > 0, si se cubren los puntos X, X», 
Xs, ..., con entornos de extensión e/2, e/2?, e/2?, ..., resulta 
una extensión total menor que e, número que puede elegirse 
arbitrariamente pequeño. 


TEOR. 3. La unión (en particular la suma disjunta) de con- 
juntos de medida nula, en número finito o infinito numerable, 
es un conjunto de medida nula. Basta aplicar la misma demos- 
tración que en el teor. 2. 


EJEMPLOS 3-5. Por ser numerables ($ 2-11), tienen medida nula: 
1%, el conjunto de los números racionales; 2%, el conjunto binario, forma- 
do por los puntos de la escala natural, sus puntos medios, los medios en- 
tre cada dos consecutivos, etc.; en suma todos los expresados en sistema 
binario (Cap. I, nota II) con número finito de cifras 0 y 1; 3%, todos 
los puntos de la red decimal, es decir, expresados con número finito de 
cifras O a 9, 

Todos estos conjuntos son densos ($ 64-4, nota 2), es decir, hay pun- 
tos del conjunto en todo intervalo; el complementario carece de puntos 
interiores; el derivado ($ 64-4, nota 2) es todo el intervalo básico [a, b]. 
ed tanto, ninguno de estos conjuntos de medida nula, es de extensión 
WU. 


NoTA 2. Todos estos conjuntos densos, son numerables; y será buen 
ejercicio la enumeración efectiva de cualquiera de ellos (preferible el bi- 
nario), convenciéndose de que los infinitos intervalos con que se cubren 
wis puntos, no solamente no cubren todo el intervalo (0, 1), como enga- 
nosmmente nos hace creer la intuición, sino que cubren una longitud ar- 
hitririumente pequeña, por ser conjuntos de medida nula, aunque no son 
de extensión nula. Elíjase por ejemplo la amplitud a = 1/16 del entorno 
die 1, su mitad para x= 1/4, etc., y se verá cómo quedan puntos 
(1.3, 405, V2/2, ...) sin cubrir, Recíprocamente: elegido un punto del 
complementario, por ejemplo V2/3, tómese un valor de a suficientemente 
pequeño para que quede sin cubrir. 


temo 6, Conjunto de CANTOR. — Fué definido en $ 50-2, nota 3 
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como complementario del conjunto de intervalos centrales abiertos en la 
división ternaria del segmento (0, 1). Puesto que, al excluir el tercio 
central, la longitud total de los dos intervalos que cubren el conjunto es 
2/3; y, en general, la longitud total de los intervalos que contienen el 
conjunto en cada etapa, es (2/3)”, que puede hacerse arbitrariamente pe- 
queña, resulta: el conjunto de CANTOR es de extensión nula y, por tanto, 
de medida nula ($ 50-2, nota 3). 


3. Condiciones de integrabilidad (R). — Como en el caso de 
una variable ($ 48-3, b), por la continuidad uniforme de 
f(x, y) en R cerrado ($ 65-3, nota 2), toda función continua 
en un rectángulo cerrado será integrable (R), pues para cada 
e > 0 la oscilación ($ 49-1) será w. =M,—m,<e, en toda 
partición en intervalos suficientemente pequeños, por tanto: 


[82-5] S — s = X2X(M,—m,)5, < e20, , 


y siendo 25, el área de R, resulta la contigúidad de las dos 
clases s y $. 

De igual modo que en el caso de una variable ($ 48-83, d), 
la existencia de integral en R subsiste para las funciones con 
discontinuidades de extensión nula, esto es, susceptibles de ser 
encerradas en número finito de intervalos de área total arbi- 
trariamente pequeña, y entonces, en la expresión [82-5] los 
sumandos que aportan esas mallas de áreas <e tienen suma 
menor que £.2K si en R se conserva —K < f(x, y)< K; luego 
subsiste la contigúidad de las dos clases. Por tanto: 


TEOR. 1. Es integrable en un rectángulo R toda función 
acotada cuyo conjunto de discontinuidad tiene extensión nula. 

En particular, si f(x, y) es continua en un dominio D, con- 
tenido en un rectángulo R, puede ampliarse a éste su defini- 
ción, poniendo f(x, y)= 0 en los puntos de R no pertenecientes 
a D, y resulta así una función que sólo es discontinua en la 
frontera de D; y, por tanto: 


TEOR. 2. Es integrable toda función acotada continua en 
el interior de un dominio D cuya frontera tiene extensión (su- 
perficial) nula. 

Tal sucede en el caso más frecuente en que la frontera está 
formada por una o varias curvas compuestas de número finito 
de arcos monótonos, o, más general, por una curva rectificable 
(3 82-2, nota 1). Su valor lo designaremos por 


[82-6] f(x, y) dz dy. 
H 


NoTa. Los teoremas anteriores dan sólo condiciones suficientes do 
integrabilidad (R), aunque sean las que más suelen aplicarse en la prác- 
Lien 

Las condiciones necesarias y suficientes de integrabilidad (R) en E, 
son las núsmas que las vistas en el enso de una variable ($ 40-1 y Cap. 
XII, nota JTI), con tas mosmas demostraciones, Asi tendremos: 


§ 82 -4 INTEGRALES DOBLES 407 


Para la existencia de la integral (R) de una función acotada f(x,y) 
en un rectángulo R, es condición necesaria y suficiente que se cumpla 
una cualquiera de las tres siguientes: 

19%) Para cada e >0 existe una partición [82-1] tal que sea 
xord, < e (RIEMANN); 

29) Para cada número 0 > 0, el conjunto de puntos x de oscilación 
w(x)> w es de extensión nula (Du Bors REYMOND); 

39) El conjunto de puntos de discontinuidad (es decir, de oscilación 
w(x)> 0) es de medida nula (LEBESGUE). 


4. Cálculo de integrales dobles por integrales reiteradas. — 
El cálculo elemental de volúmenes a la manera de CAVALIERI 
(Cap. XIII, nota I), por descomposición en discos, así como la 
suma por filas (columnas) de las series dobles (§ 81-2), su- 
giere que si la base es rectangular, el valor de la integral doble 
[82-3] vendrá expresado por la integral reiterada 


[82-7] f ae frenar , o bien fav f tnar , 


c 





Fig. 278 


dende en cada caso (fig. 278) la integral interior 
d 
Alz) = f fæ , 


z e 
renpectivamente 


b 
B(y) = f f(x, y)de , 


representa cl área de la sección del sólido con el plano x = const. 
Ip - const.], y las [82-7] se escriben 
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b d 
f A(z)dz , f Bod. (Cfr. $ 54-4). 


Pero si prescindimos de toda consideración intuitiva se 
plantea el problema siguiente: 1% ¿Existen estas integrales? 
2% ¿Son iguales entre sí y a la integral doble sobre R? 

Analizaremos después ($ 82-5) tipos de condiciones que 
aseguran la existencia de las tres integrales, lo que implicará 
que deben ser iguales, incluso si estamos en el caso [82-6]; 
así se obtiene E 
1862-87 ff teyardy = f de f tay = 

D a Y (x) 
d 
= f dy f f(x, yjdx , 
o X (y) 
donde Y (x) designa el 
conjunto de intervalos * 
intersecados por el recin- 
to en la sección de abs- 
cisa x; en la figura 279 
hay tres secciones que 
dan 2, 2 y más (acaso in- 
finitos) intervalos. Aná- 
logamente, X (y) repre- 
senta uno o varios inter- 
valos secciones del recin- 
to con ordenada y. 

El caso más sencillo 
y frecuente en que cada 
sección es un intervalo, 
Fig. 279 conduce a la fórmula: 


Xx; X2 





yi(x) 


[82-9] IS f(x, y)dx dy = f de f f(x, y)dy = 
D a 


yo(x) 
d x1(y) 
= f a f f(a,y)de , 
€ xo (y) 


designando por yo(x) la función definida por el arco inferior 
del contorno e y(x) por el superior; xo(y) está definido por 
el arco de la izquierda y x,(u) por el de la derecha. 


* De la definición de recinto dada en $ 684-5 resuita que la sección de un recinta 
entá formada por Intervalos en número finito o infinito numerablo (f 04-2) como aon- 
lunte ablerto; en umbos censon existe la Integral simple (R). 
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EJEMPLOS: 1. Si el recinto D es el triángulo formado por ambos 
ejes y la recta r de ecuación x + y = 1, se tendrá 


1—y 


1 Le 
I fieyirdy = f al f(x, y)dy = faf f(x, y) de. 


Por ejemplo, el segundo miembro resulta 
de sumar primero los elementos de volu- 
men correspondientes a una sección de abs- 
cisa x [integral interior entre y=0 (eje 
æ) é y=1—xwx (recta r)] y de sumar 
luego (fig. 280) estas secciones de espesor 
infinitésimo dx, entre x—0 (eje y) y 
x=l1 (intersección de r con el eje x). 

2. Calculemos el volumen del cuerpo li- 
mitado por el plano xy, el paraboloide elíp- 
tico z=(x*/2p) to’ /2q) y el cilindro 
(x2%/a7) + (y*/b*) = 1 


Este volumen será: : 


v= (ZÉ _— £ ) dx dy j Fig. 280 


que se descompone en suma de dos integrales sobre la elipse base. 


Para calcular la primera, integraremos primero respecto de y entre 
las ordenadas y, é ya que H a cada x, y resulta: 





Y, 
So dy ; 
—a 


separando el factor b/(pa) queda: 
+a a 

f x’ Va — x’ dr = 2 f x Va — æ dge. 

—Qaq 
La sustitución x = a sen t, la reduce a 

m/2 TIZ 
2a* f sen’ t cos? tdt = E al f sen? 2 t dt 
) 0 


que se calcula pasando al arco doble (8 51-4, b), y resulta xa*/8, luego 
la integral doble vale ra*b/(8p), y la otra nab*/(8q); por consiguiente: 


me (E + al 


Tn particular, si los parámetros del paraboloide son p=a, q =b, 
westa: 


Š = sabio) base. (a +b). 


Si el cilindro fuese el proyectante de la sección plana z = h, es decir: 
a" 2ph, b= 2qh, resultaría: 


V = + xabhk = —7 base x altura. 


410 XXI. INT. GENERALIZADAS. SERIES E INT. MÚLTIPLES S 82 -4 


NoTA. Los miembros segundo y tercero de [82-9] suelen indicarse 
también respectivamente así: 


Y; b 1 
Je Í dde a f y f(e, y)dy } de ; 
a o a Yo 
d a 1 Y, 
Si Setena = [°] S7 tenaa, 


donde los segundos miembros indican el significado que en general se da 
a la notación del primer miembro: los límites del segundo signo de in- 
tegración corresponden a la variable cuya diferencial figura en primer 
lugar y a la primera integración (integral interior). Sin embargo, esta 
nueva notación puede inducir a confusión, tanto más cuanto que otros 
autores hacen que el primer signo de integración con sus límites corres- 
ponda a la variable cuya diferencial figura en primer lugar y el segundo 
signo, a la segunda diferencial, con orden de integración también confuso. 


5. Existencia de las integrales reiteradas y su igualdad con la in- 


tegral doble. — Demostraremos que si la integral doble existe, las inte- 
grales superior e inferior de DARBOUX (§ 49-2): 

Pb b 
[82-10] f f(x, ,y)dæ , f f(x, y) de 

a a 


pueden ser distintas sólo en un conjunto y de medida nula ($ 82-2). 
Aunque dichas integrales inferior y superior [82-10] tomen valores dis- 
tintos para ciertos valores de y, puede suceder que existan y sean iguales 
las integrales reiteradas: 


[82-11] f dy ale yd = T ay f° f(z,y)de , 


en cuyo caso diremos también que la integral reiterada existe con valor 
[82-11]. Tal ocurre cuando existe la integral doble, por demostración del 
teorema siguiente: 


TEOR. Si existe la integral doble de f(x,y) en el rectángulo R: 
(a<x<b, c<y <d), existe la integral simple 


i f(x,y)dx , 


Oxcepto, a lo más, en un conjunto y de medida nula en [c, d], y entonces 
existe también la integral reiterada y es 


[82-12] T dy T £(=,y)de = el £ (x, y) da dy. 


Anáúlogamente para 


f de Ue f(x, y)dy = T f (x, y)dx dy. 


In efecto, respecto de la partición [82-1], con la notación de $ 82-1 


Mmr Axr S [rana < ELE wd < M,- Axr , 


y por ser válida respecto de las integrales inferior y superior de DAR- 
noux la propiedad aditiva respecto del intervalo (§ 48-5, a, con la misma 
demostración; íd. § 49-2, nota): 


b ‘h mi b 
Y mM, AX? S je F(x, y)dxe < f % f(x, y dx < X M, Afr. 


o e e a 
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De aquí, sacamos del mismo modo: 


b Ver b 
AY: Z, Mr Afr S S, ay f f(x, y)dæ < 
(Ia Eb b 
< $, day f f(x, y)dæ < Ay: 5M, A£r , 
a a a 


[82-13] s < e day (° f(æ,y)de < JE ay f” f(e,gdr < Ss, 


donde s y S son las sumas inferior y superior de la integral doble para 
la partición considerada. 

En el caso de existencia de la integral reiterada, la [82-13] prueba 
ya la igualdad de su valor con el de la integral doble, si ésta existe. 
Pero en todo caso, si son contiguas con frontera I las clases s y S res- 
pecto de todas las particiones, como los dos miembros centrales de [82-13] 
no dependen ya de éstas, debe ser 


[82-14] Je dy e f(x, y) de = J dy e fíajydo=1, 


que tiene como fácil consecuencia la existencia de la integral reiterada 
con valor I, como vamos a ver. 


Si designamos por Mg al extremo superior de una función G(y), 
en un entorno de yo, es Mg decreciente con la semiamplitud ð del en- 
torno. Por tanto, existe ($ 78-1, teor. 2) el lim Mg vara 5->0. que 


llamaremos máximo de G(y) en el punto yo. Entonces, al variar Yo re- 
sulta una función introducida mediante: 


Der. Se llama función superior G(y) de G(y) a la formada por 
los máximos de ésta en cada punto. Análogamente se define la función 
inferior G(y) de la G(y) como la formada por los mínimos de ésta en 


cada punto. 
Si llamamos 


g (y) = JA f(x, y)dx < T f(x,y)dxe = G(y) , 


en § 95-4, teor. 8, demostraremos que las integrales inferior y superior 
de DARBOUX son integrales de LEBESGUE de las funciones inferior y supe- 
rior del integrando, es decir, por [82-14] se cumple: 


f° g(y)dy = (L) tu g(y)dy = (L) Je G(y)dy = S G(y)dy , 


donde g(y)< g(y) < G(y) <G(y). 
También demostraremos ($ 95-2, teor. 9) que siendo 


m [1 1Em—ewmew=0., 


con integrando no negativo, es G(y)= 8(y), a menos de un conjunto de 


medida nula ye[c,d]. Por lo tanto, ocurre lo mismo para g(y)=G(y), 
en decir existe (§ 49-2) la integral de RIEMANN 


L (zx, y) de 


no menos de un conjunto de medida nula y e[e, d]. Esto no modifica el 
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valor y la existencia de la integral (R) en [c,d] (Cap. XIII, nota III), 
deduciéndose así de [82- 14] la fórmula [82-12], como queríamos demostrar. 


NoTAS: 1. Obsérvese la diferencia con las series y sucesiones dobles 
($ 81-1, ejemplo 3). 


2. Pueden existir ambas integrales reiteradas y aun ser iguales sin 
que exista la integral doble, como demostró THOMAE, (Cfr. $ 81-1, ejem- 
plo 4). Cabe finalmente, que existan y sean desiguales las integrales rei- 
teradas cuando no hay integral doble. 


EJEMPLOS: 1. Sea la función f(x,y) definida en el cuadrado uni- 
dad Q(0<x<1; 0<y<1), tal que valga 1 si x es racional y 2y 
si x es irracional. Entonces, para todo œ existe 


1 
$ f(x y)dy = 1 , 


1 1 f 
$ de [| (x, y)dy = 


En cambio, para y £ 3, no existe 


IE )d 
/ (x,y)dæ , 


ni tampoco existe la integral doble 


J f(x, y)dx dy , 


pues los respectivos integrandos son discontinuos en todo punto ($ 82-3, 
nota). 


2. Sea la función f(x,y) definida en el cuadrado unidad, tal que 
valga 0, excepto en los puntos ¿=(2m +1) /2”, n =(2p + 1) /22, donde 
f (€, n) = 1/2”, con m, n, p, q números naturales cualesquiera. Aunque sea 


y por tanto existe 


71 1 
$ f(E y)dy = 1/2 > Í, f(y) = 0, 


la integral doble existe y también con igual valor las integrales reite- 
radas en el sentido antes indicado. [Este ejemplo de Du Bors REYMOND 
(1883), fué impugnado por STOLZ (1899), injustificadamente, al, no tomar 
on cuenta que pueda existir la integral de RIEMANN, aunque el integrando 
no esté ni definido en un conjunto infinito, si éste es de medida nula]. 


EJERCICIOS 


1. Calcular 


“yal —axz — ax 
2. Calcular 


„a (x + y)dy = 20/3. 


(ax — x°) `i dy = 2a. 


a(l l- cos g) 


E 
3. Calcular ba A Vxy — x*dy = 6b*. 
a 1? sen Q dð dr. 


4. Calcular 
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5. Calcular f f + y?) "+ dæ dy 


sobre el cuadrado |x| < 1, |y| < 1. 
x? + y? + Beyl Hy) 
6. Calcular dl EA dx dy 
sobre el círculo x?*+ y? < 1. 
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1. Reducción de integrales múltiples a integrales simples. — 
El concepto de integral doble dado en $ 82-1 es aplicable a 
cualquier número de variables, con leves cambios de palabras. 
Sea f(%1, %2, ..., %n), o brevemente f(x), una función del 
punto x(x;,, %2, ..., 2) definida en el intervalo n-dimensional 


I” (ay <S £r < br) , (k=1,2,...,2) ; 


descompuesto por coordenadas intermedias en intervalos parcia- 
les 1”, llamaremos volumen de cada uno al producto AgiAxz... 
. . -AX, de sus dimensiones, representándolo por 3,, y llamemos 
M, M, a los extremos de f(x) en 1”,. Entonces, si las sumas 


s=23m, , S=X*M53, , 


para todas las particiones posibles de 1” forman clases conti- 
guas, su número frontera se llama integral n-ple de f(x) sobre 
1”, y se designa de estos modos: 


[83-1] a f(x)dx = A f (Li Lo ..., Zn) 02, dio ... din ; 


con la primera notación es indispensable la indicación del nú- 
mero n de variables o coordenadas del punto x. 

Como el teorema de HEINE (§ 65-3, nota 2) es aplicable a 
cualquier número de variables, resulta esta contigüidad si f(x) 
es continua; y también si existe un conjunto de medida nula de 
puntos de discontinuidad, es decir, contenido en número finito 
o infinito numerable de intervalos de volumen total arbitraria- 
mente pequeño (§ 82-3, nota). 

La misma demostración dada en § 82-5 es aplicable para las 
integrales reiteradas y resulta el teorema fundamental: 


TEOR. Si f(x) es integrable en I”, también existe la inte- 
gral reiterada de cualquier orden, y -todas ellas son iguales a 
la integral múltiple: 


[83-2] f,, £(x)ax = fde, | deni... f dea (Eda. 


an-ı 


Si f(x) está definida en un recinto contenido en 1”, de tal 
modo que al fijar Xu, Ya, ..., Ya 1, Y, Varía x en un intervalo 


414 XXI. INT. GENERALIZADAS. SERIES E INT. MÚLTIPLES $ 83 -1 


función de éstas, puede considerarse aplicabie la fórmula ante- 
rior entendiendo que a, y b, son funciones de X>, Ya, ..., Ln; 
(tz y bz lo son de £3, ..., £n; y, por último, a» y bn son los nú- 
meros extremos entre los que varía z,. 

Refiriéndonos especialmente al caso n = 3, de máximo in- 
terés, y usando la notación x, y, z, la fórmula de reducción en 
el orden z, y, x, es: 


[83-3] T f(x, y, 2) du dy de = 
a | Z (x, y) 
~ foa T T f(x,y z)dz , 
debiendo deducirse Zo(x, y), Zı(x, y) de la superficie frontera 
de D; yo(x), yı(x) de la frontera de la proyección sobre el 


plano xy; y, finalmente, los números Zo, Y, son los extremos 
de la proyección sobre el eje z. 


EJEMPLO. Calculemos ff fz dæ.dy.dz sobre el octante de esfera de 
centro 0 y radio R limitado por el triedro de los semiejes positivos. 


La reduciremos a tres integrales simples, por ejemplo, en este orden: 
Integrando respecto de z resulta 32*, y limitando entre 2=0 y z2= 


= V R — g* — y? (frontera del octante de esfera) resulta ¿(R*— x* — y?) ; 
Ss Megrando respecto de y (con límites determinados por la frontera del 
cuadrante de círculo proyección sobre el plano xy) y luego respecto de x, 


resulta: 
R VR? — 2 
+f d f "(Ra — y?) dy = 
2 J0 0 
1 He ` 1 R 
a dx [ V R°? — x° (R° — x?) —3(R*— 2?)?/] == 4, (R?— x)? de 


y haciendo el cambio de variable x = R sen ọ, se transforma esta inte- 
gral en 


~” m/2 

R* L cos* p . dy 

cuyo valor se obtiene pasando al arco doble y después al cuádruplo 
(8 61-4, b); tomando el resultado de cualquier tabla de integrales (véase 
Cap. XIV, nota I ó [53-7]), resulta 31/16, luego la integral triple que 
representa el octante esférico respecto del plano xy, vale xR*/16, Más 
ventajoso es emplear coordenadas esféricas (§ 84-2). 


Nora. También se suele indicar el segundo miembro de [83-2] por 
ln notación confusa (ver § 82-4, nota): 


o de e 24 (x) du, des... den 


donde los limites del último signo de integración corresponden a la va- 
viablo (xı) indicada en primer lugar y a la primera integración, aun 
ennndo ciertos autores usan también otra convención en la corresponden- 
cia y orden de los signos de integración. 


n-1 
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2. Generalización del concepto de integral. — En la defini- 
ción de integral doble (§' 82-1) hemos supuesto; para mayor 
sencillez, que el recinto D se 
divida en una red de rectán- 
gulos por paralelas a ambos 
ejes, pero igualmente puede 
adoptarse cualquier otra di- 
visión en mallas de forma ar- 
bitraria (fig. 281) y área ele- 
mental dada (§ 48-1), con la 
sola condición de que su diá- 
metro (§ 82-1, b) tienda a ce- 
ro. La contigüidad de las su- 
mas s y S, por defecto y por 
exceso, subsiste si la función 
es continua, salvo un conjun- Fig. 281 
to de medida nula (§ 82-3, 
nota), incluído en él la frontera de D. 





NoTA. Teniendo en cuenta esta generalización del concepto de inte- 
gral doble, la notación de LEIBNIZ, que hasta aquí hemos usado y que 
tan ventajosa resulta en las integrales simples, puede inducir a ano 
formaciones erróneas de las integrales múltiples al cambiar de variables, 


EJEMPLO. Sea =u4+0, y =4-—v. Si llevados de la analogía sus- 
tituímos 
de = du + dv , dy = du — dv , dx.dy = du? — dv’ 
resultará una expresión sin sentido. 
Obsérvese en la figura 282 que el cuadrado de lado 1 en el plano xy 
se transforma en el cuadrado de lado 1 en el plano uv, con sentido opues- 


to. En $ 83-4 veremos el significado de esto y explicaremos cómo se efec- 
“úa el cambio de variables. 





Fig. 282 


Es preferible, por tanto, la notación más general: 


/ f(x, y)dS y análogamente f f(x, y, 2) dV 
“D D 
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representando por dS el elemento de área y por dV el elemento 
de volumen, siendo por definición (§ 81-1, b): 


[83-4] ji f(x, y)dS = lim Ep f (£, y,) AS, 


y análogamente para tres dimensiones. 


= Esta notación y la del primer miembro de [83-1] valen para 
toda clase de coordenadas, mientras que la notación del segun- 
do miembro de [83-1] vale solamente para cartesianas. 


3. Propiedades de las integrales múltiples. — Por los mis- 
mos métodos que para las integrales simples (§ 48-5), se de- 
muestran las siguientes propiedades importantes de las inte- 
grales múltiples : 


a) Propiedad aditiva con respecto al recinto de integra- 
ción. — Si D, D,, D2 son recintos cuyas fronteras tienen me- 
dida n-dimensional nula (§ 82-2), tales que D, y D» son no 
rampantes y es D=D,+D, basta que f(x) sea integrable 
(R) en D; y D: para que exista y sea 


[88-5] f f(x)dx = E ea + f f(x)dx. 


b) Propiedad lineal respecto del integrando. — Referida a 
funciones integrables (R) en D, subsiste la fórmula de § 48-5, 
by, cambiando g por x. 


c) Propiedades de monotonía. — Subsisten las fórmulas 
[48-28] y [48-29] referidas a un recinto n-dimensional D, 
cambiando x por x, con la observación subsistente de que si 
f(x) es integrable (R) en D, también lo es | f(x)|, pero no re- 
ciprocamente ($ 49, ejercicio 1). 


d) Teoremas del valor medio. — Como en -$ 48-6, si 
p(x)>0 y f(x) de extremos m y M (m< f(x)< M), son 
integrables (R) en el recinto n-dimensional D, con lo que tam- 
bién lo es su producto (§ 49, ejercicio 2), es 


[83-6] m f p(x)dx < i f(x)ọ(x)dx < M f p(x) dx. 


En particular, para ọ (x)= 1, existe un número u compren- 
dido entre m y M, (m < u < M), tal que 


[83-7] a f(x)dx = u|D| , 


donde | D | designa la “extensión n-dimensional” o “hipervo- 
lumen” del recinto D. En términos precisos, para un recinto 
cualquiera D, cuya frontera tenga medida n-dimensional nula 
($ 82-2), existe ($ 88-1) : 
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[83-8] (R) (di =[D], 


y entonces se establece : 


DEF. Al valor | D | dado por la integral [83-8] se le llama 
extensión n-dimenstonal de D, o su medida de PEANO-JORDAN 
(cfr. $ 95-1), diciendo que D es medible (R) ; también se dice 
que tiene (R) longitud, (R) área, (R) volumen o (R) hipervolu- 
men en E,, E,, Ez ó E, respectivamente. 


4. Cambio de variables en las integrales dobles. — Si entre 
los planos cartesianos uv y xy se establece una corresponden- 
cia punto a punto por las funciones continuas: 


[83-9] t = x (u, v) » YS y (u, v) , 


cada recinto se transforma en otro. Vamos primero a obtener 
la relación entre las áreas. 

Supongamos que dado un recinto Q del plano uv (fig. 283) 
cuya frontera esté formada por una curva rectificable simple 
cerrada, las funciones [83-9] tengan derivadas primeras con- 
tinuas en un recinto que contenga en su interior al recinto 


cerrado Q que forma la clausura de Q ($ 64-5), de modo que 
el jacobiano 
a(x, y) 


[83-107 J = a, ey 


nunca sea nulo en Q. Entonces, el recinto Q se transforma 
mediante [83-9] en un recinto D del plano xy, de manera que 
se establece entre ambos una correspondencia que localmente ya 
es biunívoca ($ 67-7), pero supongamos lo es también global- 
mente *, y llamémosla directa o inversa según sea J 2 0, conser- 


0 





Fig. 283 


* No siempre ocurre así, Tal la z = u2 —v?, y = 2uv que aplica la corona circular 
lie p va <4 doblemente sobre la 1 < z? + y < 16, con J — 4(u% + v?) > 0, ya que 
O o) y € uo > v) tienen el mismo punto correspondiente (7, Y). 


418 XX1. INT. GENERALIZADAS. SERIES E INT. MÚLTIPLES $ 83 -4 


vándose o cambiando el sentido de los respectivos contornos 
(S 54-1, d; cfr. $ 88-5, a) de 2 y D según uno u otro caso. Toda 
línca cerrada en D de extremos P, = P, es correspondiente de 
una línea cerrada en Q, pues siendo biunívoca la corresponden- 
cia, deben ser también coincidentes en Q los puntos correspon- 
dientes a los extremos P, = P,. Por tanto, se corresponden los 
puntos interiores de Q y D, y también sus contornos de manera 
que el de D será también una curva rectificable simple cerrada 
($ 55-9). Además ambos recintos 2 y D serán medibles (R), 
es decir, tendrán (R) área o extensión ($ 83-3, d, def.). 

El área del recinto 92 puede calcularse como límite de la 
suma de áreas Ao de triángulos egutláteros cuyos lados tien- 
dan a cero ($ 83-2) o para su mejor generalización a espacios 
de más de dos dimensiones ($ 83-5), en cuadrados elementales 
de norma r, subdivididos en dos triángulos por una de sus dia- 
gonales; y el área de D como límite de la suma de las áreas AS 
de los triángulos formados por los vértices homólogos (sin que- 
rer decir con esto que los lados de uno se transformen en los del 
otro por las fórmulas [83-9]). 

La relación existente entre las áreas de los triángulos ho- 
mólogos es ésta: 


[83-11] aS (EL +0) 40 
osea: lim AS _ als, ale, y) = J 


Ao (uv) E 
siendo J 40 el jacobiano en un punto interior arbitrariamente 
elegido, al tender a 0 el entorno triangular del mismo. 

En efecto, en el entorno infinitésimo la transformación, 
salvo infinitésimos de orden superior, es lineal, con determi- 
nante o módulo ($ 15-7) J, con lo que es aplicable el teorema 
6 de $ 61-6, y resulta: 

Si las derivadas son continuas, el jacobiano en cada punto 
es el coeficiente de dilatación areolar de la transformación en 
ese punto. 

Darcmos, no obstante, una demostración directa que será útil en el 
censo presente de integración: 


Las áreas de los triángulos homólogos son respectivamente en mag- 
nitud y signo ($ 60-6, e): 











1 XL1 — Yo a 1 Ui — Uo Vi — Vo 
2 | xa—o Ya— Yo a 2 Uga— Un Va — Vo d 
o lrevemente: 
— 1 Axr Ay e: Aiu Av E 
AS == e ayl? £ "2 [asu apro] ? 











pero la fórmula del incremento finito permite escribir el primer determi- 
unnto nyí: 

Xu ArU + Ze AV Yu A1U F Yr AV 
Lu Aa U + Zo Av Yu Al + Yeo AV 
puerto que los sumandos o(0) (siendo r la longitud del lado del trián- 
gulo equilútero en & o de la diagonal del cuadrado elemental) que apare- 





+r, 
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cen en cada elemento del determinante dan un término o(7+”), por ser 
menores que r los incrementos de u y v; y siendo continuas las derivadas 
en el recinto cerrado %, y, por tanto, uniformemente continuas ($ 65-3, 
teorema de HEINE-CANTOR), el coeficiente ô (función entera de infini- 
tésimos respecto de 7) es menor que e tomando suficientemente pequeños 
los triángulos. Como +* es menor que el triple (o igual al cuádruple) del 
área de cada triángulo, resulta que la suma de esos términos es menor 
que e por el triple (o cuádruple) del área de *, es decir, arbitrariamente 
pequeña, 

En efecto, descomponiendo el determinante en producto de dos 
($ 13-6), resulta: 
Cu Lo 


Yu Yo 


Au Av 
Aau Aav 


A 


AS = 2 


+8. rr? , Jól<e , 














o sea 

[83-12] AS =Ao[J(£,n)+ 88] con 0 = 7/ (Ao) ,|]0]<4 , 

pues el área de cada triángulo equilátero de la red en que se ha subdi- 
vidido Q, es | Ac | =ł4 V87? , o bien, para mitades de cuadrados elemen- 
tales es | Ao | = 9/4. 

En el caso de tomar en el plano uv esta clase de entornos triangu- 
lares, queda así demostrada la fórmula [83-11], completamente análoga 
a la ya conocida del cambio de variable en Ia recta (§ 51-3): dx= 
= (dx/du) du. 

El área del recinto D puede calcularse como límite de la 
suma de triángulos contenidos en él, y al haber supuesto que 
J no cambia de signo en 2, por lo que se suman los AS con 
igual signo, resulta: 


[83-13] |D| =f h dsay = ff 2 du do 


o brevemente: 
T dS = i J(u, v)do , 


fórmula completamente análoga a la de las integrales simples 
($ 51-3). 

En efecto, es | 280640 | < de2Ao< 4: į Q j arbitrariamente pequeño, 
mientras que J(£,17)40 tiende hacia la integral de J.sobre %. Acaso se 
piense que Jos triángulos rectilíneos homólogos en D pueden solaparse, 
pero esto no podrá ocurrir si se toma la norma r de la partición de % 
suficientemente pequeña, pues como J no cambia de signo en 2, basta 


tomar € < min ¡J | en 2 para que en [83-12] los AS tengan igual signo. 
Si en vez del área se tiene una integral doble cualquiera: 
f, 1,9 dS = limEf(2,y)aSs , 
con f(x, y)= f[x(u, v), y(u,v)] acotada e integrable (R), to- 
mada en los vértices respectivos de ambas triangulaciones, y 


se efectúa la sustitución de AS por su expresión [83-12], re- 
sulta con igual razonamiento la fórmula general: 


[83-14] f f(æ,y)aS = f, fix(u v), y(u 0) Hen Ae 
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que expresa la integral en el dominio D mediante otra integral 
sobre el dominio homólogo Q. 


NoTA. La red de triángulos eguiláteros (o mitades de cuadrados ele- 
mentales) considerada en la partición de 2, es sólo un medio auxiliar de 
demostración de [83-14] (permitiéndonos acotar 6 en [83-12]); sin em- 
bargo, por definición general de integral múltiple ($ 83-2), el valor de 
cada miembro de [83-14], y también de [83-13], no depende de la forma 
de la malla con que se calculan las integrales. 


EJEMPLO. Sea el momento polar de inercia del dominio D expresado 
en coordenadas cartesianas y en polares por las integrales ($ 84-7): 


ff (+ y’)de dy , e rrdrdwo ; 


esta segunda fórmula se puede establecer directamente, o bien deducirla 
de la primera por cambio de variables, introduciendo como factor el ja- 
cobiano, que se calcula así: 
cos w —r sen w 
sen w r cos w 
En el ejemplo de $ 83-2, el jacobiano vale —2, indicando el signo 
que los elementos de área homólogos tienen sentidos opuestos; como se 
observa en la figura 282 comparando los sentidos de los contornos ho- 
mólogos. 





T=Ycos0w0 , =rsenw , 





= Ls 


5. Cambio de variables en las integrales múltiples. — El mé- 
todo anterior ($ 83-4) es aplicable a toda integral múltiple, si 
se supone conocida la fórmula que expresa el volumen del te- 
traedro en E; o, en general, del simple en E, (hiperpoliedro 
de n+ 1 vértices), por el determinante de las coordenadas de 
sus vértices con su línea de unos, o bien por el determinante 
de orden n formado con las diferencias, si en vez de tomar mi- 
tades de cuadrados, se toman cubos o hipercubos descompues- 
tos en 3! tetraedros o en n! simples. 

Basta observar, en efecto, que la demostración anterior se 
basa en la regla de CAUCHY-BINET para el producto de dos 
determinantes ($ 13-6), según la cual al substituir cada incre- 
mento Ax por su expresión mediante las derivadas, equivale a 
multiplicar el determinante de incrementos por el determinan- 
tu de derivadas, que es el jacobiano, siendo también uniforme- 
mente infinitésimo el coeficiente de r? en el error, por la con- 
tinuidad de las derivadas. Resulta así, con la misma hipótesis 
de acotación e integrabilidad de f(x), conservación del signo 
de J y continuidad de las n derivadas: 


T. f(x)dx = y J(W£[x(w]du , 


si los recintos D y Q son homólogos en la transformación 
x :x(u), entre los puntos x y u de los dos espacios. 


6. Coordenadas espaciales curvilíneas. — a) Si el punto variable 
(u,v, w) recorre un ortoedro, y x, y, z son funciones continuas de u, v, w, 
el punto (x,y,z) puede describir un cuerpo tridimensional, superficie, 
curva, y, en goneral, un conjunto conexo no clasificable en ninguno de 
oslon tipos; pero ai las funciones son diferenciales o, más estrictamente, 
lienen derivadas primeras continuas y su jacobiano no es nulo, a cada 


$ 83 -Ej. INTEGRALES MÚLTIPLES, CAMBIO DE VARIABLES 421 


punto interior del ortoedro corresponde un punto interior del conjunto 
transformado, puesto que cada punto de un cierto entorno tiene homólogo 
(%,y, 2) en virtud del teorema de las funciones implícitas ($ 67-7). 

El volumen del dominio D, con demostración análoga a la hecha para 


dos variables, es: e 
E 9(x, y, 2) 
ÍD| = a ono du dv dw 


sobre el ortoedro Q del espacio cartesiano u, v, w. Análogamente se ex- 
presa Ia integral triple de cualquier otra función integrable (R). 

Los parámetros u, v, w se llaman coordenadas curvilíneas, porque los 
puntos x, y, z que tienen u = const., forman una superficie, y estas su- 
perficies, con las v = const., w = const., dividen al espacio'en celdas, que 
son los elementos de volumen de cada cuerpo. 

La diferencial de arco se calcula diferenciando x, y, z y sumando los 
cuadrados, obteniéndose así la fórmula: 


[83-15] d8? = gudu? + 2gadudv + 2 gududw + 
+ ga dv? + 2ga dv dw + 
+ 93 dw* 


donde los coeficientes gi, tienen expresiones análogas a los coeficientes 
[72-45] de GAUSS mediante las derivadas de x, y, z respecto de u, v, w. 
Resulta, pues, que la métrica en el espacio x, y, z está determinada por 
estos coeficientes gi. Así, por ejemplo, el volumen de un dominio viene 
expresado por la fórmula: 


[83-16] Te PIT did 


siendo g el discriminante ($ 62-1) de la forma cuadrática, o sea, el de- 
terminante de los nueve números gis, en valor absoluto. Obsérvese que 
en el caso de dos variables u, v, el discriminante es [72-57], y resulta la 
fórmula [84-17]. 

Si en vez de considerar el espacio ordinario expresado en coordenadas 
curvilíneas se llama espacio a un conjunto de fernas (u, v, w) llamadas 
puntos, definiendo la distancia por una form adrática [83-15] de coe- 
ficientes cualesquiera, se tiene un espacio curdo de RIEMANN. 


b) Espacio cuadridimensional de RIEMANN y relatividad. — La Física 
estudia sucesos acaecidos en el espacio Es, cada uno de los cuales está 
determinado por tres coordenadas espaciales (x,y,z) y una temporal t; 
entre dos sucesos considera la Física clásica una distancia espacial dada 
por la métrica pitagórica, y una distancia temporal tı— tı; pero como 
no son invariantes respecto del grupo de LORENTZ, básico en la Relativi- 
dad especial, se adopta la forma cuadrática dx’ + dy™+ dz? — df”; y en 
la Relatividad general se adopta la forma 5g:; dx: dæ; análoga a la 
[83-15], pero con 4 variables, siendo x, =t. Los coeficientes g,, están 
dados por la distribución de materia en el espacio; y la Física relativista 
es, en esencia, la geometría riemanniana del espacio curvo cuadridimen- 
sional. 


EJERCICIOS 
2a zx Y 
1. Calcular Í, dæ f a f yz dz = 4a%/3. 
b (aa — x?) 1/2 Ví —(s/a)” — (u/b)? 
2. Calcular (“dz (| í e Pay f° des i dz = nabc/8. 
3. Calcular f f fe dæ dy dz 


en el recinto x+ y’ <S z; *+yY+>28<1. 
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4. Calcular SES (x + y + 2)x3%Y%2* de dy de 
en el recinto 2 +4 y+2<1;x>0, y>0, 2>0. 


D. Calcular el volumen del elipsoide (x*/a*) + (y?/b*) 4 (2*/c*) =1 me- 
diunte la sustitución x = ar cos Q, y = brsen B. 


6. Calcular Sf ew-d/w dæ dy 


sobre cl triángulo de vértices (0;0); (0;1); (1;0) aplicando la susti- 
tución y H= u, y— xr =v. 


7. Calcular TT (1 + a? + y?) ? de dy 


dt el recinto limitado por una hoja de la lemniscata (x* + y**= 
--- 4" mediante la sustitución x = r cos 0, y = r sen 0. 


8. Calcular la misma integral anterior sobre el triángulo de vértices 
(0;0), (2;0), (L; V3) mediante la sustitución % =r cos 0, y =r sen 8. 


; b VEZE 
D. Calcular a ay f g ln(x + y’ jde , 
0 y cotg b 


con 0 <b < ¿r, empleando coordenadas polares, 
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1. Volúmenes en coordenadas cartesianas. — a) Hemos cal- 
culado en § 54-4 por integral simple el volumen de los cuerpos 
cuyas secciones paralelas tienen área conocida. Ahora el valor 
absoluto de la integral triple f f fdz dy dz es el único número 
comprendido entre los volúmenes de los ortoedros contenidos 
y continentes y, por tanto, es el volumen buscado. Todo recinto 
acotado tiene, pues, un (R) volumen si su frontera tiene me- 
dida espacial nula (§ 82-2)*. 

Si se trata de calcular la masa M, siendo ọ la densidad va- 
rinble, función de x, y, 2, resulta: 


[84-1] M -|f f o(x,y, 2) dx dy dz. 


Nora 1. El concepto geométrico de vclumen puede introducirse por 
lon mismos postulados que los dados para el área en § 48-1, cambiando 
"area' por “volumen” y “cuadrado” por “cubo”. Ellos bastan para justi- 
fivnr que el proceso de cálculo explicado en $ 83-1, en caso de existencia 
de ln integral triple, da el “volumen geométrico”. Pero desde este punto 
du vista geométrico, es fundamental buscar el grupo de transformaciones 
emn vrespeelo al que se conserva invariante ($ 61-7) y así resulta ser una 
A del espacio métrico propiamente euclídeo (Cap. XVII, nota 
ll, b). 


* Auw en ol censo contrario, in integral inferior, o sea, extr. sup. 3, expresa el vv- 
huaeon poe smer be suma ales los volúmenes de los infinitos ortocdros que suman el reclalo, 
prenolrablendo del contorno, pero su cúleulo sólo puede hncerse en ciertos casos (cfr. Cap. 


XXIV, mota 111), 
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EJEMPLOS: 1. Volumen V del tetraedro limitado por los planos coor- 
denados y el (2/0) +(y/b)+(2/c)= 1. 
Será 


v= fff v=] d Ho G aE 


abc 
6 


Si por ejemplo es a >0, 5b< 0, c>0, para que la integración se 
haga positivamente debe tomarse: 














, cliai 
Se fpa h i i ¡PER 


2. Volumen común V al paraboloide y? +2?*=2bx y al cilindro 
x’ -+ y? = 2ax, con a >0, b>0. 

Efectuemos primero la integración respecto de z, luego respecto de y, 
y finalmente respecto de x, con los límites tomados en la forma dicha en 
$ 83-1. Pero en todo caso, es siempre problema delicado estudiar bien 
los límites de las integrales, en este caso debe cuidarse la integración res- 
pecto de y, considerando la situación relativa de la circunferencia x* + y? = 
= 2ax y de la parábola y? = 2bx. Así resulta: 


Sib>aes 
1, 2a Vas — al V2bx — yl 
[84-2] Pi yV = f dæ i dy L dz , 
mientras que si b< a es 
1 2(a—b) V2buw " V2bx — y* 
[84-3] iy- f de $, ay Ja de + 


2a d a: f V2bx — y? d 
x 2 
+ .2(a — b) 0 Y 0 






TITITIILIA 


Fig. 284 


Por ejemplo, para b=2a (fig. 284), debe aplicarse [84-2] y es: 


e de Ga 


v= v 4ax — y?’ dy = 
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1 AAA 2 
= +f "Via a — e de + 2a f < x arc sen L 2H de = 
2 J0 0 2 a 
4 1 
A y 
dando 
v= (Fra), 
pues con x? = t es (§ 52-2, a): 


1 2a - = 1 4a? 4 
+f væ a =, vV 4a? — tdt 3 e, 





4 
mientras que con V2a?-—ax =2asent es ($ B1-5): 


2a 
2a xarc sen v2 — (x/a) dx = 
a 


4 1 
= 2a 1 4at sen 2t . (2a — 4a sen? t)dt = qna. 


En cambio, para b = ha (fig. 284), debe aplicarse [84-3] y es: 
a Var 2 Vaz — 0% 
= 7 = la az $, "Faz — y dy + $ A as fi n "Vas — y’ dy = 
a 
mer 1 2a A A 
ll — razde +-+ È æ V (2a — x) (x —a)dx + 
0 4 2 a 


2 
+ =- a f * e are sen V2 —(%/0) de = 
a 
E O o Le O a 
= Gi +3 "0 + ae, dando V = e ; 
pues con V (2a — x) (x —a)=(x—a)t es (§ 52-2, da): 
1 2a o t(*+2) 
EN za == ef A TA) 
2 f x V (2a — zx) (x —a)dgr e), EFD dt , 
y aplicando el método de HERMITE (§ 52-1, c): 
e(r+2) _ d PLE 3/16 


(+1) dt \ 48 (P +1)’ Epi’ 
so obtiene 
© P(E +4+2) 3x 
s E o rc A 
e f EI" dt = 32 : 


por otra parte, con V2a*—ax —asent es ($ 51-5): 
2 
+ a i x arc sen V2 —(x/a)dæ = 
a 


1 
R 


2 1 
= z a f t(2 — sen” t) sen 2t dt = a 


2 64 
En este último caso veamos de integrar primero respecto de x, luego 
respecto de z y finalmente respecto de y, por resultar cuadraturas más 


soncillas, aunqua deba cuidarse el tomar límites correctamente. Hemos de 
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tomar la x entre el paraboloide y el cilindro, la z entre 0 y la proyección 
sobre el plano yz de la cuártica intersección que es a+ Va—y = 
=(y? + 2%) /a, y la y entre 0 y a, dando: 


a c 
1 a Va — y? + a va —y a + vVae— y’ 
=y = f a f az f dx = 
4 0 0 





(y? -+ 2%) /a 
a A a 
= $, (a— Var —y — (y’/a) VÆ — y + a Væ — y? ) dy — 
1 E -r 
Pa (a — y? + a Va — y)’ dy = 
3a 40 
2 a 
e (ar —y*4+a Var —y) dy = 
34 J0 
1 
2 sd 
= -7 a $. (cos* t + cos t)*/* cost dt, para = ( sen t. 
Si hacemos ahora cost = cos? 9 queda, según [53-7]: 
Lo 
2 9 
Ey = es ar (cos +0 hcop" 01 costo LOS ESE yy = 
4 3 -0 v1— cos' 9 
T 
4 (2 E 4 (1 +) n 
= — 0 20 06 = — œ | —— —) — 
3 ef cos” 06 (cos? 9 + 1)d 3 a JE + gii z’ 


es decir, resulta como antes V — 25 na*/16. 


b) Cuando a cada par (x,y) corresponden solamente dos 
puntos de contorno, es decir, cuando el cuerpo es diferencia de 
dos cilindroides definidos por sendas funciones z = f: (x,y), 
2=f,(x, y) (con f(x, y)< fa(x, y), por ejemplo), el volumen 
de cada uno viene expresado más sencillamente por una inte- 
gral doble, y es: 


[84-4] V= Ti f(a, yde dy — $ $, £, (x, y) de dy, 


lo que equivale a haber efectuado la integración respecto de 2; 
y estas integrales dobles se reducen a simples integrando en 
uno u otro orden, según convenga en cada caso. 


NOTA 2. Así como se ha introducido un signo para el área orientada. 
($ 54-1, d), el signo del segundo miembro de [84-4] puede interpretarse 
comu valor de un volumen orientado, según veremos con precisión en 
$ 90-3 y antes hemos sugerido en el ejemplo 1. Pero entonces el signo 
depende de la orientación de los ejes coordenados ($ 60-3) y así ya no 
puede decirse que el volumen orientado sea un invariante métrico euclídeo. 


EJEMPLO 3. Véase $ 82-4, ejemplo 2. 
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2. Coordenadas esféricas. — No siempre son las coordena- 
das cartesianas las más adecuadas para el cálculo de áreas y 
volúmenes. Para los cuerpos redondos son más naturales las 
coordenadas polares, también llamadas esféricas y las semipo- 
lares o cilíndricas ($ 84-3), 

Dado un triedro xyz todo punto del espacio está determi- 
nado dando: su distancia al origen o radio vector r; el ángulo 
p que éste forma con el plano xy; el ángulo 1 que el plano 
vertical rz forma con xz (fig. 285). 





Fig. 285 


Por analogía con las coordenadas geográficas, a los núme- 
ros r, p, à los llamaremos brevemente; radio, latitud y longi- 
tud. A veces se utiliza el complemento 0 de ọ, llamado colatitud, 

Las coordenadas cartesianas del punto se obtienen fácil- 
mente observando que la proyección de r sobre el plano xy es 
r cos q; y sus dos proyecciones sobre los ejes x, y resultan mul- 
tiplicando por cos y sen): 


[84-5] x = 7.cosp.cosd,, Y =71.cosq.send, 2 = r.sen o 


de donde se despeja, recíprocamente: 
[84-6] r d VEFFE so teh> — o; 
z 
sen = 


+ Vet? 
Con el sistema de coordenadas polares el espacio queda di- 


vidido del modo siguiente: los valores de r e[0; +00) dan es- 
feras concéntricas de centro O; los valores de 2 e(—x; x] dan 
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planos meridianos que pasan por el eje z; los valores de y 
e[—41; 41] (o de 0) dan conos de revolución de eje z, 

Para pasar de coordenadas cartesianas a esféricas en la 
integración, formemos ($ 83-5) el jacobiano 


D(2,Y,2) _ , 
[84-7] J = akg) r? coso , 
obtenido con fácil simplificación del desarrollo por su tercera 
fila. El signo positivo de J indica que el orden adoptado 
(r,A,p) es acorde con el (x,y,z). Entonces para el volumen 
| D | del recinto tridimensional D (con frontera de medida tri- 
dimensional nula (§ 82-2)) resulta la fórmula 


[84-8] |D| = TER 72 cos ọ dr dÀ dọ 


que se resolverá por tres integraciones sucesivas en el orden 
que más convenga al caso estudiado, como hacíamos con las 
coordenadas cartesianas (§ 84-1). 

Para la masa M, siendo ọ la densidad variable, función de 
r, A, q resulta 


[84-9] M = A, o (r, à, ọ) T? cos ọ dr di dy. 


NoTAs: 1. Directamente se obtiene [84-8] al pasar de las coordena- 
das r, à, y a las r+ dr, A+di, p+ dọ, pues las tres superficies que 
determinan cada uno de estos dos puntos limitan un cuerpo análogo al 
paralelepípedo de las coordenadas cartesianas. Las aristas (que son cur- 
vas) en el punto r, à, y son (fig. 285): 

AB = dr (rectilínea) ; 
AC = r.coso.dà (círculo de radio r.cos q); 
AD = r.dọ (círculo de radio r). 

Considerado como paralelepípedo, su volumen viene dado aproxima- 

damente como producto de estas tres longitudes, es decir: 


7’ cos ọ,dr.dìÀ. do. 


2. La fórmula de rectificación de una curva en el espacio con tan- 
gente continua se deduce de [78-1] y [84-5], dando: 


[84-10] de = d? + 7 co}? gp dh + r dg’. 
EJEMPLOS: 1. Calcular 
LI ca de dy de no en la esfera 124 y+42%c< 1. 
æ +y? + (z — 2)’ 


Empleando coordenadas esféricas se simplifica el tomar límites y por 
tanto la integración sucesiva. Según [84-5] es x+y’ +(z— 2)’ = 
=r — 4r sen ọ +4, de donde habrá de calcularse (§ 51-3, nota 2, 


$ 51-5): 
2 T 
1 2 P 7 coso — 
J aft, y a f, pd — 
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1 
l T ln|4 r—á a 
==" %), ” n | 4rsen o — 41 | i dr = 
P 


= ——— Y 


= nf r[me+n-me—n | dr = (2 m2 ) s 


2. Curva de VIVIANI. — Se lla- 
ma así a la curva de la superficie 
esférica r= R, definida por la 
ecuación à =ọ. De ella se deduce 
x +y = Rg, luego su proyección 
horizontal es la circunferencia de 
diámetro R; por esto suele definir- 
se también como intersección de la 
superficie esférica con el cilindro 
que tiene esa sección recta (fig. 
286). Su longitud viene expresada 
por su diferencial así (dr = 0, 
r=R, di = dp): 


ds = R V1+cos* q dp = 
Fig. 286 = R V2 V1—bsen’ g. dọ , 


y se calcula por una integral elíp- 
tica de segunda especie, mediante tabla ($ 55-3, b), siendo en este caso 
a = 459, 





3. Coordenadas cilíndricas. — Cada punto viene determina- 
do por los elementos siguientes; las coordenadas polares (r, 1) 
de su proyección horizontal, más la altura z sobre el plano xy. 

Las coordenadas cartesianas se deducen inmediatamente: 
[84-11] x = reosà , y =rsend , 2=2. 


El elemento de volumen se calcula mediante el jacobiano 
J=0(x,y,2)/0(r,12)=173 ($ 83-5) : 


[84-12] ¡D|=V= E r.dr.dh.dz. 
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Noras: 1. Directamente (cfr. § 84-2, nota 1): el área del trapecio 
circular de radios r, r+dr y ángulos 1, 1+d es exactamente: dr por 
el radio medio r. di, es decir: 


Área = r.dr.di. 


El volumen del cuerpo prismático (fig. 287) limitado por el par de 
planos, à, à + dì, por el par de planos z, z+ dz y por los cilindros r, 
r+dr es exactamente: r.dr.dà.dz, y por tanto el volumen de un 
cuerpo cualquiera viene expresado 
por la fórmula [84-12]. 


2. La fórmula de rectificación 
de una curva en el espacio con tan- 
gente continua se deduce de [78-1] 
y [84-11], dando 


[84-13] ds? = dr? + dY + dz. 


3. En $ 54-3 se ha dado la fór- 
mula [54-10] de cubicación de un 
cuerpo de revolución, si la sección 
meridiana se toma en forma explícita 
con variable independiente sobre el 
eje de rotación. Si en cambio se toma 
sobre éste la variable dependiente 
que da la sección meridiana para cal- 
cular así el volumen del cuerpo re- 
dondo engendrado por el trapezoide 
determinado por z = f(r) entre ro y 
Y, al girar en torno del eje z (fig. 
288), utilizando coordenadas cilíndri- 
cas, se obtiene: 


T; 2r f(r) T3 
[84-14] V= f rar f a f dz = 2n | rf(r)dr, 
To T, 


0 





Fig. 288 


EJEMPLOS: 1. Volumen de la bóveda de VIVIANI. — Se llama así a 
la parte de superficie esférica limitada por el cilindro cuyo diámetro es 
un radio de ella. 

En coordenadas cilíndricas: 


y= TI EE. 2 | f raran AS 
1/2 RcosA A 
= af, a f r.VE—Fadr. 


La integral de r VR*—r dr es (—R*sentit+R”*):3, e integrando 
de nuevo entre 0 y 1/2, resulta: 


7/2 


/2 7 
8V = — 4R la sen kodi ar f d). 


3V = — (8/3) R? + 2rR° = 2R’ (x — 4/3). 


2. En coordenadas cilíndricas, la ecuación de la hélice cilíndrica 
(§ 72-6, ejemplo) es: r—const,, 2= kh, y aplicando [84-13] resulta la 
misma fórmula obtenida en coordenadas cartesianas ($ 73-1, ejemplo). 


3. Calculemos el volumen del cuerpo de revolución engendrado por 
ln curva z = e-z? al girar alrededor del eje z, limitado por el cilindro 
r:a. Es: 


a 
V = 2x f redr = n(1 — e2). 
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4. Área de una superficie alabeada. — Parece a primera vis- 
ta admisible una definición análoga a la dada para la longitud 
de un arco, como extremo superior o como límite de los perí- 
metros de las quebradas inscriptas, al tender hacia cero todos 
los lados. Ocurre inmediatamente inscribir en la superficie dada 
poliedros de caras triangulares y hacerlas tender hacia cero 
mediante intercalación de nuevos vértices. 


Sin embargo, según observación famosa de SCHWARZ, el ex- 
tremo superior es œ y pueden resultar límites distintos se- 
gún como se hagan tender a cero las caras del poliedro (ver 
nota I). Hay que poner tales restricciones a la elección del 
poliedro inscripto, que se complica mucho la definición. Re- 
cordemos, por otra parte (S 55-1, b), que la longitud de un 
arco de curva resulta también como límite de la suma de dife- 
renciales ds, es decir, 
como suma de los tro- 
zos de tangente limita- 
das por las ordenadas 
sucesivas. Una defini- 
ción análoga es válida 
para las superficies, co- 
mo formada por “esca- 
mas”, 

Dividido el plano xy 
por una cuadrícula de 
lados paralelos a los 
ejes, cada rectángulo 
dx dy determina sobre 
la superficie un cuadri- 
látero curvilíneo (fig. 
289) cuya proyección es 
dx dy, y, tomando el 

Fig. 289 plano tangente en cual- 

quiera de los puntos de 

ese trozo «e superficie, determina con el mismo prisma pro- 

vectante de base dx dy, un cuadrilátero plano cuya área es 

de dy/cos(n, 2), siendo cosí(n, 2) el tercer coseno director de 

la normal, que es igual al coseno del ángulo que forma el plano 

tangente con el xy, debiendo tomarse el ángulo agudo, ex de 
cir, el coseno positivo, pues todas las áreas lo son. 

El límite de la suma de todos los cuadriláteros nsí formmn- 
dos es, por definición, si la superficie tiene plano tangente que 
varía con continuidad, el área de la superficie y viene, por 
tanlo, expresada por la integral doble: 


dg d 
oah] SeS 
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La ecuación del plano tangente a la superficie z = f(x, y) 
en el punto (a,b,c) es ($ 66-5) : 


2—c= 2. (u—a) + z(y — b) , 
y los cosenos se calculan así ($ 60-8, bg) : 


Zo Zy —1 vl1 + 2,2 + 2? 


o A e 7 aa. T 


cos(nzx) cos (ny) cos (nz) 1 : 
de donde resulta, aplicando la fórmula [84-15] : 


[84-16] Sa f f y VIF2 E 27 de dy. 


Esta fórmula subsis- 
te si en el plano xy se 
adoptan coordenadas 
polares, sustituyendo 
dx dy por r dr da. 

Si la ecuación viene 
dada en forma implíci- 
ta F(x, y, z) = 0, tal que 
2 toma dos valores pa- 
ra cada par xy del do- 
minio A (fig. 290), no 
conviene despejar z, si- 
no diferenciar F, calcu- 
lar Zs, zy y substituir en 
la fórmula anterior. La 
integral es entonces la 
suma de dos integrales 
de las funciones 22 y 21 
correspondientes al cas- 
quete superior y al in- 
ferior. Fig. 290 

Si la superficie se 
expresa en forma paramétrica r =r(u, v), el área vendrá da- 
da, en virtud de [72-60], por 


[84-17] S= T W(u,v)du dv , 


donde R es el recinto del plano paramétrico respecto del cual 
so extiende la superficie y es 


172-57] W (u,v) = |ruA r| = + V81 82 — 812? = 
td, 


según vimos en § 72-7, b. 





NoTA. La definición analítica anterior puede aplicarse si la superfi» 
clo tience plano tangente continuo, es decir, Ja función o funciones que 
expresan la superficic ticnen derivadas primeras continuas en la clausura 
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del recínta de definición de la superficie. En casos más generales y aun 
cuando las integrales (R) de los segundos miembros de las fórmulas an- 
teriores existan, su valor puede no alcanzar lo que en general se entiende 
por área de una superficie continua alabeada. (Ver Cap. XXIV, nota III). 


EJEMPLOS: 1, Área de la porción del paraboloide y? + 2? = 2px limi- 
tada por el plano x =a. Basta considerar la mitad superior, en la cual 


e8: Zə = pÍZ, Zy = — y1z, y resulta fácilmente: 
+ V2pz 
s= f po S ETET , dando 


aS = n Vp Ea p]:3. 


Esto mismo se obtiene más brevemente por una integral simple, por 
ser una superficie de revolución ($ 54-5, ejemplo 2). Ponemos este ejem- 
plo porque las cuádricas que no son de revolución conducen a integrales 
elípticas ($ 55-4, b). 


2. Área de la bóveda de VIVIANI. — Puesto que la normal a la su- 
perficie esférica es el radio, el coseno del ángulo que forma con el eje z 


es z/R; luego: 
S=R f= dy 
z 
y, en coordenadas cilíndricas: 
= R f r dr di / VR*—r". 


Fijando 1 e integrando respecto de r, resulta: — V R? — r°; pero fijado 
à el radio r oscila entre 0 y R .cos À, luego: 


_VRIA R cos ) 


= — Rseni + R. 
Integrando respecto de 1 entre 0 y x/2 para obtener la mitad de la bó- 
veda superior: 





1 
zz” 
f, kR’. dà — p R? sen à.dài = R (żn— 1). 


Así, la superficie de la bóveda superior es: S = R? (n— 2). 


Es éste el problema florentino o de VIVIANI, discípulo de GALILEO, 
que propuso trazar en la superficie esférica una ventana cuadrable. 


1 
— T 
2 


5. Momentos de líneas, superficies y cuerpos. — Dada una 
línea, superficie o cuerpo material, dotada de densidad p, o Ó 1 
respectivamente, constante o variable *, puede considernrae 
como límite de una suma de masas rectilíneas, rectangulnuen, o 
paralelepípedos, respectivamente. Calculada la sumn de mo 
mentos de estas masas componentes respecto de un centro, «Je 
o plano, su límite se llama momento de la curva, superficie o 
cuerpo material respecto de este centro, eje o plano, y segun 


* Ente concepto de densidad en un punto no se puede definir claramente sino de 
modo análogo a como se ha definido la velocidad en un momento, la carga en un punto, 
etc., mediante la derivada. Pero tratándose de de dos o más variables hay que estudiar 
previamente las funciones de recinto. 
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sean aquellos momentos de primero o segundo orden, es decir, 
según que cada masa esté multiplicada por la distancia o por 
el cuadrado de la distancia al centro, eje o plano, así resulta- 
rá el momento de primero o segundo orden (estático o de iner- 
cia) de la masa curvilínea considerada. 


En particular, si el cuerpo es homogéneo, es decir, su densidad q es 
constante, las masas son proporcionales a las longitudes, áreas o volúme- 
nes, y se pueden sustituir por éstas, resultando así momentos geométricos, 
esto es, sumas de productos de las longitudes, áreas y volúmenes compo- 
nentes por sus distancias o cuadrados de distancias al centro, eje o plano. 
Una vez calculados estos momentos geométricos bastará multiplicar por 
la densidad, para tener el momento mecánico. 


Si consideramos un elemento de arco ds, es decir, un trozo 
de tangente que suponemos tiene su punto medio de contacto, 
y es x la abscisa de este punto de contacto, el producto ux. ds 
es el momento M,, de ese segmento respecto del plano yz. El 
límite de la suma de momentos, o sea el momento de un arco, 
es pues, la primera integral, y análogamente M,,, M,,: 


[84-18] M,: = Í u.xds, Mx =f u. y ds, My =f u. zds, 


siendo u = u(s) la densidad lineal. 

Análogamente: el momento de un área plana respecto de 
su plano xy es nulo; respecto de los planos yz, 2x, vienen ex- 
presados por las integrales 


[84-19] M= f o.£.dS ; M.=/f0.y.dS 


cs decir, coinciden con los momentos respecto de los ejes y, x. 
Aquí es o = o(x, y) la densidad superficial. 

Estas fórmulas valen asimismo para recintos de superficie 
curva, pero en ellas ya no es dS el producto dx. dy, sino éste 
dividido por cos (nz), como se explicó en $ 84-4, y además apa- 
vece Ma = f o.z. dS. 

Análogamente, los momentos de un cuerpo homogéneo res- 
pecto de los tres planos son respectivamente: 


[84-20] M= | 1.2.d7, M.. a t.y. dY, 


Ma = f 1.2.7, 


mendo dV = dg . dy . dz. 


La ecuación de un plano cualquiera x que pase por O, re- 
lucida a su forma normal ($ 60-8, b»), es decir, después de 
dividida por la raíz cuadrada de la suma de cuadrados de los 
eoeficientes, sea: 


ax -- asy + asz =0 ; 
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la distancia del punto (x,y,z) a este plano se obtiene ($ 60-8 
b) sustituyendo estas coordenadas en el mismo, luego el mo- 
mento de un arco dado respecto de ese plano es: 


[84-21] M- = f laa tamtn saMe thaM k uMy 


la misma fórmula vale para las superficies y cuerpos. 

Calculados, pues, los momentos respecto de los planos coor- 
denados, se deduce 
fácilmente el momen- 
to respecto de otro 
plano, y resulta ser 
una función lineal 
homogénea en los co- 
senos directores de 
la dirección; por tan- 
to (§ 63-1, a), todos 
estos valores pueden 
sintetizarse mediante 
un vector Mo de com- 
ponentes M,:, M.,, 
M.,, cuya proyección 
sobre el vector nor- 
mala x da M, (fig. 
Fig. 291 291). 





NoTA. Puede introducirse directamente Mo. mediante una integral vec- 
torial, Por tal entendemos 


[84-22] A 4, f(r)dV = limxf(r) AV, , 


en el sentido de $ 83-2, para r, vector de posición de cualquier punto de 
AV.. 
Entonces, el momento vectorial respecto de O de una masa elemental 
dm situada por el vector de posición r= xi + yj + zk, será rdm, con 
parámetros directores x, y, z, y sumando se obtendrá 


[84-23] M. = $55, rdm , 


donde dm = 1dV (o bienodS ó uds si se trata de superficies o lí- 
ncas con integrales respectivas dobles o simples). Calculado Mo, se tiene 
M» proyectándolo sobre la normal a x. 

6. Centros de gravedad. Teoremas de Guldin. — a) Suele 


definirse el centro de gravedad o baricentro de un cuerpo, co- 
mo punto de aplicación de la resultante de un sistema de fuer- 
zas paralelas aplicadas en los infinitos puntos materiales que 
los componen. Esta expresión incorrecta debe entenderse así: 
El momento del cuerpo, según se acaba de definir, respecto de 
todo plano que pase por el centro de gravedad debe ser nulo. 
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En particular, si el cuerpo es homogéneo, es decir, su densidad 
constante, siendo la masa proporcional al volumen, se puede 
sustituir el momento estático por el geométrico. 

Si G(£, y, £) es el baricentro en cuestión, la definición an- 
terior equivale a decir que debe ser nulo el momento estático 
vectorial M¿ = 0, para lo que es necesario y suficiente ($ 63-1, 
a) que sea 


Mn = Mié = Mie = 0, 


es decir, para la determinación del baricentro hasta imponer 
la condición de que sean nulos los momentos respecto de los 
tres planos trazados por él paralelamente a los coordenados 
(cfr. $ 60, ejercicio 33). 

Los momentos de un cuerpo respecto de los planos x= é, 
Y= z=¢ son: 


futa—EJdv =0, Puy —wav = 0, f r@e— ddv =0, 


de donde se deducen las coordenadas £, n, ¿ del baricentro, que 
son (cfr. $ 60, ejercicio 32): 


_fr.x.dV _$t.y.av _yJr.2. dav. 
E Jr. * META p3 $1.dV 


Si el cuerpo es homogéneo, la constante t se puede sacar 
como factor común y después de simplificar resultan: 


t= fea ; n= fy.av ¿=> f2.av 


siendo V el volumen total del cuerpo. 

Nótese que dV designa el elemento de volumen, que puede 
lomarse en coordenadas cartesianas o polares, según convenga 
por la forma de la superficie-frontera. 


EJEMPLO 1. En $ 83-1, ejemplo, hemos calculado el momento del oc- 
Innto de esfera respecto del plano xy. Hagamos ahora el cálculo en coor- 
denndas esféricas, y dicho momento vendrá expresado por la integral tri- 
plo de 2.7%cosqy que se calcula muy sencillamente y vale nx R*/16. 

Compárese la brevedad de este método con el cartesiano seguido an- 
lerlormente, 

Las coordenadas del baricentro del octante de esfera, son por tanto: 


=== (83/8)R. 


NoTA. Análogamente se calculan las coordenadas del centro de gra- 











velud de una superficie o de una línea material, y son respectivamente: 
[84-25] ¿= Sox dS -42 foy ds 2 Joz dS i 
fods SodS fods 
fux ds fuy ds fuz ds 
K4 20 = zs EOS, y 
| : Suda ° ? fuds ’ fuds 


SI por cjemplo la superficie es un recinto R en el plano xy de área 
lotal S, y emo. . const., se tiene: 
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[84-27] =f 2 a Ss ESA 
S JR S JR 
pero si se tiene un trozo de superficie curva z —f(x,y), la diferencial 
de área es dS = dæ dy /cosnz (§ 84-4). 
En particular, es importante el caso en que la superficie es esférica. 
Para ella la normal es el radio y cos nz =z/R. Por tanto: 


R RS. 
$ ES f asav = E ' 


es decir: la altura del baricentro de una porción de superficie esférica de 
área S es igual al radio por la razón entre su proyección S, y 3u área S. 


EJEMPLO 2. La altura del baricentro de la bóveda de VIVIANI 
(§ 84-4, ejemplo 2) es: 
(1/4)x R? 1 Rx 


A A e ae 
El baricentro del hemisferio superior de la esfera de centro O y de 
radio R tiene las coordenadas ¿=0, y =0, ¿=R/2. 


b) Teoremas de GULDIN. — Relacionan las áreas y volúmenes de los 
cuerpos de revolución con la longitud recorrida por el centro de gravedad 
de la generatriz de la superficie o cuerpo, y tienen muy útil aplicación, 
directa e inversa, 

El área de una superficie de revolución alrededor del eje x viene ex- 
presada (§ 54-3) por 


[84-28] S = 2x fu ds , 


pero obsérvese que esta integral es el momento de la línea generatriz 
respecto del eje x, es decir, el numerador que figura en la fórmula que 
determina la coordenada n del baricentro, y cuyo denominador es la lon- 
gitud s de dicha curva, luego S = 2ry. s8. 

Y si se considera solamente un sector de superficie de revolución, es 
decir, si la curva generatriz gira un arco, bastará poner dicho arco en 
vez de 2rņ. Es decir: 


El área engendrada por un arco al girar alrededor de un eje de su 
plano, que no lo corta, es igual a su longitud por la longitud del arco de 
circunferencia descripto por el centro de gravedad. 

El volumen engendrado por un área al girar alrededor del eje y, 
según [84-14] es: 


[84-29] Vis en | ey. de 


donde bajo el signo integral aparece el elemento de área y.dx por la 
distancia x al eje y, luego es el momento total del área respecto del 
cjo y; y recordando la fórmula que da la ordenada del centro de grave- 
dad del área, esta integral resulta igual a: S, luego V = 8S .2x$, es 
decir: 

El volumen engendrado por un recinto que gira alrededor de un eje 
no secante es igual al producto del área del recinto por la longitud del 
arco descripto por su centro de gravedad. 

Estos teoremas de GULDIN (ya sabidos de PAPPO) sirven para calcu- 
lar áreas y volúmenes de superficies de revolución cuando se conoce el 
erntro de gravedad del arco o área móvil. Y también para calcular el 
centro de gravedad, cuando se conoce el volumen o el área engendrada. 





NNIPMILOS: 3. Área y volumen del toro engendrado por la circunfe- 
roncia de radio r, siendo el radio de giro a. 


S = 2x.71.2xa = dPar; V= n7.2x0 = 24 Ya. 
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Compárese la brevedad de este método con el del cálculo directo en 
coordenadas cartesianas. 


4. Centro de gravedad de un arco de circunferencia. — Si R es el 
radio y 2a la amplitud, la longitud es 2Ra. Haciéndolo girar alrededor 
del eje y perpendicular al eje x de simetría, el área de la zona engen- 
drada es (§ 54-5): 


2r f R coso R dọ = 2aR.2R sena = 2Ra.2xg ; 
a 


luego 
= Rí(sena)/a ; n=0. 


5. Centro de gravedad del semicírculo. — Por simetría debe estar 
en el radio perpendicular a la base a una distancia ¿ de la misma; ha- 
ciendo girar el semicírculo, engendra una esfera de volumen: 


A pra JnR. 2në 


de donde se despeja: 
¿ = 4R/(31). 

6. Hagamos girar el semicírculo alrededor del eje que dista a de su 
base. Aplicando de nuevo el teorema de GULDIN, el volumen engendrado 
vale: 

We m2 lala += Pra E) 
2 3 x 


según que el eje esté situado del lado de la concavidad o de la convexidad. 


He aquí, pues, calculado el volumen de las dos porciones externa e 
interna del toro; su suma coincide naturalmente con la expresión 21” R*a 
arriba obtenida para el volumen del toro. 


.. EJERCICIO. Calcúlese análogamente el centro de gravedad de la semi- 
circunferencia y aplíquese a la determinación del área de cada una de las 
dos regiones convexa y cóncava del toro. 


7. Momentos de inercia. — Momento de inercia (o de se- 
gundo orden) de una masa aislada m respecto de un eje es el 
producto de m por el cuadrado de su distancia ál eje, es decir: 
l me. 

Tales momentos se llaman axiales y si r es la distancia a 
un punto o a un plano, el momento se llama polar o plano, res- 
peetivamente. 

Si la masa es un hilo, superficie o volumen, las expresiones 
del momento de inercia se definen como límites de sumas de 
los momentos de sus elementos, es decir, por integrales. 


Si la masa es plana, resultan: 

Mumentos polares son los momentos de inercia respecto de ejes per- 
pendeninres al plano o, lo que es lo mismo, respecto de puntos del plano. 

Momentos axiales son los momentos Tespecto de planos perpendicula- 
von tal dudo, o lo que es lo mismo, respecto de ejes situados en el plano. 

bl momento respecto de un punto O lo designnrcmos Il, y respecto de 
un oja y lo desiguaremos J,. 
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„Si el momento polar o axial de una masa plana m es I, se llama 
radio de giro al segmento ọ que cumple la condición 


[84-30] I = mo? es decir: g = Vi/m. 

Representa, pues, el radio de giro la distancia del centro o del eje a 
que debe colocarse la masa concentrada m para obtener un momento igual 
al de toda la masa superficial. Obsérvese (§ 56-3) que no es sino la me- 
dia cuadrática de todos los radios u ordenadas del recinto, según sea el 
momento polar o axial, 

Si, como supondremos en lo sucesivo la masa es uniforme, es decir, 
proporcional al área, se puede sustituir en las fórmulas, masa por área, 
tomando como unidad de masa la masa de la unidad de área. 

Las relaciones fundamentales a que satisfacen los momentos de iner- 
cia son éstas: 

El momento polar respecto de O es la suma de los momentos axiales 
respecto de los ejes x, y. 

En efecto, siendo 7° = x° + 4°, integrando resmlta: h = I, + L. 

El momento de inercia respecto de cualquier eje ex igual al momento 
respecto del eje paralelo trazado por el centro de yraredad más el pro- 
ducto de la masa (o del área) por el cuadrado de lu distancia entre am- 
bos ejes. (STEINER). 

En efecto, si adoptamos el baricentro como origen, y el eje dado es 
el x = d, tenemos: 

. (x — d)’ = x — 2dr + d 
e integrando sobre la superficie resultan tres integrales. 

De estas tres integrales la segunda es el momento estático respecto 
del eje y que pasa por el baricentro, y, por tanto, es nula, Queda, por 
consiguiente: 


[84-31] L = L, + Se. 


EJEMPLOS: 1. Momento de inercia del rectángulo de base b y altura 
a respecto de su base. 
Adoptada ésta como eje x tomando elementos rectangulares de base 
b y altura dy, resulta: 
a > 3 
L = $, by .dy = E = área por e 





Luego el radio de giro es q = a; V3. 


2. Ídem respecto de su base media o eje neutro. 
Adoptado éste como eje x resulta: 


a/2 3 3 
ab ; a 
L= oF by dy = == área por == , 
de donde resulta: q =a/(2 V3). 


3. Ídem respecto de una paralela a la base, a distancia d del centro. 
Según la propiedad segunda: 
I = a%b/12 + aba” 
Wu particular para d = ¿a resulta el ejemplo 19 


4. Momentos polar y axial de un anillo circular respecto de su cen- 
tro y su diámetro. Sean r y R los radios interno y externo; tomando co- 
ronas circulares como elementos de área, resulta: 


R 
L = 2n f dr = ba(Rt— r) , 
o = à (R'— r): (RP — r) = (RP +r). 
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Puesto que los momentos respecto de los diámetros perpendiculares 
son iguales por simetría, y su suma es I, resulta: 


L = in(R'—r"). 
Para el círculo, resulta, por ser r = 0: 
L=HR 5; 4q=R/V2 5; L=mR ; Q=3R. 


EJERCICIOS 


1. Volumen del sólido limitado por la superficie 2 = e*-" cosl + y), 
el plano xy y los cuatro planos verticales y = + x Ł bx. i 

2. Volumen del sólido limitado por el elipsoide (x1*/a*) +(y"/0%) + 
+ (z2"/c") = 1, los planos coordenados y el plano vertical (x/a) + (y/b) = 
= 

3. Volumen del sólido limitado por la superficie cerrada x™" + y>" + 
de zi = así, 

4. Dada la esfera de centro en el origen y radio a, con densidad 
igual a la altura z, calcular la masa del segmento esférico comprendido 
entre los planos 2=h y z=k. 

5. Área de la superficie cónica 2? =2xry entre los planos æ= 0, 
z=a y=0, y=b. 

6. Área de la superficie anterior entre los ejes Ox, Oy y el cilindro 
(2/0)? + (y/b)?=1. ; 

_ 7. Área del casquete del paraboloide elíptico z = x°/2a + y*/2b li- 
mitado por su intersección con el cilindro (x/a)? + (y/b)?= 1. 

8. Área de la superficie esférica, 

9. Baricentro del octante de elipsoide macizo en coordenadas carte- 
sianas; momento estático respecto del plano 2x + 3y + 6z=0 y del pla- 
no 2x + 3y + 6z =18. 

10. Baricentro del octante de superficie esférica hallado mediante 
coordenadas esféricas; momento estático respecto del plano 3% + 4y + 
+ 122=0 y del plano 3x + 4y + 122z = 24. 

11. Baricentro G de una superficie cónica circular recta. entre el 
vértice V y un plano normal al eje a distancia k de V, hallado mediante 
coordenadas cilíndricas. 

12. Dado el toro engendrado por la circunferencia de radio r, con 
radio de giro a, hallar por el teorema de GULDIN el área y el volumen 
de sus dos partes separadas por el cilindro x*+y*=0”. 


13. Volumen del toro de sección elíptica: 


E con a <li. 
a? 


_14, Calcular los momentos de inercia de un cilindro macizo circular de 
vadio R y altura a respecto de los ejes siguientes: a) Eje del cilindro; 
h) Eje perpendicular a la dirección del cilindro, trazado por el baricen- 
tro; ce) Diámetro de una base. 

15. Momento de inercia de la esfera de radio R respecto de un diá- 
metro. 

186. Momento del toro engendrado por la circunferencia de radio 7 
vuyo centro dista R del eje, respecto de éste. 

17. Momento de inercia de la superficie limitada por una elipse de 
municjes a y b respecto del cje mayor. 

IB. utre el radio de giro y respecto de un eje que pasa por el 
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baricentro, el radio de giro a respecto de un eje paralelo que dista d 
existe la relación: 0% = 0? + d? 


19. Constrúyase el radio de giro de los recintos anteriores para ejes 
paralelos a los considerados. 


20. Momento de inercia de un cono macizo circular recto de radio r en 
la base y altura h, respecto de un eje baricéntrico oblicuo; hallar el elip- 
soide central de inercia. . 


NOTAS AL CAPÍTULO XXI 


I. Área de una superficie alabeada. — 1. He aquí ligeramente modi- 
ficado el clásico ejemplo de H. A. SCHWARZ (Sur une définition erronée 
de l'aire d'une surface courbe; Gesammelte Math. Abhandl., 1, pp. 309-311; 
1880) aludido en § 84-4, que muestra que pueden resultar límites distintos 
con extremo superior $00, según como se hagan tender a cero las caras 
triangulares de una poliedral inscrita, cuya área ($ 48-1) se tome como 
aproximación de la de una superficie tan regular y elemental como la 
cilíndrica circular. 


Sea S la superficie cilíndrica 


[XXI-1] r = cosu.i + senu.j + v.k ; 
(u, v)eR: OSus2n , 0<v<1 ; 


la que cortada a lo largo de una generatriz y desarrollada sobre el 
plano uv, se adapta exactamente sobre el rectángulo paramétrico de defi- 
nición R, obteniéndose así el área elementa! 2x. Si dividimos los lados 
de R, paralelos a los ejes u y v respectivamente en m y n partes igua- 
les y trazamos por los puntos de subdivisión sendas paralelas a los ejes 
u y v, quedará subdividido R en mn subrectángulos congruentes, en cada 
uno de los cuales tracemos ambas diagonales para obtener en definitiva 
la subdivisión de R en 4 mn triángulos. Los puntos correspondientes, 
imágenes en S de los vértices de estos triángulos, determinan una polie- 
dral triangular inscrita en S, formando una especie de “almohadillado 
tipo Renacimiento”, poliedral cuyo perímetro o área elemental Amn se 
calcula fácilmente y es: 





[XXI-2] Amn = 2m. sen 7 + 


án an y*]? x 
+ [E + E m.sen =) [iensen 


En efecto, las bases verticales de 2mn triángulos inscritos tienen por 
longitud 1/n y sus alturas valen 2sen(1/2m), longitud de cada uno de 
los 2m lados del polígono regular inscrito en la circunferencia unidad, 
lus hases horizontales de los otros 2mmnm triángulos inscritos tienen por 
longitud 2sen(1/m), que es la de cada uno de los m lados del polígono 
regular iuscrito en la circunferencia unidad, y por altura la hipotenusa 
del triángulo rectángulo cuyos catetos valen 1/ (2n) y 1—cos(1/m)= 
z- 3 sen*(1/2m), este último, flecha del arco de circunferencia unidad de 
muplitud 21/m. Entonces, si escogemos n = m’, resulta Amn > + © para 
m —> -| %9, mientras que si n =m, resulta que Anm: > 2x para m > + %. 
Aún más, para cualquier número real k tal que 21<k=<-+ 0, puede 
hacerse que Amn k mediante una adecuada relación que ligue m y n 
en su crecimiento común. Esto ya nos dice que definiciones análogas a 
las de § 55-1, a, Def., y Cap. XV, nota I, a, Teor., no podrán subsistir 
para definir el Área, a menos de imponer a las poliedrales inscritas y 
n lns superficies cuya área buscamos restricciones más o menos artificia- 
len (Cup. XXIV, nota III). En cambio, si observamos que 
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x z 
[XXI-3] An Z 2m. sen dE m. sen m 2x para m—> +œ , 
el valor elemental 2x del área A(S) es un extremo inferior de los va- 
lores límites de Ann, lo que es ya una indicación de la posibilidad de ge- 
neralizar la definición de LEBESGUE dada en Cap. XV, nota II, teor., para 
el caso de las superficies (Cap. XXIV, nota IHL). Un examen más dete- 
nido del proceso de convergencia estudiado en este ejemplo, hace que la 
intuición llegue a captar que si se toma n muy grande respecto de m, la 
oliedral triangular inscrita puede llegar a adaptarse uniformemente a 
la superficie cilíndrica, pero formando una especie de “plisado” al aplas- 
tarse horizontalmente las caras superior e inferior de cada “almohadilla”. 


M. FRÉCHET (Sur laire des surfaces polyedrales; Ann. Soc, Polonaise 
de Math., 3, pp. 1-4; 1925) ha demostrado que puede llegarse al mismo 
resultado de SCHWARZ reemplazando la superficie cilíndrica de revolución 
por una poliedral, la que teniendo sus aristas como líneas singulares sin 
plano tangente, da el resultado paradógico de que su área elemental di- 
recta no quedará aproximada por la de las poliedrales triangulares ins- 
critas cuyas caras tiendan unifor- 
memente a cero. 


En efecto, basta adosar a una 
arista de la poliedral (que supon- 
dremos es el eje z del triedro tri- 
rrectángulo de referencia, inter- 
sección de las caras xz é yz de 
la poliedral) un “plisado” obte- 
tido de la siguiente manera: Si 
mediante el plano x + y = 1i/m 
“cparamos entre los z=0 yz=1 
un trocito de poliedral (fig. 292), 
y en dicho plano consideramos 
m?” horizontales intermedias entre 
x=0 y 2=1, al unir dichas ho- 
rizontales con m? +1 puntos in- 
termedios del eje z, se formará 
el “plisado” de 2m* triangulitos, 
cuya área total será mayor que 
“nm .(1/2m”) = m, tan grande co- Fig. 292 
mo SC quiera con m. 





2. Desde el punto de vista geométrico y para superficies suficiente- 
mente regulares (por ejemplo, con plano tangente variando con continui- 
lad), aparte de la definición directa vista en $ 84-4, también es intere- 
ntate la siguiente definición axiomática: Dada un trozo S de superficie 
r  r(u,v) definida en el dominio D del plano uv, con r., r, continuas en 
el, ne busca una función W (u,v) tal que el número 


A(S) = Je W (u, v) du dv 


quede determinado por las condiciones: 1%) La función W (u,v) depende 
nolumente de u, vV, TF, ru, rs; 22) El número A(S) queda invariante res- 
pocto de los movimientos (§ 61-7, c); 3%) El número A(S) queda in- 
vertante respecto de un cambio T de parámetros p = p (u, v), v =v(u,v) 
de jacobiano no nulo ($ 67-7) y que conserve la orientación (§ 54-1, d; 
Ri 4; cfv, $ 88-5, a); 4%) Para el cuadrado unidad Q resulta A(Q)= 1. 

ln uúmero como el A(S) que depende de una función W se llama 
mic foncional, La función W que cumpla la condición 1%) es la más sen- 
villa que pueda dar lugar a una funcional que cumpla las condiciones 2%), 
"O y 44), Venmos primero que la función [72-57] satisface los reque- 
timientos dichos. EI cumplimiento de las condiciones 1%), 22) y 4%) es 
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inmediato. Para la 3%) basta aplicar $ 67-7, teniendo en cuenta que 
Juga — Y = (Yaya — ya) T* si T = 0(n,»)/0(u,v) es el jacobiano 
de la transformación T y las y son los coeficientes de Gauss [72-45] res- 
pecto de los nuevos parámetros u, Y. En efecto, es 


[XXT-4] | dr |? = Zg: du dv = 
du du . dv dv 
= 29 o du + o dr Wa du + E dv) = 2*yududr , 


donde los gix se comportan como los coeficientes de una forma cuadrática 
en una transformación lineal de coordenadas, es decir, si consideramos las 
matrices 


du du] f Yu Ye ; ( Ya Ya ) 
U = ; y = > G = D= 
la dr J i Jm Y ? ya Ye , 


el último miembro de [XXI-4] puede representarse ($ 61-4, d) por VIV 
y siendo ($ 61-3) V=TU con 


T=]t el ; 
Va Vo 


resulta el segundo miembro de [XXI-4] representado ($ 61-4, a) por 
U'TTTU —U'GU de donde T'TT=— G, con módulos ($ 15-7) cumpliendo 
G =TT* como queríamos demostrar. 

Pero además dicha función es única, pues toda otra función W que 
origine el cumplimiento de las cuatro condiciones dichas es tal que hace 
W/Vogiga—gé=1. 

Desde luego, por 2%) y 3%) en cada punto determinado, el primer 
miembro anterior es invariante respecto de los movimientos y cambios de 
parámetros. Si en particular, consideramos 4u=H+0, v=Y"-+P, con 
au, B constantes, las r, ra, r, permanecen invariantes y como para u, v 
fijos pueden elegirse adecuadas a, f para obtener cualquier p, », la fun- 
ción W(u, v.r,r.,r.) debe ser independiente de u y v. Pero además una 
traslación hace variar r, pero no r,, r,, por lo que W es también inde- 
endiente de r. Mediante movimientos y cambios de parámetros de jaco- 
iano no nulo, el par de vectores r., re linealmente independientes puede 
transformarse en otro par cualquiera de vectores linealmente independien- 
tes (§ 60-2, b) por lo que W (ra, r.)/|r«u Xx r.] se conservará constante, 
siendo esta constante la unidad por la condición 4%), 


IT. Bibliografía. — 1. Los tratados generales de Análisis matemático, 
sobro todo los modernos, incluyen el tratamiento de la integral de RIE- 
MANN-STIELTJES. Un estudio muy completo incluye el tratado de E. W. 
Hassan (citado en Cap. IX, nota VIII, 3). También se incluye en las 
obras especializadas sobre integración (cfr. Cap. XXIV, nota IV), parti- 
enlarmente en la clásica y fundamental de H. LEBESGUE (citada en Cap. 
X11l, nota V, 3), Por su importancia en la matemática aplicada y en 
murchas teorías matemáticas especiales, dedican sendos capítulos a la in- 
tegral de STIELTJES muchas obras monográficas. Pueden citarse como 
rigurosos y asequibles los incluídos en la obra de PERRON (citada en Cap. 
V, vota IV, 4), y en: 

S BucHNER: Vorlesungen úber Fouriersche Integrale (Cap. IV; Aka- 
deniseho Verlagsges., Leipzig, 1932); traducción inglesa (ampliada con 
una memoria del autor): Lectures on FOURIER integrals. With an author's 
enpplement an manotone functions, STIELTJES integrals, and harmonic 
onolysis (Princeton Univ. Press, 1959); 

D. V. WIDDER: The LAPLACE Transform (Cap. I; Princeton Univ. 
Press, 1941). 

Unn extensa bibliografía sobre el tema se encuentra en 

'T. IE ITILDEBRANDT: STIELTJES integrals of the RIEMANN type (Ame 
riean Muthematical Monthly, 45, pp. 265-277). 
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Contiene una discusión detallada de la integral de STIELTJES n-di- 
mensional la obra de exposición poco usual, aunque original, que inclu- 
yendo el estudio del espacio de HILBERT y de la integral de LEBESGUE- 
STIELTJES desarrolla las teorías modernas de carácter superior en vista 
de sus aplicaciones físicas 

M. PICONB y T. VIOLA: Lezioni sulla teoria moderna dell'integrazione 
(Edizioni Scientifiche Einaudi, Turín, 1952). 

De menos alcance teórico, pero también extensa es 

N. GUNTHER: Sur les integrales de STIELTJES et leurs applications 
aux problèmes de la Physique mathématique (Chelsea, Nueva York, 1949). 


2. De las obras especializadas sobre series citadas en Cap. V, nota 
IV, 1, la de KNOPP no trata las series dobles, pero en cambio sí lo hace 
en forma notable la de BROMWICH. 


3. Incluyen el estudio de las integrales múltiples los tratados de 
Análisis matemático citados en Cap. XVIII, nota 1V, 1 y 2, como ya di- 
jimos en Cap. XIII, nota V, 1 y 2 del volumen I, en cuya segunda edi- 
ción y siguientes se citan también el estudio excesivamente monográfico de 

R. L. GOMES: Integral de RIEMANN (Junta de Investigação Matem., 
Porto, 1949) 

y la didáctica obra conteniendo un tratamiento completo de la integral 
qe AN y su generalización a la de LEBESGUE en el espacio euclí- 
eo de 

e W. RoGosiNsKI: Volume and integral (Oliver y Boyd, Edinburgo, 


CAPÍTULO XXII 


INTEGRALES PARAMÉTRICAS 


$ 85. INTEGRACIÓN Y DERIVACIÓN DE SERIES FUNCIONALES 


1. Integración de series. — En el estudio de las condiciones 
que legitiman un doble paso al límite, reiterado, de diverso 
tipo (tal el puramente funcional en $ 65, el de las sucesiones 
y series dobles en $ 81, el de la integración reiterada en $ 82), 
vamos a examinar ahora el que corresponde a combinar la in- 
tegración con la sumación de series o convergencia de sucesio- 
nes funcionales. Veamos condiciones suficientes que aseguren 
la conmutabilidad de los signos f*=*X*f (integral de la 
serie = serie de las integrales), equivalente a la conmutabili- 
dad lim f = f lim. 

Para las integrales (R) (§ 49), las condiciones suficientes 
de aplicabilidad práctica que pueden darse son bastante res- 
tringidas y ésta es una de las razones que aconsejan la am- 
pliación del concepto de integral, según haremos en los $$ 94 
y 95. 

En el $ 43-3 vimos que la convergencia uniforme de las 
series funcionales, no tan sólo acota el resto de la serie, inde- 
pendientemente de x (definición), sino que conserva en la su- 
mia de la serie la continuidad de sus términos; vamos a ver 
nhora que también conserva la integrabilidad. 


TEOR. 1. INTEGRACIÓN TÉRMINO A TÉRMINO. — Si una serie 


on 
funcional 2 u,(x) de funciones integrables (R) converge uni- 
n=1 
formemente a su suma S(x) en [a,b], entonces S(x) es in- 
leyrable (R), la serie de las integrales de los términos es con- 
rergente y se cumple 


[KD 1] f” S(s)dz = z $00 de. 


Si designamos por S,(x) la suma parcial de los n primeros 
terminos de la serie funcional, por la aditividad finita funcio- 
tul de la integral (R) (§ 48-5, b), se tiene que la integrabi- 
lidad de los términos de la sucesión u„(z) implica la de los 
terminos de la sucesión S,(1) y recíprocamente, pues u, (1)= 

du(r)--S, ¡(2), y en ambos casos cs 
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n b b 
- Al )d = Sa ( d . 
[85-2] èl u, (x)dx IE x)dx 


Así pues, el teorema 1 es equivalente a: 


TEOR. 2. PASO AL LÍMITE BAJO EL SIGNO INTEGRAL. — S1 una 
sucesión S,(x) de funciones integrables (R) converge unifor- 
memente a su límite S(x) en [a,b], entonces S(x) es integra- 
ble (R), la sucesión de integrales es convergente y se cumple 


85-3 lim |° S,(x)de = ? S(z)dz. 
[85-3] lim $? s.(z) $” s(=) 

Si designamos por R, (x)=S(x)—S, (1) el resto de la se- 
rie, su supuesta convergencia uniforme significa ($ 45-38) que 
para todo e > 0, existe un número natural N (£e) independiente 
de xe[a, b] tal que 


[85-4] | Ra (£) | < £/ (b — a) 


si n > N, cualquiera que sea x en [a,b]. 

Si 0,, 0,7, 0,” son las respectivas oscilaciones de las fun- 
ciones S(x), S,(x), R,(x) en cada uno de los intervalos 
($ 49-1) de una partición x de [a,b], será w, < w” + 0,”, y 
como la condición de integrabilidad (R) de S„(x) se expresa 
por È w ð, < e, de éstas dos y la [85-4], deducimos que para 


cualquier £ > 0, existe una partición x de [a,b] respecto de la 
la cual se cumple 
2e 
b—a 
lo que asegura ($ 49-1) la integrabilidad (R) de S(x). 
Por otra parte, [48-29], [85-4] y el teorema del valor me- 
dio ($ 48-6) prueban que para n > N'es 


UN S(a)dr— |’ S, (2) de = 
= f R, (1) de | < T | Ra (x)| dz <e, 


que asegura la existencia y valor del límite expresado en [85-3] 
para N> 00. 





20,0, < 208, +20 08, < £ + 20, = 3e , 


NOTA 1. La convergencia uni- 
forme es suficiente, pero no ne- 
cesaria para la (R) integrabilidad 
¡érmino a término de una serle 
funcional. 


EJEMPLOS: 1. S,(x)= x” en 
[0; 1] no converge uniformemente, 
pues la función límite S(x)=0 
si0<x<1, S(1) =1, es discon- 
Fiz. 203 tinua ($ 43-3, b). Sin embargo 
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1 —— 
n+1 ` 





1 
lim f x” dæ = lim 


1 
0 = f, S (2) de 
para n > œ. 


2. Sr(1)=nx%/(14 9%) >0 para n>00,.no uniformemente en 
[0; 1], pues S,(1/n) = 3 (fig. 293). Sin embargo, es 


nx de , 1 1 1 
f Plot ER 1 E laa = 
0 < lim IA < Mm T +5 ll] 


=0= de S(x) dx. 


3. En cambio, para S,(x)= nx e-n2* que tiende a O para n— œ, 
no uniformemente en [0;1] pues S,(1/V2n) = Vn/(2e) (fig. 294), es 


1 1 

lim na ena? de = lim ¿(1—e)=3iX%0= f S (2) du. 
n>o0 0 n—>00 0 

Obsérvese que aquí S,(x) no se conserva acotado respecto de n (cfr. 

§ 95-4). 


NoTA 2. El paso al límite bajo el signo integral se hace más senci- 
llamente en la integral de LEBESGUE (§ 95) que en la de RIEMANN, pues 
aunque el integrando se conserve acotado, puede ocurrir que la función 
límite S(x) no sea integrable (R). Así, 
si en la sucesión (§ 2-11) de puntos 


racionales £i, L2) ..., Ln, ».- de [0;1] 
definimos S„ (x)= 1 en los n primeros 
Xi, Xa... En Y Snilx)=0 en los otros 


puntos de [0;1], la sucesión funcional 
S,(x) tiende (no uniformemente, ¿por 
qué?) a la función de DIRICHLET S(x) 
($ 23-3, ejemplo 4). Existe cada inte- 


gral . 
1 
f S, (x)dz=0 , 


uiendo O el límite de la sucesión de in- 
tegrales, sin que exista 


f S(x)dx , 


integral del límite (§ 49-2, ejemplo). 





2. Derivación de series. — Aunque una serie (o una suce- 
ción) uniformemente convergente tenga derivables todos sus 
lrminos, no podrá afirmarse, en general, la existencia e igual- 
dad de la derivada de la serie y la serie de las derivadas. 


INJEMPLOS: 1. Las sumas parciales S,(x)=(1/n)sen nx tienden uni- 
Jormemente a Sí(x)=0 en [O; 1], cuya derivada es S'(x)=0, no coin- 
esdento con limS, (x)=limcos nx para n—>%W, pues éste vale 140 
pura «==0 y no existe para xe(0; 1]. 


Y. WEIERSTRASS demostró (Cap. IX, nota VIT) que la función 


YN 
Síxa)= Y ar”coslabra) , 
” 0 
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con 0<a< 1, b = entero impar tal que ab > 3x +1, no tiene derivada 
finita ni infinita en ningún punto. Sin embargo, es uniformemente 
convergente (§ 43-3, c), pues >a” es convergente ($ 22-1, b) y cada tér- 
mino es derivable, aunque la serie de las derivadas sea convergente en 
unos puntos (por ejemplo x= 0) y no en otros (por ejemplo % = å). 


Consecuencia inmediata del teorema 1 de $ 85-1 es el si- 
guiente: 


TEOR. Si: 1%) en el intervalo [a,b] las funciones un (x) 
00 

tienen derivadas R-integrables u, (x); 2%) la serie Y un (x) 
n=l 

converge uniformemente en [a, b] a la función continua V (x); 


00 
39) en un punto c e[a, b] converge EÈ u,(c)=S(c) ; entonces, 


m=1 
00 
en todo el intervalo [a,b] la serie > u,(x) converge unifor- 


n=l 
memente a una función S(x), para la que existe derivada 
S' (1) = V (2). 
En efecto, por el teorema citado, la serie de las derivadas 
es R-integrable, cumpliendo 


[85-5] J | E 02) | dg -È i Ux’ (x)dg = 


c 


00 
= 2 [un(2)— un (c) ] 
y al ser convergente Èu, (c), también lo es Zu, (x)= S(x), 


uniformemente porque 
00 
-|f 5 un (a) | de 


UN 
n=m 


2, Un (2) a Y Un (C) 


n m n=m 





< e(b—a) , 








on 
si | © u (x)| <e desde un m en adelante, independiente de x 


m 


en [a,b]. Entonces, por haber supuesto continua V(x) (ver 
nota 2), podemos derivar ($ 50-1, a) el primer miembro de 
[85-5] y resulta V (x)= S(x). 


NoTAs: 1. Obsérvese que para la derivabilidad término a término, la 
hipótesis de convergencia uniforme se refiere a la serie derivada (ver 
cjemplos 1 y 2). 


2. La aplicación del teorema 1 de $ 85-1 exige la R-integrabilidad 
de us’ (x) (cfr. $ 50-2, nota 4) y la continuidad de V(x*). Sin embargo, 
on el enunciado del teorema anterior se puede prescindir de ambas con- 
diciones y así subsiste con las mismas palabras, sustituyendo sólo “deri- 
vadns R-integrables” por “derivadas finitas” y “función continua V(x)” 
por “función V(x)”, aunque la demostración so pueda entonces apoyarse 
on ol teorema 1 de $ 85-1. Es la siguiente: 

Para e >O arbitrario, existirá m, independiente de v en [a,b] tal 
que purn mo + mu y todo p sca: 
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m+ p 
Y  u'(x)| < e/(b—a). 
n= m 
De aquí deducimos, por el teorema de LAGRANGE (§ 35-1) aplicado a la 
m+ p 
función Z u(x): 
n =m 
m +p m+p m+ p 
S wl(z)— Y»  u(c)|= |r—cel.| > e Le, 
n=m n=m n=m 
por lo que la serie 
00 
D u(x) 
nz=ı 


converge uniformemente a una suma S(x). 
Para xe[a,b] y todo h 40 tal que x + he[a,b] es 
m>+p 


1 Ue 
> +] wet] = 


n= wm 





1 m>+op m +p 
k Y utr+h)— Y un(a) } = 
n—=m n=m 
m+p 
2 O] Ze, 

n =m 

pera 0<06<1 y todo p y m > Mo independientes de h y 6. Por tanto, 
A serie 





00 


2 


n=1 


tiende al cociente incremental [S(x + h)— S(x)]/h, uniformemente res- 
pecto de k 40, por lo que para h — 0 existirá 


ul(x+4)—un(x) 
h- 


00 


S'(x) = lim nel a lm 5 Vhs t+h)— ule) _ 
h—>0 h h0 p1 h 
ES 00 
ape [tim At ate | = Y w()=V(), 
n=l ÓN n=1 


como queríamos demostrar. 
Obsérvese que como 1/h—> œ para h —>0, de la convergencia uni- 
forme de 
œ 


E w(z)= S(2) , 


n=1 


no se puede deducir sin más ($ 43-3 nota 2) la del cociente incremental 
[S(x + h)— S(%)1/h. 
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EJERCICIOS 


1. Dadas las sucesiones funcionales S,(x) siguientes: 
a) nxte-na* 
b) nxe-nz? 


£ 

ce) —— , 
14 nx 

d) ln(1 EL ; 


estudiar en el entorno de x=0 su convergencia uniforme y la de sus 
derivadas S,'(x), viendo si las S,(x) son derivables término a término. 
Estudiar también la integrabilidad término a término de dichas sucesiones 
S,(%) y la de sus derivadas S,’ (x) en el intervalo [0; 1]. 


2. Estudiar en [0; 1] la convergencia uniforme y la derivación tér- 
mino a término de 
00 
S(x) = 2 [(xk/k) — (9k+)/(k + 1)]. 
Convergencia uniforme de la serie derivada, 


3. Demostrar que si en un conjunto X es f(x) = Zu, (x) convergente 
uniformemente y g(x) se conserva acotada, entonces 


£(x).g(x) = Zg(x)u (x) 
converge uniformemente (cfr. $ 43-3, nota 2). 
4, Mostrar por qué en § 85-2, Teor., la convergencia uniforme en 


[a,b] de Zu,’ (x) con u’ (x) continuas, no implica que u (.) converja 
en algún punto de [a,b]. Aplíquese al ejemplo u,(x)= cos(x,n). 


5. Compárense los valores de 
T 00 00 x 
J | 5 w(t) di y D Í us (t)dt 
0 1 1 0 


21*t a 2(k + 1)% 
(1 + k**)In(k +1) [1 + (k + D)*4Jin(k +2) ? 
explicando el resultado. 


para 


üs = 


6. Probar que si S,(x) es derivable en [a,b], tal que |S,’ (x)| < K 
(con K constante independiente de n y x) y la sucesión S,(x) converge 
en todo punto de [a,b], entonces esta convergencia es uniforme. 


7. Probar que si la serie Eu, (x) tiene las sumas parciales acotadas 
ISa(x)| < K (con K constante independiente de n y x) y para todo 
®>~0 cs Xu, (x) integrable térinino a término en [a, ce— ô] y [e +ô, b], 
entonces también lo es en [a, b]. 


8. Bajo las hipótesis del ejercicio 7, probar que si g(x) no acotada 
vo fa. b] tiene en ceste intervalo, integral absolutamente convergente 
(8 80-8), entonces Xu.(x)g(x) es integrable término a término en [a,b] 
(cfr. $ 43-3, nota 2 y ejercicio 3). 
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$ 86. INTEGRALES PARAMÉTRICAS PROPIAS E IMPROPIAS 


1. Definiciones. Equicontinuidad. — a) En $ 80 hemos es- 
tudiado las integrales en intervalo infinito o con puntos sin- 
gulares (en cuyo entorno no está acotado el integrando), pa- 
ralelamente en lo posible a las series funcionales, y respecto de 
éstas, hemos visto en $ 43 y $ 85 condiciones suficientes suple- 
mentarias que permiten conservar las propiedades de límites 
funcionales, continuidad, derivación e integración de una suma 
de un número finito de funciones. En términos precisos: desig- 
nando por *, la suma de un número finito de sumandos y 


por f “la R-integral en intervalo finito (a, x), se verifican es- 


tas permutaciones entre los símbolos E, lim, f y D: 
I) lim; È, = „lim, ; 


ief asan le 
IID D5, = 5, Ds , 


mientras que, al pasar de la suma finita *, a la serie o inte- 
gral, no subsisten en general, y así como lo hemos hecho para 
las series ($$ 43 y 85), hemos de ver ahora condiciones sufi- 
cientes suplementarias que permitan conservar dichas propie- 
dades, si se consideran integrales (R) paramétricas propias (de 
intervalo finito e integrando acotado) o ¿impropias (de inter- 
valo infinito o con puntos singulares). 


DEF. 1. Integral funcional, o integral paramétrica, es 
toda integral en intervalo finito o infinito de una función 
(2, Yi, Ya, ---, Ym) que además de la variable de integración zx, 
depende de uno o varios parámetros y,. 

Para cada valor o grupo de valores de estos parámetros, 
resulta una función distinta de la variable x, y su integral de- 
finida en a < z < b, cuando existe, es un número que depende 
de los valores dados a Y, Y2, ..., Ym, Ó sea: la integral para- 
métrica define una función de los parámetros, que son sus va- 
riables independientes. i 

Consideremos integrales de un solo parámetro, caso al que 
no reduce el de varios, y veamos el caso más sencillo, en que 
tles integrales ordinarias en intervalo finito tienen las mis- 
mns propiedades I, II, III, de las sumas. 


bD) Demos nociones análogas a la de convergencia uniforme de las 
sorien ($ 43-3) que nos ha servido ($ 85) para trasladar a éstas las 
propiedades II, III. 


Dr. 2. Se dice que f(x,y) es equicontinua en Yo para x en [a,b] 
lu que es centinna en pp uniformemente respecto de x en [a, b], si para 
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todo e > 0, corresponde 3 > 0, independiente de x en [a,b] tal que 'sea 
f(x, y)— f (zx, Yo) | < £, cuando | y — y| < ò. 

Geométricamente esto significa que la curva f(x,y), donde x es la 
variable independiente e y el parámetro, podrá a la vez, en todo [a, b] 
aproximarse tanto como se quiera a la curva f(x, yo). 


NoTA. En $ 65-3, nota 2, dimos ya este concepto, como caso parti- 
cular de paso al límite respecto de un parámetro, uniformemente en æ% 
(5 65-2, nota 2). Vimos también allí el teorema de HEINE, según el cual 
si f(x,y) es continua en ambas variables superficialmente, también es 
equicontinua en una de ellas respecto de la otra, pero en cambio no basta 
que sea continua en y para cada xe[a, b], para poder decir que es equi- 
continua en y respecto de x en [a,b]. 


EJEMPLOS: 1. La función f(x, y) = y/ (y? + x°) si 0, con f(0, y)= 

= 0, es continua en y para cada x, pero no es equicontinua en y» = 0 res- 

pecto de cualquier conjunto de x que tenga 

f x=0 como punto de acumulación, En cam- 

bio, es equicontinua para cualquier otro valor 

de y. Æ 0, aun cuando f(x, y) no sea continua 
en x=0 y cualquier y 40 fijo (fig. 295). 


2. Para cada x fijo, la función y” es con- 
tinua ($ 27-4) en y=1; pero dado e >0, 
no es posible encontrar un $=Ay>0 tal 
que |1—(1+8)*|<e válido para todo 
«>1 (8 27-1), es decir y? no es equicon- 
tinua en y=1 para 1<x< +0, En cam- 
bio, lo es para 0<x<l1, y además, en 
y=1 (a la izquierda de 1) es y” equicon- 
tinua en 0<x< +0, En y =0", es y” equi- 
continua para 1<x<-+0% y no lo es para 0<x<l. 





Fig. 295 


Der. 3. Se dice que f(x,y) es derivable en y = yo uniformemente 
reapecto de a en [a,b], si el cociente incremental A,Í(x, Yo) /AYo con x 
constante, converge a su límite f,(x,ys) uniformemente respecto de x en 
a,b] (8 65-2, nota 2), es decir, si Ayf(%, Yo) /AYo =f,(%, Yo) + € con 
ls | < eo para | Ayo| < Ó independiente de x en [a,b]. 


EJEMPLO 3. Sea f(x,y)=(y*/x)seníx/y) si xy? >0, con f(0,y)= 
--f(x,0)=0. Para y=0, Ayy=k>7%0 es Af/k —(k/x)sen(x/k) > 0, si 
x / 0, siendo Af/k=0 si =0. Por tanto, existe f,(x,0)=0 para todo 
w+*[0,1], pero no uniformemente respecto de x en [0,1], pues para todo 
k por pequeño que sea, se puede hacer Af/k tan próximo a 1 como se 
quiera, tomando x #0 suficientemente pequeño ($ 28-2). 


2. Continuidad, integración y derivación de integrales pro- 
plas paramétricas. — a) TEOR. 1. Si f(x,y) es continua res- 
pecto del par (x,y) en el rectángulo a<x=<b, c<y< d, 
la función 


q (y) = E f(x, y) dx 


cs continua en todo punto y de (c,d). (DINI, 1878). Pues 
siendo 


ap) = f* Eyt k— tle yldse, 


“a 
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por el teorema de HEINE ($ 65-3, nota 2) sobre funciones con- 
tinuas de dos variables, el incremento entre corchetes es, en 
valor absoluto, menor que £ para |k |< ò independiente de x 
en [a,b], y por tanto 


| ap (y)| < e(b— a). 
COROLARIO. Para cada yo en [c,d] es 
[86-1] lim f f(x, y)dx = f? f(z, Yo) d£ , 
YY, Y Y g 
quedando así probada la permutabilidad [86-1] de límite e in- 
tegral, es decir, la continuidad de la integral en el punto yo. 
NoTAs: 1. El teorema subsiste para extremos variables : 


TEOR. 1%, Si a(y), b(y) son continuas en [c,d] y f(x,y) es conti- 
nua en un dominio D que contenga en su interior el R—=¿a(y) < x < b(y), 
c Sy <d}, es 


b(y) 
p(y) = i de f(x, y)dx continua en (c,d). 
aly 


Sean yoæ(c, d) é yı =y + k elc, d]; llamando a(y:)= @ı, b(y:)= b 
(i = 0; 1) se tiene: 


bo 
(yı) — p(y) = m Í(x, y.) de — 1 f(x, yo) de = 


ao ”b, 
= feto) — t(a9010x + f7 tunas + $ "tadas, 
Qo v a, » 


0 


pudiendo las tres últimas integrales re- 
ferirse a intervalos no contenidos en el 
dominio R (fig. 296), aun cuando para 
le suficientemente pequeño estarán den- 
tro del interior de D que lo comprende. 
Intonces, estas tres integrales tienden 
u 0 con k> 0; la primera por lo visto 
en el teorema 1, las otras dos por ser 
| f(x,y)| acotada en D, y | ai — a |> 0, 
| bı— b| —> 0 para k—>0Q0 por la conti- 
nuidad de a(y) y b(y). (Cfr. nota 7). 
2. Con la noción de equicontinuidad 
($ 86-1, def. 2), el teorema 1 puede ge- 
neralizarse en la siguiente forma: 


TEOR. 1°. Sea 


"b(y) y 
p(y) = f f(x, y)dx Fig. 296 
a 





donde suponemos a constante, b(y) variable con y, f(x, y) integrable 
(R) respecto de x en [a,b(y)] para los valores de y de un entorno 
ile Yo. Para que (y) sea continua en yo es suficiente que simultánea- 
mente: 
1%) Sea f(x,y) equicontinua en y» para x en [a,b] con bo = b(yo); 
29) Exista K tal que |f(x,y)| < K para todo xe[bo,b(y)] é y en 
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un entorno de yo, siendo en éste f(x,y) integrable (R) respecto de œ 
en un intervalo que contenga en su interior [a, bo]; 

39) Sea b(y) continua en yo. 

La marcha de la demostración consiste en ver que Ap = AQ + Asọ 
(fig. 297) tiene el primer 
sumando ^A: de base deter- 
minada y altura tan peque- 
ña como se quiera, y el se- 
gundo sumando A-Q existen- 
te y dẹ altura acotada y 
base tan pequeña como se 
quiera. Pues dado £ > 0 ar- 
bitrario, existe ô(e), inde- 
pendiente de x en [a, bol, 
tal que sea simultáneamen- 
te |f(x, y) —f(x, ya) | < 
< de/(bo— a) para xe[a, bol, 
|b(y) — b(yo) | < e/(2K). 
Entonces, existen las inte- 
Fig. 297 grales siguientes y es: 


bo bo 
T f(x, y)dæ — i Í (x, yo) dx 
a a 


S [Ir — (0,001 dx + Klb()— bo] < e 





| Ap (y)| < 








b(y) 
+f, eais 


para | Ayo| < 5, como queríamos demostrar. (Cfr. nota 7). 


. La conclusión puede expresarse también en la forma del paso al lí- 
mite bajo el signo integral: 


l b (y) "Dd, 
lim f feag = Í £ (a, y) de. 
Y Y a a 


EJEMPLO 1. Para la función de § 86-1, ejemplo 1, es 
1 
p(y) = f f (x, y) de 


discontinua en y=0, pues siendo qp(y)= Arctg(1/y) si y 40, resulta 
p(0')= Ax, p(0)=0, p(0)=—¿rx. 


'TEOR. 2. Si f(x, y) es continua respecto del par (x,y) en 
el rectángulo a <x<b, c<y< d, se puede integrar 


g) = f* td 
bajo el signo integral, es decir 
[86-2] f" dy D f(x, y)dx = f dx Je f (x, y)dy. 


bu efecto, siendo f(x,y) continua, existe su integral doble y 
por tanto las dos integrales reiteradas, que son iguales (§ 82-5). 


Queda así generalizada la permutación (II) J f = 
Cc a 


(7 f, para i i 
: para integrales propias. 
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NoTA 3. Este teorema admite una amplia generalización, pues aun: 
que f(x,y) no sea continua y no exista la integral doble, LICHTENSTEIN 
ha llegado a demostrar que basta la existencia de 


de f(x, y) de 


d 
f (x,y)dy 


c 
para todo xe[a,b], para que existan ambas integrales reiteradas y sean 
iguales. 
Teorema (FUBINI) más sencillo y completo se consigue en la teoría 
de la integral de LEBESGUE (cfr. $ 95-6). 


para todo ye[c,d] y la de 


EJEMPLO 2. 


1 
f sen Z 4, = f fT co sof as f? cos pa = 
Vt y y Y 


27 
= le (sen 2a — sen a) E e de 


T x 





TEOR. 3. Si 
(y) = T f(x, y)dx 


existe en c <y <d, y el integrando admite derivada f(x, y) 
continua respecto del par (x,y) en el rectángulo a < x < b, 
c<y<d, entonces la función p(y) admite derivada para 
todo ye(c,d), obtenible derivando respecto de y bajo el signo 
integral (regla de LEIBNIZ) : 


d 
[86-3] y (y) = ah f(x, y)dz = f f(x, yidz. 


En efecto, por el teorema de LAGRANGE ($ 35-1) es 


^p (y) á yS [f (x, y + k)—f(x, y)]de = le fy (z, y) du 


donde y es un punto intermedio entre y é y + k, que aunque 
pueda depender de x, tiende hacia y para k— 0, y por la su- 
puesta continuidad de f,(x, y), se podrá aplicar el mismo ra- 
zonamiento empleado en [86-1] a la última integral para obte- 
ner [86-3]. 


Queda así generalizada la permutación (III): 


D, f* an D, 


para integrales propias. 


NoTAs: 4. El teorema anterior se generaliza, si en lugar de la con- 
tinnidad de f,(x, y), suponemos sólo que existe derivada parcial f,(x yo) 
nuformemente respecto de x en [a,b] (8 86-1, def. 3), tal que f,(x, yo) 


456 XXII. INTEGRALES PARAMÉTRICAS $ 86 -2 
sea integrable en [a,b], cumpliéndose también entonces la [86-3] para 


Y = Yo. 
En efecto, para Ayo =k menor en valor absoluto que ô, será 


apa a qe f, (æ, y) de e | az tæn | de 


b 
f edx| < se(b—a) , 
i 


tan pequeño como se quiera con eo> Q. 

















5. Continuidad, integración y derivación de integrales múltiples. — 
La integral múltiple de una función, que contiene uno o varios parámetros, 
define una función de estos parámetros: 


P (Yi, Ym) = Se Ll. cta Y Ya di o ALn. 


Con ligero cambio de notaciones quedan generalizados los teoremas 
1, 2, 3, en esta forma: 


TEOR. 1. Sif(%,..., Ln, Ya -..,Ym) es continua respecto del grupo 
de m+n variables para 

Ar Lr Lbr , KY Ilh (r=1,2,....n; 83=1,2,... m) , 
la integral n-ple sobre un dominio X contenido en el ortoedro ar < x%, < dr 
define una función p(Yr, ...,Ym) continua en el ortoedro c. S Y. S d. 

En particular, es función continua respecto de cada una de las m 
variables Yy, ..., Ym- 


TEOR. 2'. Con las mismas hipótesis, se puede integrar bajo el signo 
respecto de una o varias de las variables ys, ..., Ym en todo dominio Y 
contenido en el ortoedro c, S Y, S d.. 


TEOR. 3’. Si f(%,..., Un, Ya» «+», Ym) admite derivada respecto de yr 
y teta derivada f, (%i,.... Un Ya --.»Ym) es función continua del punto 
(Li, ..., Ln, Ya -.-,Ym), 8u integral en un dominio X contenido en el or- 
toedro a, < x,< b, es la derivada parcial Py, * 


Brevemente: es legítimo derivar bajo el signo de integral múltiple, 
cuando el integrando que así resulta es función continua del grupo de 
variables y parámetros. 


b) Regla general de derivación bajo el signo integral. — Se 
refiere al caso en que a y b son también función del paráme- 
Lro y. Se tiene: 


'TrEoR. 3". Si a(y) y b(y) están definidas en un entorno 
de yy, existiendo las derivadas a’ (Yo), b' (Yo), la función f(x, y) 
ena(y)x< b(y) tiene derivada f,(x, y), siendo f y f, con- 
tinuas respecto del par (x,y) en un recinto que comprenda en 
su interior la región R dada por cada y del entorno de yo y x 
comprendida entre los valores homólogos a (y) y b(y), enton- 
ces la función 


"b(y) 


Pa) = f  "f(2,y)de 


niy) 


tiene la derivada 


§ 86 -2 INTEGRALES PARAMÉTRICAS PROPIAS E IMPROPIAS 457 


[86-4] (y) = [À fula ydde + Elbo, Yo) (V) — 


— f(a0, Yo) a (Yo) > 
con bo = b(Yo), do = a(yo). 


Pues es 
[86-5] Ap = q(Yo + Kk) — (Y) = 
ot 0 0 
> lora, tv + kde — f_* £(a, 90) de = 


b,+ 4d, 


= f IE (e, 0 +) (2,90) 102 + [0 £(z, Yo + he) da — 


— [Pe y + h)da : 


pudiendo estas integrales del último miembro referirse a inter- 
valos que caigan fuera de la región R (fig. 296), aun cuando 
para k suficientemente pequeño estarán dentro del recinto que 
la comprende. Si se aplica al integrando de la primera inte- 
gral del teorema de LAGRANGE ($ 35-1) y a las dos últimas 
integrales el primer teorema del valor medio ($ 48-6), de 
[86-5] se deduce 


i 
Ap = k fo £,(2,m)de + Abaf (bo + 0: Abo, Yo + k) — 


E Alo f (do + 82 Ao, Yo + k) , 
con ne(Yo Yo FX) y 0<80,<1, (i=1;2). 
Dividiendo la anterior por k—= 0, basta aplicar [86-1] a la 
primera integral, y la supuesta existencia de b'(yo) y a' (yo), 


así como la continuidad de f(x, y) a los dos últimos sumandos, 
para ver que existe qy"(yo) y vale [86-4]. 


0 


NoTAS: 6. Por la supuesta continuidad de f(x, y) respecto de x, si 
a y b son variables independientes, es (§ 50-1): q» =Í(b,y), p.= 
= —f(a,y). De ahí y el teorema 3, se recuerda fácilmente [86-4] por 
la regla de derivación de funciones compuestas ($ 67-1), pues el primer 
término del segundo miembro de [86-4] procede de derivar parcialmente 
bajo el signo integral respecto de y, suponiendo constantes a y b; y los 
otros dos se forman con las derivadas parciales respecto de éstos. 


7. Para la validez de [86-4], basta suponer sólo la continuidad de f 
y fp en la región R, si se supone que en un entorno de yo existen y son 
continuas a'(y), b'(y). Pues entonces el teorema 3' se reduce al teorema 
i 00 el cambio de variable ($ 51-3, b): x= —a(y)+ [b(y)—a(y)]t, 
dundo 


1 
iy) = J (b—a)f(x,y)dt , con derivada 


l a Ci IA A (b'—a')fdt 
vo =f, (bat de +] (ba) a +), (ma = 
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1 ea dx Dr ) 
5h n T E dt = 


resultando (8 a la fórmula AN válida para todo y del entorno de 
Yo donde se cumplen las condiciones de hipótesis. 


Análoga observación puede hacerse respecto de los teoremas 1* (no- 
ta 1) y 1* (nota 2). 


EJEMPLOS: 3. Para hallar la diferencial total de la función 
"nz  sení(yzx 
oa [O AAA 
Ben y ez 
que no puede expresarse por funciones elementales, basta hallar 
o cos (yx) de cos y sen (y sen y) 
B 


na eny zZ z sen y a 
In z sen sen (yz), sen (y ln 2) 
pai de A 
E J Y T gmz 


y aplicar dọ = ọy dy + ọ-dz. Obsérvese que la integral que figura en 
(Py puede expresarse ahora mediante funciones elementales. 


4. Hallemos el momento de orden n del área del trapezoide deter- 
minado por la curva f(x) en el intervalo [a, t] res- 
pecto del eje variable x = t (fig. 298) (cfr. $ 84-5 
y § 84-7): 


Wa (t) = f f(x) (t— e)" de. 
a 
Derivando bajo el signo integral: 


a x t b T 
A = t= n-i d 
Fieis Walt) =n E f (2) ( x)" de + 

+ f(t) 0" = N Un-1+ 
Partiendo de 


i= ae f(u)de , 


por integraciones sucesivas (cfr. $ 51-5, nota 3, y $ 106-1, nota 2), se 
van calculando u,(t), pa(t), ...; haciendo t—=b se tienen los momentos 
de la función en [a, b] respecto del eje x =b. Para un eje a la derecha 
do b basta completar la función para x >b con valores nulos. 

Así puede hacerse un cálculo gráfico rápido de los momentos suce- 
sivos. Si y = f(x) representa la curva, con y =0 para x > b, sea 


Yı = b = Ji f(x)dx 


In curva integral ($ 58-2), cuya ordenada y, representa el área (mo- 
mento de orden 0) encerrada por la curva, el eje x y las verticales 
r dd, x=f (fig. 299). Para t > b, se prolonga y, desde b hasta t por 
unn horizontal. El momento de primer orden (estático) se obtiene me- 
cinnte la curva integral ya respecto de yı, de modo que 


t t 
m = S lo dx = f yı dx = Ya. 
a a 
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Para t >b, se prolonga ya desde b hasta t mediante la tangente en 
b a la curva Y» con pen- 
diente dada por y, en b. 
La abscisa g del baricen- 
tro G vendrá dada por 
la intersección de esta 
tangente con el eje zx, 
pues ello indicará que es 
nulo ($ 84-6) el momen- 
to estático del área total 
entre a y b respecto de 
v= g. 

Si integramos de 
nuevo la curva ys obten- 
dremos una nueva curva 
Yə» cuyas ordenadas mul- 
tiplicadas por 2 dan los 
momentos de inercia o de Fig. 299 
segundo orden: 


Y 
f 
4 
4 
4 
e 
A 
LA 





t 
w = af: mdg = of Yyade — 2yYa. 
a a 


Para t> b se prolonga y, con una parábola de segundo orden tan- 
gente a ella en x =b, pues su derivada entre b y t es el segmento ya. 

Volviendo a integrar ys, se obtendrá el momento de tercer orden me- 
diante 


t t 
m= 8 f mdz = 3! f yad = 3ly , 
a a 


donde yı se prolonga entre b y t mediante una parábola de tercer orden; 
y así puede seguirse sucesivamente. 


3. Integrales paramétricas impropias: convergencia unifor- 
me. — Como se ha dicho en $ 86-1, las integrales paramétricas 
pueden ser impropias, por referirse a intervalo infinito o tener 
puntos singulares (en cuyo entorno no esté acotado el inte- 
grando, $ 80-1). Para cada valor del parámetro subsisten los 
criterios de convergencia simple estudiados en $ 80. Pero aho- 
ra tiene particular importancia el concepto de convergencia 
uniforme de la integral impropia respecto de un conjunto de- 
terminado de valores del parámetro. 


DEF. Dado el conjunto de funciones f(x, y) en el intervalo 
paramétrico c< y < d, se dirá que la integral impropia 


p(y) = $ f(x, y) dx 


con un extremo singular (finito o infinito) es uniformemente 
convergente respecto de y en [c,d] si se alcanzan uniforme- 
mente ($ 65-2, nota 2) respecto de y en [c, d] los límites que 
figuran en la definición de $ 80-1. 

En virtud del criterio de convergencia de BOLZANO-CAUCHY 
($ 65-1, nota 2) esto ocurrirá si y sólo si para cada número 
E. 0, se verifica 


460 XXII. INTEGRALES PARAMÉTRICAS $ 86 3 


[86-6] f f(z, yde] <e , 


para todo par de puntos p, q de un cierto semientorno, inde- 
e de y en [c,d], del extremo singular (cfr, teor. de 
§ 80-2). 

Análogo al criterio de WEIERSTRASS (§ 43-3, c) que asegu- 
ra la convergencia uniforme de las series funcionales, el cri- 
terio (suficiente) más sencillo en este caso es el siguiente de 
VALLÉE POUSSIN (cfr. § 80-6) : 


TEOR. Si para un cierto semientorno del punto singular 
(finito o infinito) se conserva, cualquiera que sea y elc, d]: 
186-7] |f(x,y)| < g(x) 

y la integral impropia 


e g(x)dx 


es convergente, entonces 


f f(x, y)dz 


eg absoluta y uniformemente convergente respecto de y en 
[c, d]. 
Pues por la desigualdad [48-29], el primer miembro de 


[86-6] será menor que el correspondiente a g(x), independiente 
de y. 


EJEMPLO. Sea f(x,y)=e"* si x > y; f(x,y)=0 si <y. La inte- 
gral impropia 


+ 00 + 00 a 
p(y) = il Í (x,y)dx = f e” dz = +1 , 
— 0 Y 


no es uniformemente convergente respecto de y en [c, +00), pues por 
grande que sea y, la última integral vale siempre +1, es decir, en [86-6], 
para cualquier p, tomando q suficientemente grande, el primer miembro 
Ro acerca a 1 tanto como se quiera. 


4. Continuidad, integración y derivación de integrales para- 
métricas impropias. — El concepto de convergencia uniforme 
en las integrales impropias permite extender a éstas los teo- 
remas estudiados en § 86-2. 


TEOR. 1. Si la integral impropia 
p(y) = f? f(x, y) de 


va uniformemente convergente respecto de y en [c,d], stendo 
f(x,y) continua respreto del par (x, y) en todo rectángulo de 
altura c < y «d, cuya buse se obtenga excluyendo del inter- 
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valo a <x=<b un semientorno cualquiera del punto singular, 
entonces p(y) es continua en todo punto y e(c, d). 

Probémoslo para el caso de intervalo infinito b = + o, 
pues la demostración es análoga si el integrando deja de estar 
acotado. Por la convergencia uniforme supuesta, dado e > 0 
arbitrario, existe un p = p(e) independiente de y en [c,d] tal 
que para cualquier y sea 


[Ata y) dz < E. 


Fijado así p(e), por la continuidad de f(x, y), para ye(c, d) 
existirá un 5(e) tal que para |k|<58 y xela, p], será 


f(x, y + k)—f(x%,y)] <e/(p—a) . 
De ambas acotaciones se deduce, para |k|<35(e): 


[ptu+k)—o(Ny| = [Pty +1) de — $" 1(a, y) de | < 
? [f(s y +1)—1(2, y) de | + |f 7 Ece, y + k)ada | $ 


+ [ta yde < 3e, 
Pp z 
que prueba la continuidad de (y) en todo ye(c, d). 





NoTA 1. Obsérvese que en la demostración sólo interviene la equi- 
continuidad de f(x,y) en y respecto de x en [a, p], por lo que puede 
establecerse también aquí el análogo del teorema 1” de $ 86-2 


TEOR. 2. Con las mismas hipótesis del teor. 1, se Ed in- 
tegrar bajo el signo integral, es decir: 


[86-8] A dy f: f(z, y)ds = I dz F f(x, y)dy. 


Supongamos también la integral infinita: b = + œ. Apli- 
cando la permutabilidad en la integral propia probada en 
$ 86-2, teor. 2, bastará ver que 


[86-9] lim [° dy f(æ,y)dz = f? dy | "°t, y) dz. 


P—=> +00 


Para cualquier e > 0, existirá po(e) independiente de y en 
[c, d], tal que si p > po se cumple 
i l +o € 
Strand < E 
siendo por tanto, para p > Pole): 


E dy $ f(x, y)dx — de dy [Pre E 


“a +o d € 
-|i w fi tana < fiwe 
quedando así probada [86-9] y también [86-8]. 
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NoTA. 2. Obsérvese que la demostración no es válida si también 
d>-+0%, por lo que la permutación 


"+00 +00 +0 +00 
f ay f fdg = dl de | f dy 
c a a c 


requerirá en cada caso un estudio especial (ver ejemplo 2). 


TEOR. 3. Para la validez de la regla de LEIBNIZ de deri 
vación bajo el signo integral : 


[86-10] EN £(2,y) de = E £,(x, y)da 


en todo yelc, d), es suficiente que la integral impropia del se- 
gundo miembro de [86-10] sea uniformemente convergente res- 
pecto de y en [c,d], que f(x,y) sea continua respecto del 
par (x,y) en todo rectángulo de altura c < y < d, cuya base 
se obtenga excluyendo del intervalo a < x < b un semientorno 
cualquiera del punto singular y que la integral impropa del 
primer miembro de [86-10] exista; entonces la derivada res- 
pecto de y e(c, d) de esta integral existe y es igual al segundo 
miembro. 

Supongamos también integrales infinitas: b = + œ. Por 
$ 50-1, a, para Y e[c, d], es: 


J” ie udy = f(r, Y) — flo). 
Tomando integrales infinitas en ambos miembros: 
[1 Ele, Yde —f "fæ, ede =f 9ds f7 f(r, ydy = 


= N dy [7 1,(x, yde , 


cuya última igualdad se justifica por el teorema 2 aplicado a 
f,. El último miembro tiene derivada respecto de Y (3 50-1, a, 
y teor. 1), luego también lo tiene el primero y es: 


d (+0 _ (to, 5 
E), £(a, Y) da = [""f,(x, Y)dz , 
como queríamos probar. 


NoTAS: 3. Obsérvese que la convergencia uniforme se exige a la in- 
tegral impropia de integrando f.,. 

4. Si las integrales dependen de varios parámetros, se pueden esta- 
blecer teoremas análogos a los anteriores (cir. $ 86-2, nota 5). 


EJEMPLOS: 1. Para la función de $ 86-3, ejemplo, no puede aplicarse 
la derivación bajo el signo integral, pues es 


00 +0 
p(y) = 0 Æ il E f(x, y)dx = f. er? dy = + 1. 
A g 


Icllo no debo a que 
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+z 
J f(æ,y)de , 
—o0 


aunque existente, no es uniformemente convergente respecto de y. Obsér- 
vese que al derivar 


"+00 +o 
fdz = f ev”? de 


el límite inferior es variable, y de acuerdo con [86-4] debería ser 
, TON 
p (y) = e" dæ — e” = 1 —1 = 0 , 
“y 


pues tomando una constante b > y, se aplica $ 86-2, b, a la integral en 
x e [y, b], y $ 86-4, teor. 3, a la integral en x e [b, +00]. 


2. En $ 51-5, a, se ha visto que 


[51-10] fe cos bx de = To p? sen bæ + acosbx)+ C , 
de donde, para a = — 1, b =y resulta: 

*+00 Es 1 
[86-11] T etcos(yz)de = 7 > 


Por el criterio de VALLÉE POUSSIN ($ 86-3, teor.), esta integral in- 
finita es uniformemente convergente respecto de cualquier conjunto y, 
pues |cos(yx)| < 1, pudiéndose aplicar la fórmula [86-8] de integración 
bajo el signo: 


“Y + + 
[86-12] Jl dy f P ae cos (yx)dx = f. A q A de = Arctg Y. 


Por tanto existe 
+œ +00 . 

[86-13] i a $) e° cos(yx)dz = lim Arctg Y =+én , 
0 0 Y—> +0 


no siendo conmutable la integración infinita reiterada del primer miem- 
bro, a pesar de ser la integral [86-11] uniformemente convergente res- 
pecto de y en [0, +00) (ver nota 2). 

Obsérvese también que el segundo miembro de [86-12] tiene límite 
para Y > 00, aunque oscile el integrando, es decir, ahí no podemos to- 
mar límites bajo el signo integral, que no podrá ser uniformemente con- 
vergente para Y > 00 (teor. 1). Sin embargo, se elude la dificultad por 
el cambio de variables Yg =t, y llamando B=1/Y > 0, de [86-12] de- 
ducimos 


+0 t 1 
[86-14] Í et ST dt = Arete — , 
-0 t B 
cuyo primer miembro es ahora uniformemente convergente respecto de f 
en (0, fo), pues por el segundo teorema del valor medio ($ 79-2, a): 


q -Ap 
f e” seny dt h sen t di 
P t P Jp 


independiente de B >0 y que puede hacerse tan pequeño como se quiera 
pura p suficientemente grande, cumpliéndose así [86-6]. 
Por tanto, puede aplicarse a [86-14] el teorema 1 y será: 


+00 t 
[80-15] lim f ere! pz dt = 
B=>0 0 t 




















2 
IN 
p 


= e 2 sent dt = lim (are we) = + in 
J0 l 8—0 B 
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De esta manera hemos conseguido evaluar la integral infinita que 
figura en el segundo miembro de [86-15], convergente ($ 80-5, ej. 1), y 
útil en muchas cuestiones, 

Con el cambio de variable t= kæ obsérvese que es 


+00 
[86-16] f 2. dy = insgk , 


por lo que [86-16] es ejemplo de integral impropia no uniformemente 
convergente respecto de k en un entorno de 0, al representar una fun- 
ción p(k) discontinua en k=0 (teor. 1). 


EJERCICIOS 


1. Estudiar el límite y (0*) para 


ie SÁ 
as fS giy t 


2. Supuestas existentes y continuas g.(x,y) y gw(x, y) en el en- 
torno U de (a,b), aplicar $ 86-2, Teor. 3, y $ 50-1, a) a 


e(=,y) = ela, y) + E aui 


para demostrar que existe y es f£,»= Bs en ei entorno U de (a,b); 
(cfr. § 69-2), 


3. Aplíquese § 86-2, ejemplo 4, para demostrar que 


t Ta Tı 1 t 
f den f deac f f(x)dx =f f(x) (t—x)"de ; 
Ya a a n! a 


(cfr. $ 51-5, nota 3, y $ 106-1, nota 2). 


4. Demostrar que para y >—-_1 es posible de 


1 = |" arde 
l1+y Jo : 





deducir 
1 1 
U Fyr = — i x” In x dg. 
20 


5, Demostrar que para |y|<1 y | Arcseny!| < 3x, es 


p(y) = T Mme Eyton d% = n Arcseny. 
0 coSs y 


6. La función de BESSEL Jo(x) puede definirse por 
Rez 1f” _cos(xt) de. 
vie 
Demostrar que J”% + (1/x)J%+J,=0 (cfr. Cap. XXVII, nota I). 


7. Vara r entero no negativo, puede definirse la función de BESSEL 
8 p 


J. (x) mediante 
ax" 
- 2y r- 3 
J.(x) = r ar om (1 — 1%) 73 cos (xt) dí. 


Demostrar que se Mea 
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72 
J” + L J” + (1 — HG) J, = 0 , (r > 0) 
. Y £ 
Jrs = Jr — 2J , (r> 1) , Jı = —Jo. 
8. Demostrar que 
00 e a__ gru 1 1 + a? 
J > cos x de = — 2 In 14o 


9. Calcúlese 


ges sen (ax) Ja (bx) Ja 
0 


x 


donde Jo es la función de BESSEL definida en el ejercicio 6. 


00 
f tr et di 
0 


converge uniformemente respecto de x >5 > 0 y deducir a partir de 


00 œ t 
$ et dt = d que f te” dt = ; 
0 æ% 0 X 


Para v = 1 resulta la función (ver Cap. XXIX, nota VII): 
T (2) = [Pue di 

0 
con P(n+1)=n! (cfr. $ 53-2, ejemplo 1, y $ 53, ejercicio 8). 


10. Demostrar que 


11. Por método análogo al del ejercicio 10 evaluar 


00 
1 tn e-t dt 
0 


teniendo en cuenta [53-15]. 
12. Derivando 


fo dt _ 1l x 
T g yE Z2 æ E 
obtener 
fe dt _ 7 (2n—3)!! 1- 
o WF a (ana e 


donde m!! es el producto de factores decrecientes de dos en dos unidades 
($ 53-2, ejemplo 2), Para x= vn, de e-t*=lim(1— t/n)" para n >0, 
Co respecto de t, y [53-15], deducir la fórmula de WALLIS 
53-13]. 


13. Teniendo en cuenta [53-15], demostrar que 
XK 
ús Í c ateos (2yæ)de = 4] eta , (a>0. 
20 2 Va 
14, Estudiar la existencia y convergencia uniforme de 


mn ” 
e-T%Y sen y dy 
0 
en el entorno de 7=0, Lo mismo para 


w 
e-T°y dT 
Zu 
en el semientorno y > 0 
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15. Demostrar que 
T Y Y T 
f dr f e-T%Y sen y dy = f dy f e-7% sen y dr = F(T, Y). 
0 0 0 -0 
Probar la existencia de G(T)=limF(T, Y) para Y >0, y de H(Y)= 


=limF(T, Y) para T > 0%, resultando 
00 T T 00 
G(T) = f dy f e-T% sen y d7 f dr f e- seny dy , 
0 0 0 0 
NA 00 
f dy f e-TY senydr , 
0 0 
00 


00 Y 
H(Y) = f dr f e-T%y sen y dy 
0 0 
16. Demostrar que si Y a,x” es convergente para x > 0, entonces 
0 


A pesar del ejercicio 14, 


puede multiplicarse por e-x e integrarse término a término sobre (0,00), 
siempre que la serie resultante 


co 
S n!a, 
0 


sen también convergente. (HARDY). 


$ 87. INTEGRALES MÚLTIPLES IMPROPIAS 


1. Concepto de integral múltiple impropia. —a) Como en 
el caso de integral simple ($ 80-1), llamaremos aquí también 
punto singular del dominio D de integración a todo punto en 
cuyo entorno no está acotada la función. Si los puntos singu- 
lares son aislados, la integral imvoropia se define por un pro- 
teso análogo al visto para una variable independiente. Se en- 
cierra el punto singular P por una sucesión de entornos U,, 
cuyo diámetro (§ 82-1) tienda a cero y supuesta f(x) integra- 
ble en todo dominio residual (conjunto cerrado): D, = D — Un 
se dice existe integral impropia convergente con valor 1, si 
existe y es finito el límite: 


[87-1] I = lim J f(x)dx . 
n—> 0 

independientemente de la particular selección D, con fronteras 
de medida nula (X 83-3, d) que excluye el punto singular P. 

Análogamente se define la integral impropia sobre una re- 
gión infinita R, aproximando ésta por una sucesión de domi- 
nios D,, Do, ..., D,, ... acotados y con fronteras de medida 
nula, tales que cualquier dominio acotado contenido en R está 
contenido en todo D,, desde un valor de n =m en adelante. 
Si existe el límite [87-1] independientemente de la particular 
scleceión D,, se dice que dicho límite finito es el valor de la 
integral impropia convergente. 


b) El criterio general de convergencia de BOLZANO-CAUCHY 
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(S 65-1, nota 2) es también aquí condición necesaria y sufi- 
ciente de existencia de integral impropia con valor finito y se 
expresa así: A todo e > 0 corresponde un ò = (e) > Q0 tal que 
respecto de dos recintos cualesquiera U, y U, de diámetro 
menor que 3, con frontera de medida nula y conteniendo el 
punto singular P corresponden integrales propias sobre los do- 
minios (recintos cerrados) D — U, y D — U, que difieren en 
menos de s. Análogamente para una región infinita R. 


c) Si la función f conserva su signo en D, es suficiente 
para asegurar la convergencia, que exista el límite para una 
particular sucesión D,, que puede aún suponerse monótona, es 
decir, D,(<)D,.1. Pues, si R, es otra sucesión arbitraria y 
l' es no-negativa, para D, contenido en D, corresponde no(p) 
tal que para n > No(p) es D,(<)R,. Recíprocamente, se cum- 
ple que todo R, (<)D,, desde un valor de m en adelante, y de 
la acotación 


E: < fa 100 dx < $, £60 dx 
He deduce que la sucesión de integrales intermedias tiene el 
mismo límite que la de los miembros extremos. 


NOTA. A veces un adecuado cambio de coordenadas transforma una 


integral impropia en propia. Por ejemplo, si es f(x, y)=In Va? + y, 
no acotada en el origen, excluído por un círculo de radio ô, si D es el 
circulo unidad, resulta al pasar a coordenadas polares ($ 83-4, ejemplo) : 


fi In VE de dy = f a f rinrdr , 
ô 


y por ser ($ 37-4) lim (rlnr)=0, la última integral deja de ser im- 
r—0 


propía, siendo por tanto, convergente la primera, 


2. Criterios de convergencia. — DEF. Una integral impropia 
es absolutamente convergente, si es convergente la correspon- 
diente al valor absoluto del integrando. 

Esta clase de integrales se reduce al caso de función de 
nigno constante (§ 87-1, c) mediante f = | f |—(|f|— f). 

Por el criterio general de convergencia ($ 87-1, b), una in- 
legral impropia absolutamente convergente, es convergente *. 

Para el caso de funciones de dos variables, con punto sin- 
yular en el origen de coordenadas O, criterio suficiente (no ne- 
cesario) de convergencia es el siguiente (cfr. § 80-7): 


"PEOR. 1. Si la función f(x,y), integrable en todo subdo- 


* Con la definición dada de integral múltiple impropia (debida a JORDAN) se de- 
mentre Uiámbién el recíproco, es decir, que una integral múltiple impropia convergente 
ve alimalulamente convergente (véase HoBSoN, vol. I, pág. 524, citado en Cap. IX, nota 
VHL 30. 11 modo particular de excluir los puntos de infinitud, incluso en el método de 
Manració ($ 80-9) posibilita la existencia de integrales simples impropias condicional- 
nonle ennvergentes; una definlción menos restrictiva de integral múltiple impropia 
(A Mbh) posibllitacia también en óstas In convergencia condicional (vennse ejercicios 
iù 1) 
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minio de D con frontera de medida nula que excluya el punto 
singular O, es tal que existe una cota M y un exponente posi- 
tivo h < 2 que cumplan 


[87-2] [f(,0]| < M/(yat+ y?)” 


para todo (x,y)e D distinto del origen Oe D, entonces la in- 
tegral [87-1] es absolutamente convergente. 





En efecto, podemos suponer ($ 87-1, c) D y D, circulares de ra- 


dios R, ôn, y siendo 
dxdy _ 
< dæ d 
< T | f(x, y) | de dy < M ffa ra 


Í(x, y) dx d 
P y, 15) de dy 
al pasar a coordenadas polares ($ 83-4, ejemplo), queda 


J fo, nds tod PT 


convergente (§ 80- T si h—1< 1, es decir h < 2. 








Análogamente para una función de tres variables se esta- 
blece: 


TEOR. 2. La integral impropia en el origen OsD de una 
función f(x,y,z), integrable en todo subdominio de D con 
frontera de medida nula que excluya el origen, es convergente, 
si existe una cota M y un exponente positivo h < 3, que cumplan 


[87-3] 69,2] < MVA ay 
para todo (x,y,z)e D distinto del origen. 


Pues podemos considerar dominios esféricos ($ 87-1, c), y al pasar a 
coordenadas esféricas ($ 84-2), resulta: 


en o dedydz il merit — 
(Ve +y z) ds 
dr R dr 
a da [%_cosodo [7 e fot A 


convergente ($ 80-7) si h—2< 1, es decir h < 3. 


NoTaAs: 1. Si el punto singular P es el (a,b) E (a,b.c) en lugar 
del origen, se sustituye Væ” +y? ó Væ +y” +z por yV (a— a)? + (y —b)" 


Ó V (x — a)’ +(y—b)* +(2—c)* en las consideraciones anteriores. 


2. Los demás criterios prácticos de convergencia o divergencia abso- 
latas vistos para integrales simples ($ 80-6 y 7) pueden también trasla- 
darse fácilmente aquí siguiendo la pauta anterior. 

Así, si en lugar de integral con punto singular, se considera inte- 
gral extendida a una región infinita R de E,, será suficiente para su con- 
vergencia que el integrando (ya no infinito) sea infinitésimo potencial 
(cfr. $ 80-7, nota 1) de orden k œn (número de variables independien- 
tes) en la parte de R exterior a un círculo, esfera, o hiperesfera de radio 
lendiendo a infinito. 


3. Las integrales múltiples impropias admiten generalizaciones aná- 
logas a las vistas para las simples ($ 80-9) y aun en este caso el con- 
junte de puntos singulares pueden formar variedades de dimensión posi- 
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liva. Así en E, si los puntos singulares de f(x,y) forman una línea 
ninynlar o en general un conjunto de extensión plana nula ($ 82-2), se 
procede como en $ 87-1, a, excluyendo dicho conjunto por recintos U, de 
nrens que tiendan a cero y pasando al límite. Por ejemplo, si un segmento 
del eje y es singular, basta que sea |f(x,y)| < M/x” con h< 1 sobre 
todo punto de D que no esté en le eje y para que la integral converja, 


EJEMPLO. Propongámonos estudiar los valores reales que deben to- 
mar a, b, c para que sea 


90 00 
I(a, b,c) = Í 5 f IA dæ dy = + 1. 


Por ser el integrando positivo, debe ser infinitésimo (aquí exponen- 
cinl) en el infinito (nota 2), para lo que es necesario y suficiente que 
“ni exponente sea una forma cuadrática positiva definida ($ 63-7) que 
par un adecuado cambio de variables podremos siempre reducir a la for- 
ma canónica: 


Y 2 Da 2 be 2 
E + n = ar y 2bxay + o = ps (ax + by) + (0— —) 


Debe ser ($ 63-7, teor. 1) a >0 con 


a =ac—ibi>0, 


vliteniendo: ¿=(ax + by)/Va, n= vV(ac—b*)/a.y, con jacobiano 





9(£,n) — y 2 
IA vac—b?. 
Por ser (cfr. § 87-3) 


00 ron 
Ĵĵ = f ] e-(E+7?) df dy = n = vac—b*l , 
—N —p 
($ 83-4), resulta en definitiva que las condiciones buscadas son a >0 
can ac—bi=xP. 


3, Integral de Poisson. — Es la 


o 
f e-2 dæ 
0 


Inpartante en el Cálculo de posibilidades y ya calculada en § 53-5. Mé- 
lodo más sencillo es pasar a integral doble de integrando positivo para 
oplienr la propiedad estudiada en $ 87-1, c. Así, consideremos la integral 
da de e-teñryo — e-7” sobre el círculo C: 0<r< a, que vale (cfr. $ 84-3, 
ejemplo 8): 


s A 2r a . 
ares Mal e-(u%u2 dæ dy = f dep $, errdr = ra(1— e-a%), 


Si llamamos 
a 
L = i e- dg , 
0 


li inlegsral de e-x=*-y* sobre el cuadrado 0<x<a,0<y<a es 


m d K entr de = $. e-v d qe e-z? de = L? 
Jo o ~ Jo Y Jo AAA 


Camo el cuadrado a que se refiere el] primer miembro contiene y está 
cadewido en cuartos de círculo de radio R —>00 para a —> œ, podremos 
calir; liarla = lim} Ja = łx para a— œ, de donde 


pet] [en dæ = å Va. 
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4. Integrales de Fresnel. — Para calcular 
[27-5] ls S senta) de O 


00 o 
J = f cos (x*) dx = Lf TA dy , 


cuya convergencia condicional ya conocemos ($ eN a pesar de no ten- 
der a cero los integrandos sen(x*), cos(x*) para > ($ 80-2), expre- 
semos 


3 * 
E = E e-7y dr 


Vy Vro 
poniendo x=" Vy en la integral de Porsson [87-4]. 


Vimos en § 51-5, a, que e% Ai by deriva de 


eo a b 
| b sen by += E cos by ) 





a? + bd? 
y para a=—rTX%0, b=1, aplicados a [0, ©) dan 
cO 1 00 T? 
[87-6] f e-T™ sen y dy = +7 ; $, e-TU cos y dy = TER . 


Aunque en [86-13] no era conmutable el orden de integración, a pe- 
sar de ser [86-11] uniformemente convergente respecto de y en [0, +00), 
en cambio ahora es conmutable 


[87-7] I= foa y ES dr E df, 5 


a pesar de que 
00 p-T%Y 1 
— sen y dy 
0 Vx 


no exista en r= 0, ni sea uniformemente convergente respecto de T en 
un conjunto que tenga r= 0 como punto de acumulación, pues no repre- 
senta una función de r continua en r= 0 (§ 86-4, teor. 1). La conmu- 
tabilidad [87-7] es consecuencia de la existencia de la integral doble del 
integrando en la región infinita R = {y > 0; 7 > 0t, probada por apli- 
cación del criterio general de convergencia ($ 87-1, b). En efecto, basta 
excluir de R sendas fajas de anchura ô junto a r=0 é y =0 en la 
siguiente forma: Por el segundo teorema del valor medio (§ 79-2) es 
ô eTp 


- s 
Sa af sen y Y| i T 


para p y q MOE o de $; por el primer teorema del 
valor medio ($ 48-6) y [87-4] se obtiene 


e ô 
i a f° de = T 3 yy |< VS ; 
«20 Pp Vx 


también para p y q cualesquiera, PER A ô. 

Por otra parte, en la región restante de R, la integral doble con- 
verge por ser el integrando infinitésimo exponencial ($ 87-2, nota 2, y 
§ 37-4). Así hemos probado la existencia del límite doble de 


l y ¡e i £ T a 18 d p x 
w = S = == Ls 
( , ) E Y TF en Y . y Y Y 








en ydy , 











20 
$ snyd $ = y 
Va 
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para (T, Y) > œ simultáneamente, Existen también los límites simples 





¡ S 'T ety 
G(T) = lim F(T, Y) = f sen ydy Í E 
ds £ 0 Vx 
— e-r2Y 
H(Y) = lim F(T, Y) = po l 
R o Vx (1 + 7*) 


pues la primera integral infinita converge (condicionalmente) por el cri- 
torio de DIRICHLET ($ 80-8), ya aplicado a los últimos miembros de [87-5], 


nl tender 
T 
f e-Ty dí 
0 


monótonamente a cero para y >-+00, y la segunda integral infinita 
converge absolutamente ($ 80-7). 

De la existencia de la integral doble infinita y de los límites simples 
G(T) y H(Y) sigue la existencia de ambos miembros de [87-7] y su 
igualdad con el valor de la integral doble (§ 65-2, nota 1). 

Los segundos miembros de [87-6] saben integrarse como funciones 
rncionales, pues derivan respectivamente de ($ 52-1): 


bai P+ V2r+1 1 V2 r 











—— t 
aa e a LA 
y 
1 T—vV2r+1 1 2r — V2 2r + V2 
-—— In —— arc t C arc t E A 
4V2 4vV2r41 + 2 V2 s— V2 r 7 


que entre [0, 00) proporcionan e. mismo valor x/ (2 V2), el cual, apli- 
eado a [87-7] y su analoga para el coseno da 


[8-8] I= f; senta") dx =J = [7 costar) de = Va/8. 


5. Integral de Cayley. — Si para [87-1] se toman límites excluyen- 
de 11 número finito de rectángulos infinitésimos de lados paralelos a los 
vjen, conteniendo cada uno al menos un punto de infinitud, obtendríamos 
te concepto de integral propia que por admitir convergencia no-absoluta, 
liv coincide con el más restrictivo dado anteriormente. Análogamente 
trn el caso de dominio de integración infinito. Así para el cuadrante 
¡uinilivo, la definición rectangular sería: 


o fo . b a 
[M7 0] $, f f(x, y) dx dy = lim de $, f(x, y) de dy 


parn (a, b) > 00, que por exigir menos, resulta más general que la dada 
vu 4 871, 

Así, CAYLEY dió el ejemplo f(x, y) = sen(x* + y”) que integrada se- 
uun veclángulos 0<x <a, 0<y<b, da mediante integrales de FRES- 
"im. (§ 87-4) el valor: 


Ie qe sen (a? + y?) de dy = m sentar)do. f cos(y°)dy + 


å b 
+ J, cos (x°) dg . f sen (y”) dy 


que pura (a,b) >00 tiende según [87-8] a im. En cambio, si se inte- 
uin egún mn cuarto de círculo 0 <8 <n, 0<rs R, con R> œ, pa- 
amoo a coordenndas polures se obtiene: 
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R 
fÍ sen (a* + y’) dS = T de Í; rsen dr = in(1—cos(R*)) , 


oscilante para R> œ, 


Ni aun el concepto más general [87-9] dará convergencia indepen- 
diente del modo de tomar los rectángulos en integrandos de signo va- 
riable, 


EJEMPLO. La función escalonada que se conserva constante en cada 
cuadrado unitario, con los valores indicados en la fig. 300, integrada reite- 
radamente da 


Sa ET Joti 1 
$ uÍ t= 5 f dg j y = — 


Por cuadrados daría 
el valor cero; pero en 
realidad carece de sig- 
nificado numérico, 
por ser oscilante, ya 
que por grandes que 
se tomen a y b en 
<xe<a 0<ys<b 
hay rectángulos en 
que vale +1, en otros 

—1 y en otros 0. 
Tales distinciones 
desaparecen cuando el 
integrando es de sig- 
no constante ($ 87-1, 
c) y también cuando 
la integral impropia 
Fig. 300 se reduce por defini- 
$ ción directa o indirec- 
ta a absolutamente 





convergente ($ 87-2). 


EJERCICIOS 


dx d 
1. Calcular Ne > — 


00 es dois 
2. Calcular des 1 UFAA 


8. Calcular f = f 5 e- (ax? + 2bxy + cu?) (Ax? 4 2Bxy + Cy?) de dy , 
—o y —o 


(a > 0, ac—b* > 0). 
4. Estúdiese la le de la integral doble impropia 


ias pa A dx dy 
Py Vep 


sobre el círculo unidad: a) Excluyendo el origen por un entorno circular 
infinitésimo de centro en él; b) Aplicando la definición más restrictiva 
de $8 87-1; clíjase como dominio D, el conjunto de anillos circulares do 
contro origen que cortan al semieje x positivo en los intervalos 
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1 
Lao |, (laz d | ? 


1 1 1 
o E aros) Pa A Lada : =| i 


anillos unidos entre sí por pequeñas regiones angulares de amplitud ð, en 
los anillos complementarios, compensadas uniendo éstos por otras regio- 
nes angulares de amplitud e, en los anillos considerados, de modo que 





1 1 
2pr 1 1 (Qp—1)7 1 1 
e f — sen Lar=—8, / — sen — dr , 
1 r r 1 r r 
(2p0+1)r 2pr 


(p=n +1,...,2n). 


5. Por método análogo al del ejercicio 4 demostrar que en el rectán- 
xulo limitado por x=0, «e=1, y=0, y=1, la integral doble de 
(1/x)sen(1/x) no existe según definición de $ 87-1, mientras que la 


integral simple 
1 
$ a sen A dæ 
0 g x 


(fh 80-9, ejemplo 2) existe según la definición de $ 80-1. Hacer ver que 
wxcluyendo la línea singular «=0 por el rectángulo x=0, x=e, y = 0, 


v = 1, existe el 
: 1 1 1 1 
lim E f — sen — dg dy 
e—>0 v0 e & s 


6. Calcúlense en el cuadrante de coordenadas positivas las integrales 
T sen (ax? + 2bxy + cy’)dæ dy , 


SS cos(ax” + 2bxy + cy) de dy , (a>0,ac—b?>0) , 
por rectángulos y por cuartos de círculo. Existencia de dichas integrales, 


7. Hágase estudio análogo al del ejercicio 6 para las integrales 


$ $ sen(y) de dy i SS cos (xy) de dy 


sobe el cuadrante de coordenadas positivas. 


R. La frecuencia de un error en una distribución normal es 
hs» 1”, lo que significa que la probabilidad de un error æ% entre a y b es 


b 
f ke-h*x? de. 
a 


Mendo segura la existencia de algún error de cierta magnitud, debe ser 


00 
f ke-hte8 da = 1, 
—00 


de onde por [87-4] dedúzcase que k=h/Vx. 
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9. Con la notación del ejercicio 8, el error medio cuadrático u se 
define por ? 


u? = 0 x? ke-hs? dæ , con k=h/Vvx. 
—0 


Deducir de esto y de $ 86, ejercicio 11, que p= 1/(h v2). 


10. Definida en [57-9] la función error 


2 
bx) rr endt , 


demostrar con la notación del ejercicio 8 que la probabilidad de un error 
entre —c y c es (ch). El error probable e (de probabilidad 3 de no 
ser superado) queda así definido por å = (ehk). Mediante la inversión 
de la serie [57-10] se calcula e — 0,4769/h. 


NOTAS AL CAPÍTULO XXII 


I. Bibliografía. — Incluyen el estudio de las integrales impropias y 
paramétricas los tratados generales de Análisis matemático (citados en 
Cap. XVIII, nota IV, 1 y 2) siendo muy cuidadoso en ésta como en las 
demás cuestiones el de HoBSsoN, También les prestan particular atención 
las partes iniciales de las obras especiales dedicadas a las integrales de 
lOURIER y aparentadas (cfr. Cap. XXV, nota IV, 5); entre éstas, con- 
tiene un desarrollo muy detallado la de 

H. S. CARSLAW: Introduction to the theory of FOURIER'S series and 
integrals and the mathematical theory of the conduction of heat (3% ed,, 
Macmillan, Londres, 1931; reimpr.: Dover, Nueva York), 


CAPÍTULO XXIII 


INTEGRALES CURVILÍNEAS. ANALISIS VECTORIAL 


§ 88. INTEGRAL CURVILÍNEA 


1. Definición y reducción a integrales definidas. — Como 
para las funciones de una variable, también para las de dos 
variables hay un doble problema de Cálculo integral: la inte- 
gral definida entre dos puntos (a, b), (a', b') (cfr. $$ 48 y 49), 
y el problema inverso de la derivación, o sea, el cálculo de una 
función conocidas sus derivadas (cfr. Cap. XIV). 

Lo mismo que allí ($ 50), el primer problema se reduce al 
segundo, pero la analogía no es completa, pues carece de sen- 
tido hablar de función primitiva de una sola función; en cam- 
bio, se dirá que U =U(x,y) es función primitiva o función 
potencial del par de funciones P(x,y), Q(x, y), cuando sea: 
U, =P, U,=0Q. 

Si el par P, Q admite dos funciones primitivas en un re- 
cinto, la diferencia de éstas es constante, pues siendo nulas sus 
derivadas parciales, debe ser independiente de x y de y. 


a) Sean P(x,y) y Q(x, y) dos funciones continuas y uni- 
formes en un recinto D. Llamaremos arco elemental a un arco 
regular (§ 34-6) C, contenido en D, tal que exista una repre- 
sentación paramétrica regular 


| 88-1] æv = x(t) , =y(t) , To<t<T,) , 
pra la cual las derivadas x’ (t), y’ (t) (existentes y no simul- 


táineamente nulas ni infinitas en un mismo punto) ($ 34-6), 
man continuas, y por tanto acotadas en dicho intervalo: 


| 88-2] Ix (| <M , |y'(t)| < M. 

Curva elemental es la compuesta por un número finito de 
nrcos elementales. 

La observación de que en la curva C las funciones de dos 


varinbles P(x, y), Q(x, y) se reducen a funciones compuestas 
de una variable t: 


[H8-3]  P[x(t), y(t)] = P*(2) , QUx(), y()] = Q*() 


ausxloro la siguiente definición de integral, análoga a la de in- 
togrnl definida (§ 48-3). 
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Para cada partición del intervalo To < t < Tı: 


[88-4] To= to <t <t <.. <tr =T , 
y llamando x, = x(t,), Y, = y (t,), podemos considerar las su- 


mas (cfr. [48-14]) : 
Y P*(r,) (2, — 2,1) = 

TP Lx Om), 76007 + [tt I—=x(b07 > 
È Ql) (W— Ym) = 

EQLx (r), y(7-)] . [ly (£)—y(t,1)] , 


cuyos límites cuando tiende a cero la norma ò = Máx (t, — t,.1) 
de la partición [88-1], llamaremos (si existen) integrales cur- 
vilíneas de P(x,y) respecto de x, y de Q(x, y) respecto de y, 
sobre el arco C, o a lo largo del arco C, llamado camino de 
integración, e indicaremos: 


[88-6] f Pene ; Q ydy. 


TEOR. En las hipótesis hechas sobre P, Q y el arco C, las 
integrales curvilíneas [88-6] : 


19) Existen y están dadas por las integrales definidas 
T, 
fi P(x, y)ds = E P*(t)x'(t) dt; 
IS Q(z, y)dy = a Q*(t) y (t) de 
c ? T, 


que resultan de reemplazar las ecuaciones del camino de inte- 
gración en el integrando, la diferencial, y los limites; 


2°) Son independientes de la representación paramétrica 
elegida para el arco C. 


[88-5] 


[88-7] 


DEM. 1?) Por el teorema de los incrementos finitos 

(§ 35-1) es 
Tr — Lp = x (t,) — X(t) = X’ (7',) (t, — tr-1), 
con 
br-1 < 7, < te 
y entonces la primera suma [88-5] se transforma así: 
ZP*(7,) xX’ (7,) (t, — t,-1) + 
+ E[P* (7,) —P*(7,)1 x"(7,) (t,— tr-1).. 

Cuando 3> 0, la primera de estas sumas tiende ($ 48-8) 

u la integral definida que figura en la primera [88-7] y la 
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segunda tiende a cero, pues dado e > 0 será para ò suficien- 
temente pequeño, por la continuidad de P (x, y), x(t) é y(t); 
| P* (7,) —P* (7,)] < e/[M(T, —To)], y entonces 


S [P* (+, —P*(1,)]x (74) (€, — 8,3) | < 


r=1 


< 





€ 
M(T, — To) 
Análogamente para la otra integral [88-6]. 


29) Resulta de [88-7] y $ 513, b. 


5 M (T; — To) = £, 


EJEMPLO 1. Caleulemos f- ydx a lo largo de la elipse de semiejes 


a y b situados en los ejes coordenados, recorrida en sentido positivo, 
Las ecuaciones paramétricas de la elipse son: 
x=acost , y = bsent 


desde t=0 que da el vértice de la derecha, hasta t— 2x que vuelve a 
dar el mismo, después de recorrida en sentido positivo; la integral se 
transforma así: 


27 i 2r 
f ydx = i b sen t(— asen t)dt = — ab f sen*tdt , 


y como la función primitiva de sen?t es ¿t— ¿sen 2t, limitada entre 
0 y 2x resulta — nab como valor de la integral. 


NoTAS: 1. Las integrales de funciones irracionales cuadráticas cal- 
ruladas en el $ 51-4, c, son integrales curvilíneas a lo largo de circunfe- 
rencias, y el cambio de variables que se hizo para efectuar las integra- 
ciones no es sino la expresión paramétrica de la respectiva circunferencia, 

Sea, por ejemplo: 


f VIS. de = fuas 
poniendo 
y= Vi—x* o sea: x’ + y = 1 
wl cumbio de variables: 
æ = cost , y = sent 
“n justamente la expresión paramétrica de la circunferencia. 
lo mismo acontece en $ 52-2, dz, por ejemplo, 


fo V1 — x’— 2x . dg 


que es una integral curvilínea sobre la circunferencia: x? + y’ -+ 2x=1. 


2. La demostración anterior subsiste en virtud de $ 48-3, d, si sólo 
exigimos a x'(t), y'(t) que sean continuas salvo en un número finito de 
putos, y la acotación [88-2]; en particular, para una curva elemental. 


4. Si A(a, as) y B(b,, ba) son origen y extremo del camino C de 
mbexración, suelen usarse para la integral curvilínea las notaciones 


a B (b,, b,) 
|, "Ende ; i: P(x,y)dx ; (a, a) P(x,y)de ; ete; 
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pero debe tenerse en cuenta que la integral curvilinea depende no sólo de 
los puntos A y B, sino del camino que los une. 


EJEMPLO 2. Calcular 
f ay de, A(0,0), B(1,1): 
AB 


æ <1); 
æ <1). 


En ambos casos puede tomarse como parámetro ¢ la abscisa œ y re- 
sulta 


1 1 1 1 
f yde = f æde = — ; f a*ydx = J arde = =—— 
c 0 5 c 0 4 


1 2 


19) Sobre el arco C, de parábola y=x”, (0 < 
2%) Sobre el segmento C: de recta y =%, (0 < 


b) Con las mismas hipótesis sobre P(x,y) y Q(z, y) se 
prueba la existencia de las integrales curvilíneas [88-6] como 
límites de las sumas [88-5], con sólo suponer que el arco C, 
dado por [88-1] con x(t), y(t) continuas, es rectificable 
(§ 55-1). 


En efecto, en tal caso son x(t), y(t) de variación acotada (§ 55-9, 
a y b); será entonces x(t) diferencia de dos funciones continuas cre- 
cientes en sentido estricto (§ 55-9, d): 

x(t) = u(t) — v(t) , 

y entonces la primera suma [88-5] se descompone en 
[88-8] 2P* (7,) (U, — Ur-1) —2P* (7,) (0, —Ur-1) . 

Por ser u(t) y v(t) crecientes en sentido estricto, existen y son 
continuas sus funciones inversas t= f(u), t = g(v). Entonces P*[f(u)], 


P*[g(v)] son funciones continuas de u y de v respectivamente, y en 
virtud de § 48-3 existe el límite de [88-8] dado por 


[88-9] f P(x, y)dx = J> P*[f(u)]du — Je P*[g(v)]dv , 


siendo 4, =u(T,), VU =V(T,), (¿=0;1). 
Análogamente para la otra integral [88-6]. Ambas resultan ser in- 
tegrales de RIEMANN-STIELTJES ($ 78-1). 


NOTAS: 4. Para la existencia de f P(x,y)dx, con las mismas hi- 
c 


pótesis sobre P(x,y) y x(t), sólo se necesita la continuidad de y(t); 
y nnálogamente para 
J Q(x, y)dy.. 


5. Pucsto que las integrales curvilíneas pueden reducirse a integra- 
los definidas, les son aplicables todas las extensiones del concepto de in- 
trgral definida en una variable. Así, se podrá generalizar el concepto de 
reken curvilínea para el caso en que la curva C esté representada on 
n forma 


e=X(t) , y=y() , T<t<+o , 
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siendo rectificable, para cada T > T, el arco correspondiente a To < Ł < T; 
o bien para el caso en que la función P[x(t), y(t)] deje de ser continua 
en un número finito de puntos, pudiendo tener puntos de infinito. 


2. Interpretación geométrica. — Nos limitaremos, en la integral 


P (x,y)dx, al caso en que C sea un arco uniforme dado por 


y= (2) , 4<x<b. 


z =P po] 7C 
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SSeS 
SS 

















INVII 
SSL Q 


Q 


9.9 
GO 
SN 


o 
P[k: P(x) 


PGA 


2505 
SS 
OS 


O 
IS 


E 
Le 
ES 






\ 
o 


Fig. 301 


Iintonces puede tomarse œ como parámetro, y así resulta 


b 
("K 10] f P(x,y)de = lim S, = 1 Pix, p(x)]dxw , 
C ô — 0 a 


soudo 
n 
[MH 11] S, = Ss Plr p (£,-)] (%r — Lr-1) , (Lr-z < Er < xr). 
r= 


Lu función continua z= P (x,y) se representa por una superficie o, 
v n ion puntos (x,y) de la curva C corresponden mediante 2= P (x,y) 
jundon de øo que forman una curva C’ (intersección de o con el cilindro 
vcestiend de directriz C, fig. 301). 

Consideremos también la proyección C” de C' sobre el plano (x,z), 
pura«lolaniente al eje y. Los términos de la suma [88-11] son las áreas 
do receláwgulos en el plano (x,2), de bases x-—or-. y alturas iguales a 
ws ldosadar z intermedias sobre C”. Por tanto es inmediato que [88-10] 
de ol Aron S del trapezoide en el plano (x,z), limitado por el arco C”, 
enlo e, y las rectas x =a, y= 0, y z=b, y =0. Esto resulta también 
del altino miembro de [88-10] observando que C” tiene en el plano (x, 2) 
be ncunción < PEx, (x)]. 
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3, Cálculo de integrales curvilíneas. — El cálculo de las in- 
tegrales curvilíneas se hace por reducción a integrales defini- 
das ($ 88-1), pero como en muchos casos el camino de inte- 
gración tiene trozos con distintas expresiones analíticas, con- 
viene destacar que la propiedad aditiva de intervalo de la 
integral definida ($ 48-5, a), y la definición [48-25] tienen 
propiedades análogas en la integral curvilínea. 


a) Si el camino de integración [88-1] se descompone en 
varios, mediante una partición del intervalo To < t < T,, por 
ejemplo To < t < t” < T, la integral sobre el camino [88-1] 
es igual a la suma de las integrales sobre los caminos corres- 
pondientes a To<t<t, '<ts<t”, t <t< T. 


EJEMPLO: 1 (x? + y)dy sobre el camino C formado por los ar- 
C 


cos: 
C) y=xw* , 0<x*<1 ; 
C2) y=1/x , 1<x<2 ; 
Ca) x=2 ' B>y4>0 
Se tiene 


1 
f (2? + y de = f + f + f = T Queda + 
“C O, C, “Cc 0 


2 2 17 21 
p ade +0 = + al KÑ. 
+ Jl (e + xde + 0 3 4 A 


b) En particular, la integral a lo largo de un contorno ce- 
rrado se puede calcular como suma de las integrales a lo largo 
de diversos arcos abiertos en que éste se descomponga, o bien 
por una sola integral de To a T,, si To y T, son los valores 
del parámetro que determinan el punto inicial y el final de la 
curva, siendo ambos coincidentes ($ 88-1, ej. 1). 


c) Si se cambia el sentido de la in- 
tegración sobre un camino abierto o ce- 
rrado, hay que permutar los extremos 
To, T,, luego la integral cambia de 
signo. 

d) Si la integral a lo largo de un 
camino cerrado es nula y A, B son don 
puntos del mismo, las dos integrales n 
Fig:.802 lo largo de los dos caminos AB son 

iguales; pues siendo (fig. 302): 


+ f. =0 es: f = f, ; 
2% BDA ,J ACB J ADB 


Recíprocamente, esta iguildad para dos caminos entre dun 
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puntos equivale a la anulación de la integral en el circuito que 
forman. 


4. Generalizaciones. — a). Por lo general las integrales 
[88-6] no se presentan por separado, sino formando sumas de 
dos, una de cada tipo. Por ello convendrá llamar integral cur- 
vilínea completa a la suma de ambas [88-6], indicada por 


[88-12] f: Pdz + Qdy = Í Pdz + T Qdy. 


b) Si es s la abscisa curvilínea sobre el camino de inte- 
gración C, podemos definir la integral curvilínea f, P(x, y)ds 


como límite de sumas análogas a la primera [88-5] pero con 
s(t,)—s(t,..) en lugar de x, — %1. Esta integral represen- 
ta el área del trozo de superficie cilíndrica de la figura 301, y 
no la de su proyección sobre el plano (x, 2). 

Esta definición sólo exige al camino C ser rectificable 
(cfr. § 88-1, b), pero si imponemos a C las condiciones más 
restrictivas de $ 88-1, a, resulta la integral curvilínea de 


P(x, y) V1+ y”? respecto de x, y entonces, con las notaciones 
de $ 88-1, a, se tiene 


[88-18] Í, P(x, y)ds = i P(2, y) VIF yZ àx = 





a f T P* (t) Vx 0) y E) dt. 


c) Análogamente a lo visto en § 88-1, se puede definir la 
integral curvilínea f P(x, y, 2)dx, sobre una curva, en ge- 
neral alabeada: 
| 88-14] x = X(t), y =y(t), 2 = zZ(t), (To <tK< T). 


d) Lo mismo que en a, se define en tres variables el pri- 
mor miembro de la expresión siguiente, integral curvilínea 
completa, mediante el segundo miembro como suma de tres in- 
tegrales curvilíneas: 


188-157 Í Pdr + Qdy + Rdz = je Pde + 
“0 


+Í Qiy + f Rdz. 


D. Áreas y momentos por integrales curvilíneas. — a) En 
1 b4-1, d, vimos que si un recinto R está limitado por una cur- 
vn simple cerrada C, al contorno orientado C, es decir con un 
nutitido de recorrido sobre él, corresponde el área orientada A, 
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positiva o negativa según sea el sentido de C (fig. 303). Para 
el área orientada A hemos hallado las siguientes expresiones 
que ahora podemos interpretar como integrales curvilíneas: 


š SE z =d a 
[88-16] A. f ydg f xdy a J xdy ydg. 
La definición 


DEF. a. El sentido 
de C es positivo cuan- 
do al recorrer C, queda 
a la izquierda el inte- 
rior del recinto, y nega- 
tivo en caso contrario 
(fig. 303), es sólo intui- 
tiva y no satisfactoria 
desde el punto de vista 
matemático, pues no he- 

Fig. 303 mos definido la expre- 

sión “a la izquierda”. 

Por eso la reemplazaremos por la siguiente, equivalente a la 

anterior sólo con la orientación elegida para los ejes de coor- 

denadas en el plano (la que lleva el eje x sobre el eje y me- 

diante un giro de 4x1 contrario al de las agujas del reloj, cfr. 
$ 28-1). 


DEF. B. El sentido de C es positivo cuando el ángulo orien- 
tado desde la tangente t en el 
sentido de recorrido hasta la 
normal interior n; es igual al 
que lleva el eje x a coincidir con 
el eje y: 


[88-17] ángulo (t, n;) = 
= ángulo (x, y), 


y negativo en caso contrario 
(fig. 303). 

Al mismo contorno C reco- 
rrido en sentido contrario al de 
C lo indicaremos —C. En la fi- 
gura 304 el sentido de C es ne- 
rativo y entonces A < 0, el de Fig. 304 

C es entonces positivo y es 
--A -0. Si cambiáramos el sentido de uno de los ejes x, y, o 
bien logs permutáramos entre sí, resultaría A > 0, —A < 0. 








bD) Para las integrales curvilíneas tendremos ($ 88-3, c) 


188-18] = J , 
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En adelante, cuando una integral curvilínea se tome sobre 
un contorno C lo supondremos orientado sin indicarlo en ne- 
grita, y mientras no se diga lo contrario, en sentido positivo. 


c) Para integrales dobles son útiles las siguientes conven- 
ciones: 


88-19) ff tard =— f/ tiara, (A>0), 


y cuando no se indique la orientación del área, se conviene en 
determinarla por el orden 
de las diferenciales en el 
elemento de área (figura 
305) : 


[88-20] 
SS f(x, y) dyda = 


2a def f(x, y) dudy. Fig. 808 


NoTAs: 1. Con el convenio [88-19] se tiene ($ 83-4): 
(a, 
[s821] ff tard = f f tiono), yono nao, 
A A' , 


pues el jacobiano de la transformación es positivo si se conserva el signo 
del área orientada, y negativo en caso contrario. En particular [88-20] 
corresponde a (x, y)/3 (y, x) =— 1. 


2. La convención establecida para el signo del elemento de área 
(fig. 305) es independiente de la orientación del sistema de coordenadas, 
y puede resumirse en las expresiones simbólicas 


[88-22] [dxdy] = — [dydx] = dg .dy. 





d) Análogamente, los momentos de primero y segundo or- 
den del área S respecto de los ejes (§ 84-5 y 7), vienen dados, 
como ahora veremos, por las integrales curvilíneas: 


E a 
c a 

f dy = f° is? —z?]dy = 2M, 

C c 


ydr = f [y 3 — Yy2]dx = — 3L 


A 


aidy = Je [z3 — x ]dy = 83I. 


He aquí la demostración general, sin recurrir a las inte- 
prales dobles, como suele hacerse. Para un trapezoide «ABb 
nobre (a, b| el momento respecto del eje y es ($ 79-1, b): 
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-B N E y. qn B 1 B as 
J. y. x”. dg [E 5 mr g” dy. 

Al restar. las dos expresiones para los dos trapezoides cuya 
diferencia es el recinto, se reduce el término integrado, común 
a ambas y queda la integral curvilínea sobre C positivo de 
q"* , dy dividida por n+ 1. Para los momentos respecto del eje 
x, las integrales curvilíneas resultan sobre —C. En ambos ca- 
sos los índice 2(1) indican la coordenada: mayor (menor) en- 
tre ambos puntos que tienen igual la otra coordenada. 


6. Fórmula de Riemann. — Consideremos un recinto R cu- 
yo contorno está formado por dos arcos uniformes rectificables 
AB (fig. 306),y calculemos la siguiente integral doble: 


f 1 P,(x, y)dxdy = f E lli P (x, y)dy = 


= e [P (x, y2)—P (x, y) ]dx. 


Ahora bien: la suma de estas 
dos integrales es ($ 88-1) la in- 
tegral curvilínea de la función 
P(x,y) tomada en el arco supe- 
rior AB y después en el arco in- 
ferior BA. 

Por tanto, si adoptamos como 
sentido positivo en el contorno 





Fig. 806 el que deja el recinto a la iz- 
quierda, resulta 
[88-28] f / P,(x,y).drdy = —/ Puna, 


fórmula que transforma una integral doble en una integral 
curvilínea. 
Análogamente; calculemos esta integral doble: 


uk Q:(x, y)dzdy = Je dy Je Q.(z, y)dx = 
= /* ¿ylQ(1)—Q(u 1] = 
E Je Qíz» y) dy — i Q (21, y)dy 


y como estas dos integrales componen la integral curvilínea de 
la función Q(x,y) a lo largo del contorno cerrado en sentido 
positivo, resulta : 


[88-24] ff, Qe ydedy = f, Q nav. 
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Reuniendo en una ambas igualdades [88-23] y [88-24] ob- 
tenemos la fórmula 


[88-25] [f (Q—P,)dzdy = f Paz + Qay , 


llamada de RIEMANN, que transforma una integral curvilínea 
en una integral doble y viceversa, válida para el contorno C 
rectificable, siendo P, Q, P,, Q, continuas en el recinto cerra- 
do R. 


NoTAS: 1. Aplicando [88-23] con P(x,y)= y, [88-24] con Q (x, y)= 
=x, y [88-25] con P=—y, Q=x, se reencuentran las expresiones 
[88-16] para el área de un recinto. 


2. Las relaciones [88-23] a [88-25] se generalizan fácilmente para 
el caso de recintos cuyo con- 
torno, supuesto rectificable, no 
esté formado por dos arcos uni- 
formes. Basta con que R pue- 


y 
da descomponerse en un núme- 
ro finito de recintos, cada uno 
de los cuales tiene con cada 
recta paralela a un eje, a lo 
más un segmento común. Por 
ejemplo, para el recinto R: 
1<xw+y<2 el contorno 
consta de dos circunferencias 
concéntricas, y el sentido posi- x 
tivo en él (que deja el recinto 
a la izquierda, cfr. $ 88-5, a) 


es el indicado por las flechas 
llenas en la figura 307. 

Los ejes de coordenadas 
descomponen R en cuatro re- 
cintos a los que puede aplicar- 
se la demostración dada para 
cualquiera de las [88-23] a 
[88-25], y sumando las cuatro 
igualdades se obtiene una para el recinto total R y su contorno, pues 
las integrales curvilíneas correspondientes a las flechas punteadas se 
anulan dos a dos por estar tomadas en sentidos contrarios. 


Fig. 307 


3. Con el mismo recurso utilizado para deducir [88-23] y [88-24], 
n saber, la integración doble de una derivada parcial, se deducen de 
UV, + VU = (UV), y UV, + VU, = (uv), las siguientes fórmulas de inte- 
gy ración por partes para integrales dobles: 


A uv.dady = + f uvdy — e vusdedy , 
R c R ' 
SS. uv, drdy = — J: uvdr — IS. vu,dady 


4. La fórmula de RIEMANN, que muchos autores llaman de GREEN y 
otros impropiamente de GAUSS, fué extendida en diversos sentidos por 
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GREEN (nota II) y STOKES (§ 92-3, nota 1). Una expresión análoga en 
el espacio fué considerada por Gauss ($ 92-1, nota 2); ver $ 92-3, no- 
tas 2 y 3. 


EJERCICIOS 


l. Calcular Í x(x + 2y)dx; A(0;0), B(2;1) a lo largo de los 


caminos: a) y=ix; b) y=x/4. 


2. Calcular US x”cotgydy; A(0;0), B(2;3¿1) sobre el camino 


Y = arc sen 3x, 


3. Calcular la integral curvilínea Le (y—xux)de +ydy; A(0;0), 
B(1:2): a) Sobre el camino rectilíneo AB; b) Sobre una parábola de 
cje vertical con vértice A. 

4. Calcular fal + y)dx + 2x dy; A(0;1), B(1;2) a lo largo de: 
a) La recta y=% -4+ 1; b) La quebrada con lados y=1, *=1; c) La 
quebrada con lados =0, y=2; d) y=x*+1, 

5. Calcular f 2xy dy + x° dy; A(0;1), B(1;2) sobre los mismos 
caminos del ejercicio anterior. 


6. Calcular f. ds/ Vx? +y? siendo C el contorno del cuadrado 


|z| 21, iy!S1. 


7. Calcular faa 20 — y da, A (a, 0), B (0, b): 19) Sobre el cua- 


drante de elipse (x*%/a?%) + (y?/b*) =1; 2%) Sobre la cuerda AB; 3%) De 
[88-16] deducir el área del segmento de elipse limitado por la cuerda 
AB y cl urco. 


8. Aplicando [88-16] hallar el área encerrada por la hoja de estro- 
foide x= =acos2t, y=atgtcos 2£. 


Y. Árca de la astroide x*%/* + y?/* —a?/ por una integral curvilínea. 
10. 1%) Calcular f- xy dx a lo largo de la circunferencia de cen- 


tro (—1;,0) y radio v2, en sentido positivo. ¿Qué significado tiene? 


22) Lo mismo para xy dæ. 


11. El momento de inercia polar (§ 84-7) de una curva C respecto 
de un punto P está dado por E rds siendo r=PM la distancia de P 


n un punto genérico M de la curva. Calcular el momento polar de la 
axtroido (§ 23-9) x° + y? a" respecto del origen, y el radio de 
kiro (§ 84-7) teniendo en cuenta $ 55, ejercicio 2. 


12. Calcular f: y’ dx sobre una onda de cicloide ($ 34-6, ej. 2) y 
dur au significado físico. 


13. Dosarróllese la tcoría de las integrales curvilíneas para curvas 
rectifienbles no derivables, mediante integrales de STIELTJES. 
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$ 89. INTEGRACIÓN DE DIFERENCIALES EXACTAS 


1. Existencia de la función potencial. — Pasemos ahora al 
segundo problema señalado al comienzo del $ 88-1. A diferen- 
cia de lo que ocurre en una variable donde toda función conti- 
nua tiene primitivas ($ 50-1, b), dadas ahora las funciones 
P(x,y), Q(x, y) continuas e incluso derivables, no siempre 
existe una función potencial U = U(x, y) tal que 


[89-1] U=P , UỌ=Q. 


TEOR. La condición necesaria y suficiente para que en un 
recinto simplemente conexo las funciones P y Q, con derivadas 
P,, Q. continuas, admitan un potencial, es que sean idénticas 
esas derivadas cruzadas : 


[89-2] P, = Qz. 


DEM. 1? Si existe el potencial U, derivando P respecto de 
y resulta U,,, y derivando Q respecto de x resulta U,.; y ambos 
resultados son iguales ($ 69-2), puesto que estas derivadas son 
continuas. 

22% Supongamos, recíprocamen- 
te, que la condición [89-2] se y 
cumple en un cierto recinto simple- 
mente conexo y veamos que existe 
una función U (x,y) que satisface 
al sistema [89-1]. 

Formemos la integral curvi- 
ds [88-12] de la expresión 

. dz + Q. dy desde un punto fijo 

(a,b) a un punto variable (x, y) SO A x 
siguiendo el camino más simple, 
formado por sendas paralelas a los Fig. 308 
ejes (fig. 308), 


[89.3] V(z,y) = [7 Pez, b)ds + f Qod ; 


ésta es una función de x é y puesto que a cada par (x,y) co- 
rresponde un solo valor de la integral, ya que hemos fijado el 
camino. 

La derivada respecto de y es inmediata, puesto que la pri- 
mera integral no depende de y, y la segunda tiene por derivada 
Q(x, y), es decir: V, = Q(x, Y). 

Recordando la regla para derivar bajo el signo integral 
($ 86-2. b) 

V, 


= P(x,0) +) Que dy = P(x,0) + f, Puto, y) dy = 
= P(x,b) + [P(x,y)—P(x,0)] = P(z, y). 
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Resulta, pues, que la función V (x, y) definida por la inte- 
gral [89-3], suma de dos integrales simples, es una función 
potencial de P y Q. Cualquier otra función potencial tendrá 
la misma derivada respecto de x é y; por tanto difiere de 
V(x, y) en una constante ($ 66-2). Es decir: la función po- 
tencial más general del par P,Q es: U=V(zx, y) +C. 


Si no se pueden unir los dos puntos (a,b) y (x,y) por una 
quebrada de dos lados contenida en el recinto, se toma de va- 
rios lados y la conclusión subsiste, al ser el valor de la inte- 
gral curvilínea obtenida el mismo para todas esas quebradas, 
pues de una se pasa a otra (fig. 309) sustituyendo respecti- 
vamente dos lados consecutivos de un rectángulo por los 
otros dos; luego define una función uniforme V (g, y). (Véase 
8 89-2, nota 2). 


NoTAs: 1. A este mismo resultado 
se llega integrando el sistema de ecua- 
ciones diferenciales 


U. = P , U, = Q ) 
pues de la segunda ecuación resulta: 


U = le Q(x, y)dy + a(x) 


siendo a(x) una función arbitraria de 
x que no contiene la y; derivando res- 
Fig. 309 pecto de x y sustituyendo U, = P, re- 
sulta la nueva condición: 





Pieu) = f' Q(z, y)dy + a (2) 


y sustituyendo Q. = P,, resulta: 


PRO) = h P, (z, y)dy + œ (2) = Pla, y) — P(u,b) + o'(a) 
do donde: 


a' (x)= P(x,b) . alx) = a P(x,b)dx + C 


y obtenemos el mismo resultado, Este método suele convenir en la prác- 
tlen. 


2, Con demostración más penosa, el teorema subsiste aún sin la con- 
tinmdad de las derivadas P,, Q., suponiendo sólo la diferenciabilidad 
(§ 68-4) do P y de Q. 


emo. Las funciones P(x, y)= —y/ (2 +y), Qlx,y)= 

a/ (at 4 p") vevifienn [89-2] en todo punto distinto del origen. La 

Función potencial resulta U(e, y)= arctg(y/r), que no es uniforme si 
ol recinto contiene el origex, 
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2. Integrales curvilíneas de diferenciales exactas. — Que el 
par de funciones P(x,Yy), Q(x,y) admite función potencial 
equivale a que la expresión diferencial Pdxw + Qdy coincide con 
la diferencial dU de una función U = U (x, y), y se la llama 
diferencial exacta. En tal caso la integral curvilínea 


S Pdx + Qdy ; A(ana:) , B(b,bds), 
se transforma así: 
[89-4] f% Ude + Udy = 
a yay 


(b, bp) 


= dU (x, y) = U (bı, b2) — U (a, a2), 


(a, 07) 
fórmula que generaliza la de BARROW y puede enunciarse: 


TEOR. 1. Si existe función potencial uniforme, el valor de 
la integral curviliínea entre dos puntos no depende del camino 
seguido en la integración y es el incremento de potencial entre 
ambos puntos extremos. La integral es nula sobre toda curva 
cerrada. 

En efecto, con las notaciones de $ 88-1 y llamando U* (t) 
a la función compuesta U[x(t), y(t)], la integral de [89-4] 
se transforma así ($$ 88-1, 67-1 y 50-2) : 


T,/0U dz oU dy _ (AdaU*(t) z 
L d a ae) x L e Nn 

= U*(T,) — U*(To) = U(b,, b2) — U(a,, 02). 
También se verifica el teorema recíproco 


TEOR. 2. Si son nulas las integrales a lo largo de todos los 
contornos contenidos en un recinto, cuyos lados son paralelos 
a los ejes, existe función potencial, es decir: Pdr + Qdy es 
uña diferencial exacta. 

Definamos la función siguiente: 


[89-5] Vizy) = So Pæ yds + Ql, y)dy 


extendiendo la integral hasta el punto variable (x, y) siguien- 
do una quebrada cualquiera de lados paralelos a los ejes, con- 
tenida en el recinto (fig. 309). En virtud de la hipótesis, el 
valor de la integral es el mismo para todas esas quebradas; 
luego define una función uniforme V (g, y). 

Para derivar respecto de x hay que conservar fijo y, es 
decir, prolongar la quebrada desde (x, y) paralelamente al eje 
x, luego resulta nula la segunda integral y la primera es la 
primitiva de P, luego V, = P; análogamente, para derivar res- 
pecto de y se prolonga la quebrada paralelamente al eje y, resul- 
Llanto V, = Q. La función uniforme V (x, y) es, pues, una fun- 
ción potencial. 
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EJEMPLO 1. Calculemos la integral curvilínea 


JE (3x* + y)de +(x—4y)dy ; A(0,0) 5; B(12). 


Primer método: Puesto que P,=Q.=1, hay función potencial y la 
podemos calcular así: 


(x, 0) (x, y) d 3 
U= f + = + ry — 2y? ; 
(0, 0) (z, 0) 


luego: 


3 = U(1,2) — U(0,0) = — 5. 
AB 


Segundo método ($ 89-1, nota 1): 
U = xy — 2Y’ + a(x) 
a (x) = 3 + y —y ; alx)= * + C. 


NoTAS: 1. Obsérvese que no ha sido preciso exigir la anulación de la 
integral en toda curva cerrada; basta que sea nula en todos los contornos 
de lados paralelos a los ejes y contenidos en un cierto recinto, para que 
exista función potencial y, por consiguiente, la integral será nula en toda 
curva cerrada contenida en el mismo *, 


2. Los teoremas 1 y 2 son válidos aún si el recinto es múltiplemente 
conexo, pero en este caso el recinto contiene caminos entre los dos puntos 
que no se reducen uno a otro, como se explicó en $ 89-1, y la función ob- 
tenida [89-5] puede ser multiforme, aunque se cumpla [89-2]. 

Los caminos quedan clasificados en grupos, según el número de vuel- 
tas en torno de las lagunas o contornos interiores, y el potencial obtenido 
por los caminos de cada grupo es el mismo, mientras que los correspon- 
dicentes a diversos grupos difieren en ciertos números llamados módulos 
de periodicidad, Así, por ejemplo, en la teoría de la sustentación del ala 
do aeroplano, el recinto en cuestión es la parte de plano exterior al perfil 
del ala, y en este recinto doblemente conexo hay un solo módulo del que 
depende la fuerza de sustentación. 


EJEMPLO 2. El par de funciones considerado en § 89-1, ejemplo, da 
la función potencial arctg(y/x), y si el recinto contiene el origen, como 
óste es singular y debe excluirse, resulta un recinto doblemente conexo; 
si se parte de un punto (a,b) para llegar al (x,y) por un camino de 
argumento creciente, resulta un cierto valor de U, mientras que al seguir 
otro camino de argumento decreciente se llega a ese valor disminuído 
en 2x. 


NOTA 3. Por los teoremas 1 y 2 resulta: Condición necesaria y su- 
ficiente para que se anule sobre toda curva cerrada la integral de 
Pdr | Qdy, es que ésta sea diferencial exacta. Si además son P, y Q- 
continuas y el recinto es simplemente conexo, teniendo en cuenta el teo- 
rema de § 89-1, resulta una demostración más sencilla aplicando el teorema 
de RIEMANN [88-25]: 


DEM. Que la igualdad P, = Q» implica la anulación de la integral 
[88-25], salta a la vista. Recíprocamente, si esta integral es nula sobre 
todo contorno de lados paralelos a los ejes, debe ser P, = Qs en todo pun- 
to, si se suponen continuas las derivadas. Pues si en un punto es 
Q. — P, =a > 0, en un entorno rectangular es Q. — P, > 2a; y por tanto 
en posiliva la integral [88-25] en este rectángulo, contra la hipótesis, A 
lgan] contradicción se llega suponiendo Q,— P, negativo, 

$ Comv acabtece alempre que la condición muflclente es parte de la necesaria, el 
roalo do aln os consecuencia logien de aquella parte. 
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3. Integrales curvilíneas completas de tres variables. — 
a) Criterio para la existencia de potencial. — Dadas ahora tres 
funciones P(x, y, 2), Q(x,y, 2), R(x, y, 2), como en $ 89-1, la 
igualdad de derivadas cruzadas caracteriza en los recintos sim- 
plemente conexos la existencia de una función primitiva o fun- 
ción potencial U = U (x, y,z) tal que 
[89-6] U-=P , Ọ=Q , U =R. 


TEOR. 1. Las condiciones necesarias y suficientes para que, 
en un recinto simplemente conexo, exista función potencial uni- 
forme de las funciones diferenciables P, Q, R, son: 


[89-7] P,=Q. , P¿=R, , Ry= Q:.. 


En particular, P, Q, R, son diferenciables, si tienen derivadas conti- 
nuas ($ 66-4). Demostremos este caso particular: 


19 Desde luego deben verificarse estas igualdades si existe U; pues 
entonces: P, = Uap Q- = Up, y análogamente las otras. 


29 Recíprocamente: si se verifican las condiciones anteriores [89-7] 
formemos la función siguiente: 
(x, y, 2) 
V (2,4, 2) = Í "P Pimy ajde + Qleya)dy + R(2, y2) dz 
a, O, C 


eligiendo como camino de integración la quebrada de lados paralelos a 
los ejes, tenemos a V (x,y,z) expresada por tres integrales ordinarias: 


zx 

[89-87 Vt=.u,2)=/* Plo,d,rde + /* ala 01dy + $7 Ría 
a c 

y recordando la regla de derivación bajo el signo integral (§ 86-2, b): 


VD e qe Qute,u dy + |" Ra(o,u,2) dz = 


= P(x,b,c) + e P,(x, y, c) dy + J: P. (x,y, z)dz = 


= P(x, b, c) + P(x,y, c) A P(x, b, c) + P (x, y, 2) ER P (x, y, C) = 
= P(x,y,z). 


V, = Q(z, y, c) + f R, (x, y, z) dz = Q(x, y, c) + f Q. (x, y, 2) dz = 


= Q(x, y, c) + Q(z, y, z) — Q(x, y, c) = Q(z, y, 2). 
V., = R (x, y, 2). 
Esta última resulta inmediatamente, pues sólo la tercera integral 
depende de z. 


Hemos obtenido, pues, una función potencial V (x,y,z) y cualquier 
olrn difiere de ella en una constante ($ 66-2): 


U = V (x, y, 2) + C. 


Nora. Si el recinto no es un paralelepípedo, se elige una poligonal de 
lados paralelos a los ejes, como ya se hizo en casos anteriores; y si el 
recinto es simplemente conexo, resulta uniforme la función V(x,y,z). 
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b) Integrales de diferenciales exactas. — Con frecuencia 
se presentan en Física y en Mecánica (ver $ 91-4) integrales 
de esta forma: 


(by, dy dy) 
1 P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz. 


U,. Uy y) 


Si existe función potencial U, se prueba, como en $ 89-2, 
teor. 1, que la integral curvilínea se reduce a: 


(b, ba ba) 
[89-9] { U,dz + U,dy + U,dz = 


%,, Uy Uy) 


(b, by b) 
= Í dU = U (b, ba, b3) — U (a, da, da); 


Qy Oy aa) 


es decir: 


TEOR. 2. Si existe función potencial uniforme, el valor de 
la integral curvilinea no depende del camino seguido para pa- 
sar del punto (di, 42, 43) al (bı, bz, b3) y su valor es la dife- 
rencia de potencial en ambos puntos. La integral es nula en 
toda curva cerrada. 


También se verifica el teorema recíproco: 


TEOR. 3. Si son nulas las integrales a lo largo de todos los 
contornos contenidos en un recinto, cuyos lados son paralelos 
a los ejes, existe función potencial; es decir, P . dæ + Q .dy + 
+R.dz es una diferencial exacta. 

Definamos la función siguiente 


(x, y. 2) 
V(x, Y, 2) =f. i P(x,y, z)d£ + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz 


siguiendo como camino una quebrada cualquiera de lados pa- 
ralelos a los ejes, contenida en el recinto; repitiendo el razo- 
namiento hecho para dos variables (§ 89-2), resulta 

V: = P , Vy = Q , V: = R 


es decir, la función V es potencial de P, Q, R. 


EJERCICIOS 


1. Verificar que la expresión ye”? de + xe” dy es diferencial exacta, 
y hallar la función potencial, 


2. Lo mismo para: 
a) (2x + 3y) dx +(3x + 2y) dy; 
b) (dæ -+ dy) /(x + y). 
3. Hallar la fuución potencial de la diferencial exacta 
[(Qe y 2ey 4 y) de ---(2x%%y t- 24° -1- 2) dyl/ (2? 4- y”). 
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4. Si se cumple P,=Q. con P y Q diferenciables y homogéneas de 
grado m4 -—1, la función potencial de la diferencial exacta P dx + Q dy 
es: U(x,y)=(wP + yQ)/(m +1). 

5. a) Calcular xy! de + x«*y? dy siendo O(0;0), A(1;1), a lo 

A 
largo de los siguientes caminos: quebradas de dos lados, paralelos a los 


ejes: 1%) Con primer lado sobre el eje x; 2%) Con primer lado sobre el 
eje y; 3%) Recta OA; 49%) y =x; 5%) ¿Existe función potencial? b) Lo 


mismo para f ay de + x*y? dy. 
AB 


6. a) Calcular 1=f (a + xy?) de + (xy + y) dy a lo largo de los 
OA 
caminos indicados en el ejercicio anterior; probar que hay función po- 


tencial y hallarla; b) Lo mismo para ral (2/3) xy" dx + x°y’ dy. 
OA 


7. Calcular 1=f (2+ 1) de + 4xy dy; A(0;0), B(3;1), a lo lar- 
A 


go del segmento AB, de las dos quebradas de lados paralelos a los ejes, 
y mediante la función potencial. 


8. Lo mismo para la e7” (y dx + x dy); A(0;1), B(2; 2). 
9. Hallar la función potencial de la diferencial exacta 

yz de + zx dy + xy dz. 
10. a) Hallar la función potencial de 

(y + 2) dx + (2 + 2) dy + (x + y) dz; 

b) Resolver la ecuación diferencial 

(y + 2) de + (2 + 2) dy + (u + y)az=0. 

11. Calcular I= 5 (x°? — yz) deu + (y? — xz) dy — xy dz 
A 
siendo O(0;0;0) y A(4;8; 32/3), a lo largo de la recta OA, de una 


quebrada de lados paralelos a los ejes y de la curva x= t, y = ť/2, 
z= ť/6. Probar que existe función potencial y hallarla. 


$ 90. INTEGRALES DE SUPERFICIE 


1. Orientabilidad de superficies. — Para recintos planos he- 
mos asignado un signo a las áreas dė acuerdo con el sentido 
de recorrido de su contorno. Al considerar superficies (planas 
o alabeadas) en el espacio Ex, las convenciones sobre el sentido 
de un contorno orientado, como las basadas en las saetas del 
reloj, o la de $ 88-5, a, def. a, pierden significación *. Por 
ejemplo el mismo sentido de recorrido del contorno orientado 
C del dominio circular D: y2 + 22 < 1, x=0, deja el interior 
a la izquierda o a la derecha, según lo miremos desde un punto 
n uno u otro “lado” del plano x =0. Pero entonces, si bien no 
podernos asignar unívocamente un signo al área de D, pode- 
mos asignar a D dos caras, una positiva y otra negativa, de 
«cuerdo con la definición a del $ 88-5 referida al recorrido 
de C, 





* También la definición pierde significación al salir del plano, pues refiere el 
sontído del contorno C al de un sistema plano de coordenadas. 
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La orientación de una superficie puede fijarse por un pro- 
cedimiento que no hace referencia al contorno, y es entonces 
aplicable también a superficies cerradas. En un punto P de la 
superficie podemos fijar un sentido de rotación mediante un 
pequeño ciclo orientado Cp» en la superficie y rodeando a P. 
Moviendo con continuidad ese ciclo sobre la superficie pode- 
mos asociar a cada punto de la misma un sentido de rotación 
siempre que no pueda llegarse a ningún punto Q con un ciclo 
Co y con su opuesto —C¿. En tal caso la superficie se llamará 
orientable. 

A cada superficie orientable 

n S corresponden dos superficies 
orientadas que indicaremos con 
S y —S. En cada punto P de 
éstas podemos considerar el vec- 
tor normal n orientado de mo- 
do tal que desde su extremo se 
vea recorrer el ciclo Cp dejando 
su interior (trozo de S que con- 
tiene a P), por ejemplo, a la iz- 
quierda (cfr. $ 88-5, def. a). 
Podemos entonces distinguir en 


E una superficie orientable dos ca- 
ras, la correspondiente al senti- 
Fig. 310 do de n se llama cara posttiva, 


la otra cará negativa (indica- 
das +, —, en fig. 310). De allí el nombre de superficies bila- 
terales dado a las superficies orientables del espacio Ez (ver 
nota 2). 
Aunque no toda superficie es orientable (ver nota 1), en 
adelante, al considerar una superficie S, la supondremos orien- 
table, y orientada cuando se la indique en negrita S. 


NoTAS: 1. El ejemplo más sencillo de superficie no orientable o de 
una sola cara es la cinta de MOEBIUS que se obtiene uniendo los extremos 
de una cinta o banda, después de girar uno de ellos en x, invirtiendo 
sus caras (fig. 311), 





Fig. 811 
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Si recorremos una línea, por ejemplo, equidistante de los bordes (que 
forman una sola curva) llegaremos al punto de partida pero con el ciclo 
y la correspondiente normal invertidos, es decir en “la otra” cara, que 
es en realidad la misma, Córtese la superficie a lo largo de la curva tra- 
zada, tratando de imaginar previamente el resultado. Repítase la opera- 
ción con lo que resulta. 

Si a cada punto de la circunferencia 


æ = reosu , y =Trsenu , 2 =0 , (r>1) , 
aplicamos el vector fijo (variable con u): 
d = sen łu cos ui + sen łu sen uj + cos łuk , 


coplanar con el eje z y que forma con él el ángulo łu, los vectores d y 

—d barren una cinta de MorBIUS de anchura 2, de representación para- 

métrica 

[90-1] x = rcosu + vseniucosu , y = Trsenu + vsen 3u senu 
z = veosłu , 


siendo: 
O<K<Ku <? , —-1<3v<1,r>l. 


2. La orientabilidad de una superficie definida por la condición de 
que al mover sobre ella un ciclo orientado C no es posible volver a la 
posición inicial con el ciclo contrario —C, es entonces una propiedad in- 
trínseca de la superficie. En cambio, la bilateralidad introducida con 
referencia a la normal n, sólo es definible por inmersión de la superficie 
en un espacio tridimensional; dependerá entonces de la índole de dicha 
inmersión. Aunque ambos conceptos coinciden en Es, se demuestra en To- 
pología que existen espacios tridimensionales (no euclídeos) donde hay 
superficies orientadas, pero de una cara, 


3. La orientabilidad de superficies es un problema topológico muy 
delicado, pues exige dar un sentido preciso a la noción intuitiva de mo- 
vimiento de un ciclo Cr. 

Un subconjunto T de una variedad topológica Vs de dos dimensiones 
con tres puntos A, B, C fijados en su frontera se llama triángulo si 
puede ponerse en correspondencia topológica con un triángulo plano, de 
modo que A, B, C se correspondan con los vértices de éste. Vértices y 
lados de T son los puntos A, B, C y los arcos simples que éstos determi- 
nan en su frontera, js 

La variedad V, se llama variedad triangulable o superficie topológica 
si en ella existe un conjunto finito o infinito numerable T' de triangulos 
T, tal que: 

1) La reunión de los T, es V:; 


2) La intersección de T; y Ta (ik) es o bien vacía, o bien un 
vértice o bien un lado de T, y de Tr; 


3) Todo conjunto compacto en V: puede cubrirse por un número fi- 
nito de estos triángulos T;. 

Dada en una superficie topológica S una triangulación T, llamare- 
mos cadena de triángulos a toda sucesión finita 


Ti Ta aces Ta ATT): 


tal que T, y Tin (i=1,2,...,n—1) tengan un lado común, Si esto 
ocurre también con T, y T, la cadena se llama ciclo de triángulos, 
Dados dos triángulos con un lado común, una orientación del con- 
torno de uno de ellos se transmite a una orientación del contorno del 
otro por la condición de que el lado común resulte recorrido en sentido 
contrario. Dada entonces una orientación del contorno de un triángulo 
T, de 7, ésta se transmite a todo otro triángulo T, de T por una cadena 
do triángulos que vaya de T, a T,. Para que la orientación del contorno 


496 XXIII. INTEGRALES CURVILÍNEAS. ANÁLISIS VECTORIAL $ 90 -1 


de T, quede unívocamente determinada es entonces necesario y suficiente 
que en todo ciclo de triángulos se vuelva al primero con la misma orien- 
tación de su contorno. En tal caso diremos que todo ciclo conserva la 
orientación. Finalmente, diremos que una superficie topológica S es orien- 
table si en una triangulación T de S, todo ciclo de triángulos conserva 
la orientación, 


Se han dado ejemplos para mostrar que no toda variedad topológica 


de dos dimensiones es triangulable. (Ver STOiLOW, cit. en Cap. XXIX, 
nota 1X-8, pág. 73). 


2. Integral sobre una superficie. — a) Dado un trozo de 
superficie S, a toda descomposición o partición del mismo en 
un número finito de trozos Si, ..., S,, de áreas Si, ..., Sn, 


corresponde un número ð > 0, norma de la partición, definido 
como el máximo de los diámetros ($ 82-1) de los $S;. 


Si la función f(x,y,z) está definida en todos los puntos 
de S, llamaremos integral de f(x, y, 2) sobre una cara de la su- 
perficie orientada S al siguiente límite según la norma (Cap. 
XV, nota I, b) toda vez que exista: 


[90.2] lim Efon éD = ff, Enas, 


donde (êk, Nr Ex) es un punto cualquiera de S,, el segundo miem- 
bro es la notación para la integral de superficie, y es Si; > 0 
cuando la integral se considera extendida a la cara positiva de 
la superficie S, siendo en caso contrario, para la cara negativa 
de la superficie orientada $: 


[90-3] Jf tas =— ff tas. 


Así tenemos que de las dos caras S, y S2 que resultan de 
la orientabilidad de la superficie, podemos identificar —S, = $», 
—S, = S,, al definir 


RA a 


Cuando no se advierta lo contrario (cfr. [90-3]) convendremos 
en tomar S de modo que su cara positiva conserve el recorrido 
dextrógiro del plano paramétrico de representación (véase c). 


TEOR. Si la superficie S, de área finita está dada en la for- 
ma paramétrica 


[90-4] x = x(u, v), y = y(u v), z= z(u% v), [(u, v)eD], 


(o vectorial r = xi + yj+ zk) por tres funciones [90-4] con- 
tinuas conjuntamente con sus derivadas primeras en un domi- 
nio D, la integral [90-2] existe toda vez que f(x,y,z) sea 
continua en el conjunto formado por los puntos de S y de su 
contorno T. 
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DEM. Bastará probar que [90-2] se reduce a una integral 
doble ordinaria. Veremos que siendo 


_ (y, 2) _ (z, 2) d(x, y) 
[30a], E alu, v) ’ Js alu, v) ’ ð (u, v) 


y f[x(u, v), y(u, v), z(u v)] = f* (u,v), se tiene: 
[90-6] 


SS, f(x,y, z)dS = E £* (u, 0) VI2 +32 +32 dudo = 


Ja = 





JE f* (u, V) | ru A r, | dudv = 
S S, P o) Vi Taa dudo = 
= or f* (u, v) de dudv. 


cos nz 


Como por [72-57] y Ja/cos nz = VJ: + J22 + J (que re- 
sulta de J,/cos nx = J2/cos ny = Ja/cos nz, $ 72-7, b) coinciden 
los cuatro últimos miembros de [90-6], bastará demostrar la 
igualdad de los dos primeros. Llamando D, a la parte de D 
que corresponde a S, y teniendo presente que ($ 84-4) l 


[90-7] Si = fi VJ + J+ J dudy , 


se tiene 
21 (lo mo Lo) Si = E f/f) VIEFIZE TE dudo. 


Bastará entonces demostrar que tiende a cero con la norma ò 
la diferencia 


Èf (fr Uk» Er) Sy mn T f* (u, v) J2 + Jo? — Jg? dudv = 











=z ff Eemi) — (0,90) VIEFIZF IE dudo, 
y esto resulta del último miembro con las hipótesis hechas, por 
la continuidad uniforme de f(x, y, 2). 
b) Si la superficie está dada en forma explícita 
[90-81 z = (x,y) , (x,y)eD , 


que equivale a tomar en [90-4] z =u, y =v, resulta J; = 1 
v por [90-6]: 


190-9] Ti f(x,y, z)dS = E fiz, y, (2, y)] dxdy 


cos nz 
o bien, observando que si 2.=P, 2,=Q, de la ecuación del 
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plano tangente 2 — Zo = Po (£ — o) + go (Y — Yo) resulta 
— Po/cos nz = — qo/cos ny = 1/cosnz = VDPo? + Q0* + 1 


[90-10] TI f(x,y, 2)dS = 


= ff tisy ple YI VEF EFI de dy. 


c) Es importante destacar cómo queda fijado el signo de 
la integral, que depende de la cara de la superficie S a la cual 
se extiende. 

La orientación del dominio plano D queda en todos los ca- 
sos determinado por la de S, y recíprocamente. Al recorrido 
dextrógiro del contorno de D le corresponderá en la represen- 
tación [90-4] un recorrido del contorno de S y convendremos, 
cuando no se advierta lo contrario, en tomar S de modo que su 
recorrido de contorno resulte también dextrógiro respecto de su 
normal ($ 90-1). Entonces al recorrido dextrógiro del contorno 
de —S corresponderá el recorrido levógiro de D en la represen- 


tación [90-4]. En [90-7] el signo del radical V J? + J2 + J3? = 


= V 911922 — 912? es + ó — según que el recorrido del contorno 
de D (en correspondencia con el dextrógiro de S o de —S se- 


gún se trate de f J o dff o sea dextrógiro o levógiro. 


En efecto, con esta determinación de signo del radical resulta 
para D >00: 


[90-11] Sif>0 , f: fdas > 0 SJ $ as<o 


como por otra parte es evidente por la definición. 


Con el convenio dicho, si tomamos como D la cara +:xy 
(dextrógira respecto de +2) para la representación [90-8], se 
ha de tomar S en la cara superior (n hacia 2 > 0) y resulta 
ser —S la cara inferior. Entonces en [90-9], se ha de tomar 
cos nz > 0; si se considera cos nz < 0, el primer miembro de 
[90-9] se refiere a —S, cumpliéndose en ambos casos la rela- 
ción de control [90-11]. 





NOTA. Si tomáramos como S la cara inferior, para £f>0 y el mismo 
triedro dextrógiro de referencia, siendo cos nz < 0 se ha de tomar D levó- 
gira escribiendo [dy, dx] = — [dx, dy] < 0, en [90-9] (cfr. $ 88-5, no- 
ta 2). 

d) El concepto de integral sobre una superficie desarro- 
llado en a, es el análogo al de integral curvilínea Í. f(x, y)ds 


($ 88-4, 0). El análogo de L f(x, y)dx se obtiene conside- 
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rando una función R =R(x, y, 2), continua en el trozo S de 
la superficie de ecuación 2 = p(x,y) y su contorno, con la de- 
finición 


[90-12] TI. R (x, y, 2) dedy = sl R[z, y, p(x, y) 1dxdy, 


donde ahora la orientación del dominio plano D está dada por 
el orden de las diferenciales dx, dy de acuerdo con lo estable- 
cido en $ 88-5, c, de suerte que 


[90-13] ff Rayas = — Jal Rdxdy. 


Se tiene también, en virtud de [90-91 : 


[90-14] SS. Rdxdy = SS Rcos(nz)dS , 


donde el primer miembro se refiere a la integral del segundo 
miembro tomada en la cara S que corresponda al sentido de n 
incluído en su integrando. Por ejemplo, si dicho sentido de n 
hace cos(nz) > 0, la cara S a que se refieren las integrales de 
los primeros miembros de [90-14] y [90-12] es aquella cuya 
normal orientada forma ángulo agudo con el sentido del se- 
mieje +2, fijado por el giro dextrógiro xy menor que x del 
plano de proyección. En cambio, para el primer miembro de 
[90-13] se habría de tomar el sentido del eje 2 fijado por el 
giro dextrógiro yx menor que x, sentido opuesto al anterior. 


Con análogas definiciones para las integrales f Ji Pdydz, 
Í: Qdzdx, se tiene para la integral completa de superficie, 


suma de las tres: 


| 90-15] J, Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = 


= TI [P cos (ng) + Q cos (ny) + R cos (nz) ]dsS. 


Obsérvese el orden cíclico de las diferenciales en el primer 
miembro, necesario para que la integral de los tres términos 
del segundo miembro se refiera a la misma cara S de la super- 


ficio sobre la que se integra. Para pi Qdzdx, si se toma 


cos (ny) > 0, la orientación correspondiente S es la determi- 
nuda por el sentido de la normal que forma ángulo agudo con 
| 1, fijado éste por el giro dextrógiro de 2x (y no por el xz). 
lor ojemplo, si se considera un trozo de S cuya normal orien- 
tudn esté en el octante x > 0, y < 0, z > 0, en el segundo miem- 
hro de [90-15] los signos de los cosenos serán +, —, +. 
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3. Integral sobre superficie cerrada. Volumen orientado. — 
a) Análogamente a lo establecido en $ 54-1 para el signo del 


área, la integral doble FI f(x, y)dxdy define el volumen V 


del cilindroide de base D y cotas z = f (x,y) con un signo de- 
terminado por los de D y z. Si es S la superficie que limita 
al cilindroide, considerando su cara S, exterior al mismo, (n, 
exterior) y el signo de D fijado por el orden dxdy (+ dextró- 
giro), el volumen V con su signo vendrá dado por la integral 
de superficie 


[90-16] V = JI 2dxdy = E f(x, y)dzdy = 


= El z cos(nez)dS , 


donde S será la cara S. 
ó —S. según sea z > 0 
óz <0. 


b) Siel volumen es- 
tá limitado por dos su- 
perficies uniformes S' y 
S” (fig. 312), la nor- 
mal exterior al cilindroi- 
de limitado por S' es 
interior al volumen y 
designando ahora por n. 
la normal exterior al vo- 
lumen y por Se = S'e + 
+S”. su cara corres- 
pondiente, se tendrá si 
FMg 312 Z2 > Z1: 


[90-17] Y = T zodxdy sf zıdzdy =SS, zodxdy + 
+ mE z,dydx = SS, Z cos (nez)dS + 
+ D zı cos (nez)dS = SL zcos(n.2)dS > 0. 


` en cambio 22 < 2, se ha de sustituir S. por —S,, resultando 
< 0. 

Es cómodo atribuir también una orientación a S, indepen- 
diente de la de D en el primer miembro de [90-14], de ma- 
nera que el orden dxdy fije el sentido dextrógiro de su pro: 
yección |D y la cara S dé ya directamente a qué sentido de n 
nos referimos en el segundo miembro de [90-14]. Entonces 





PX 
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J j; „ tadedy = Í Jy àzdy ; f Í, zıdydz = f zıdædy 


y por [90-17] se puede también escribir 


[90-18] |V| = SSe Zzə2dædy + o zıdzdy = E zdzdy. 


Considerando la normal interior n;, correspondiente a la 
cara interior S;, será 


[90-19] |V| = — W zdzdy = — TI 2cos(n;, 2)dS. 


DEF. Un volumen se dice orientado positivamente si se lo 
evalúa según [90-17] como limitado por la cara exterior de la 
superficie de contorno. Pondremos V =|V!, indicando, a veces, 
con V el correspondiente conjunto espacial. 

Si es r el radio vector que sitúa los puntos x, y, 2 de la 
superficie S, se tendrá correlativa y análogamente a [90-15], 
que es: 


[90-20] V = E 2dxdy = dE xdydz = E ydzdx = 


1 
= f | — (edydz + ydada + 2dudy) = 


= if {x cos (ne x) + y cos (ne, y) + z cos (ne, 2) }dS = 


= Sh | r | cos (r, ne) dS. 


Esta fórmula puede considerarse la análoga para el volumen 
de la [88-16] dada para las áreas. 


EJEMPLO. Para la esfera de radio r, donde la dirección y sentido de 
n. coincide con los de r, y par tanto es cos(r,n.)= +1, se tiene 


1 A a 
vel: dS = 3 r An = gr . 


c) La integral [90-17] es caso particular de la que se ob- 
tiene cuando en lugar de z se considera sobre S una función 


continua cualquiera R(x,y, 2). Entonces la [90-14] para el 
caso de superficie cerrada se traduce en la 


190-21] JÍ: Rdxdy = JS, R cos (ne, 2)dS = 


= SS R(x, Y, Zz2)dzdy — El R (x, y, 21) dxdy. 
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Análogamente a [90-15] se obtiene para superficie cerrada 
orientada positivamente (es decir, extendiendo la integral a 
la cara exterior): 


[90-22] fJ, Paydz + Qazdx + Rdmdy = 


= e [P cos(n., 2) + Qcos(ne y) + R cos(n., 2) ]dS. 


EJERCICIOS 


1. Caleular | f zdS sobre la superficie de la semiesfera g’ -+ y? + 
+20, 2>0., f 
2. Caleular f f (x + y)2dS extendida al octante de coordenadas 


positivas de la superficie esférica de centro en el origen y radio a. 
3. Calcular | fi +9 as sobre la superficie del ejercicio anterior, 
i z 


4. Calcular 


E [E x) $ y os (m. y) E esma | as 


sobre la mitad z > 0 del elipsoide (2/0)? +(y/b)? + (2/0)? =1, siendo n 
la normal exterior. en el punto (x,y,z 


5. ¿Qué condición deben cumplir P, Q, R para que 


SÍ. [P cos(n, x) + Qcosí(n, y) + Reos(n,2)] dS , 


siendo n la normal a la superficie S, no dependa de esta superficie sino 
de la curva que es su borde? 


6. Calcular la integral de superficie 
es f T dS 
= : a 


siendo S la superficie esférica a*+y42=1 y r la distancia del 
punto variable en S al punto fijo P(0;0;%), |k|<1. 
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1. Propiedades de la derivación en campos escalares. — La 
operación grad ($ 66-6), aplicable a campos escalares y que 
conduce a un vector en cada punto, se comporta en muchos as- 
pectos como la derivación; de allí la notación D también usada 
para representar el gradiente. 


a) Sea el vector r=xiJ4-yj42k que fija el punto 
M (x,y.z7) desde el origen. Multiplicando el vector diferencial 
de r 


8 91 -2 DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN EN CAMPOS VECTORIALES 503 


[91-1] dr = dzi + dyj + dzk : 
escalarmente por grad U, e 
[91-2] gradU.dr = PU ag Pa — y + = dU. 


Por la arbitrariedad de dx, dy, e a Ea 
191-3] De g.dr=dU sigue g = grad U. 


b) Si F(U,V,.. ) es una función diferenciable de U, V, 
. ., que a su vez son funciones diferenciables de las coorde- 
nadas 2, Y, 2, se tiene 


oF 
[91-4] grad F = z0 -—— grad U + S F rad Y +. 


En efecto, multiplicando escalarmente el segundo miembro, por dr, 
"e tiene por [91-2] 








grad U + T grad V + ...) dr = 


(E 
JU 
E r 


v aplicando [91-3] resulta [91-4]. La conservación de la diferenciabili- 
Ind se ha justificado en $ 67-2. 


c) En forma análoga se demuestran las relaciones : 
191-5] grad(U+ V) = gradU + grad V, 
|[91-6] grad(U.V) = U.gradV + V. grad U. 


d) De la expresión [66-13] del gradiente en coordenadas 
ronulta: Si U y V son funciones de zx, y, z tales que 


191-7] grad U = grad V, 
m tiene (§ 66-2) 
191-8] U = V + const. 


2. Campos vectoriales. Líneas de fuerza. — a) Si una fuerza 
01-9] f = f(x,y,z) = Pi + Qj + Rk 


usli definida en todos los puntos del espacio, o de un cierto 
recinto, tendremos lo que se llama un campo de fuerzas. Aná- 
luynmente podemos considerar un campo de velocidades en el 
movimiento de un flúido, o de intensidades en conducción del 
untar o de la electricidad, etc. Nos convendrá considerar inde- 
pundliuntemente del significado del vector f, un campo vectorial 
101 9] que puede darse mediante tres funciones: 

[01 10] P =P(x,y,z2), Q = Q(z,y,2), R = R(z, y, 2). 


listas funciones pueden depender también del tiempo t 
ejemplo: campo gravitatorio de un conjunto de astros, varia- 
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ble al moverse éstos) ; si no dependen del tiempo, el campo se 
llama estacionario. 


b) Una representación aproximada de un campo vectorial 
se obtiene considerando un gran número de puntos a cada uno 
de los cuales se aplica el vector correspondiente. Esta imagen 
puede mejorarse en varios aspectos mediante la idea de línea 
de fuerza sugerida por la familiar experiencia de las limadu- 
ras de hierro en un campo magnético. 

Una línea de fuerza es una curva que tiene en cada uno de 
sus puntos la dirección del campo en ese punto, es decir, en 
cada uno de sus puntos el correspondiente vector le es tangente. 
En otras palabras, las líneas de fuerza son las envolventes de 
los vectores del campo. 

La determinación de las líneas de fuerza se logra integran- 
do un sistema de dos ecuaciones diferenciales. En efecto, por 
ser paralelos los vectores tds = dxi + dyj + dzk, y [91-9], se 
obtiene (3 60-8, d,) : 


A: AA: 
P (x, y, 2) Q (x, y, 2) R(x, y, 2) * 


EJEMPLO 1. Para el campo gravitatorio de una partícula en el ori- 
fren las componentes son (m/*r) (2/1) =mx/*, my/r, mz/r. Las ecua- 
ciones diferenciales de las líneas de fuerza resultan dxw/x= dy/y = dz/z, 
y se obtienen de inmediato las integrales Iny=Inx*+lnC,, lnz= 
= ln x + In Ca o sea y=C,x, z = Cor; es decir las líneas de fuerza son 
las rectas por el origen. ; 


[91-11] 


NoTAS: 1. Como es poco usada la denominación general de líneas de 
campo hablaremos de líneas de fuerza para un campo vectorial cual- 
quiera. Cuando el campo es de velocidades (por ejemplo: movimiento de 
un flúido) las líneas suelen llamarse líneas de flujo, y en general no 
coinciden con las trayectorias de las partículas (ver nota 3). 


2. El concepto de línea de fuerza condujo a FARADAY a muchos de 
sus importantes descubrimientos en electricidad y magnetismo. 


3. En el movimiento de un flúido, cada partícula se mueve según 
una ley x=x(t), y=y(t), 2=2(t), y como además cada partícula pue- 
de individualizarse por su posición Mo(xo, Yo, zo) en un instante t= t, el 
movimiento de todas las partículas puede describirse con tres funciones 
del tiempo, cada una con tres parámetros: 


[9-12] x = X(t; Xo Yo Zo), Y = Y(t; Xo, Yo, Zo), Z = Z(t; o, Yo, Zo). 

Las ecuaciones 
[91-13] x = x' (t; Xo Yo, 20), y” = Y'(t; %o, Yo, 20), Z’ = Z’ (t; %o, Yo, %o) 
dan en todo instante la velocidad de la partícula que estaba en Mo en cl 
instante t= to. Para conocer en función del tiempo la velocidad de la 
partícula que en cada instante pasa por un punto fijo M(x,y,z) del en- 
pacio, es necesario conocer la posición de cada una de esas partículas en 


t -: ta para lo cual se resuclven las ecuaciones [91-12] respecto de o, Yo, Zu 
y se reemplazan los resultados en [91-13], dando 


[01-14] e P(t; reu, z). W = Qir. uz). z = R(t; x,y,z). 
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Estas ecuaciones definen el campo de velocidades, en general varia- 
ble con el tiempo. Para cada instante t= const., las líneas del campo o 
líneas del flujo son las curvas integrales del sistema de ecuaciones dife- 
renciales 
=e = Te y = TER , t= const 
P(t; x,y,z) Q(t; x,y,z) R(t; x,y,z) 

En cambio las trayectorias de las partículas, también llamadas líneas 
de corriente, son las curvas integrales del sistema [91-14], donde t es ia 
variable independiente. Por consiguiente las líneas de corriente son en 
general distintas de las líneas de flujo. Hay coincidencia si la dirección 
del campo en cada punto no varía con el tiempo y en especial en campos 
estacionarios, donde la velocidad en cada punto es independiente del tiempo. 

En cambio, en un campo de fuerzas, aún estacionario, la trayectoria 
de una partícula no coincide en general con una línea de fuerza. Basta 
considerar la caída de un cuerpo con velocidad inicial no vertical. 


[91-15] 


EJEMPLO 2. En el campo 
[91-161] e=w0 +3, y=y il ,e=zo +t, 


al derivar se eliminan ya los parámetros xo, Yo, Zo, obteniéndose para cada 
instante la velocidad en cada punto del espacio: 


Ae Y L 
d4 7T d ` ’ dt 


Como esta velocidad depende del tiempo, el campo no es estacionario. 
Las líneas de flujo en cada instante son las curvas integrales del sistema 


dx dy dz 
Fa = O tE (t = const.), 


v sea las rectas de ecuaciones 
x = tz +C , y = tz + C , (t=const.). 


En cambio las trayectorias o líneas de corriente son las parábolas 
11-16]. 


3. Divergencia. — Dado en coordenadas cartesianas el cam- 
pa vectorial v = Pi + Qj + Rk, llamaremos divergencia de v 
nl escalar 


: oP aQ oR 

MJ E = _— —_— — — 
[91-17] div v a + 5 az 

Para que esta definición tenga interés es necesario probar 
uue div v es independiente del sistema de coordenadas en que 
+ representa v, y ello resulta del significado geométrico de la 
divergencia. Veremos ($ 92-1, b,) que si v es por ejemplo el 
cumpa de velocidades en el movimiento de un flúido, div v re- 
purosenta la velocidad de expansión por unidad de volumen en 
vada punto. 


No obstante daremos ahora una demostración directa, El flúido que 
“vn? ta ocupaba un dominio D», ocupa en cada instante t un dominio D 
vuvo volumen, teniendo en cuenta la correspondencia [91-12] entre los 
punteos de Da y los de D, es (8 84-1) 
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V(t) = SIS dædydz = SIS, J (t; Xo, Yo, Zo) dxodYodZo , 


siendo J el jacobiano de la transformación [91-12]; 





dx Oy Oz 
dxo ILo Ixo 
a de y əz 
[91-18] J (t; £o, Yo, Zo) = u | m 
dx y Əz 


dzo dzo dzo 


Si dJ/dt es continua se tiene 


dv FS dJ 
91-1 RE —— dee . 
[91-19] T f : a dxodyodz ; 


a su vez dJ/dt se calcula primero, para t= t, por la regla de derivación 
de un determinante (§ 32-5) 


IP 2Q R 





P R 1 0 0 1 0 0 

E A a a TE 
0 0 1 t, o 0 11 PRE 

o sea 

[91-20] ($): = ii A T ales l 


En efecto, como para t= t», x, y, z se reducen a Zo, Yo, Zo, se tiene 
para t= to: 


dx dy az dx 


a O 
oe  .0 GE ðP 
0tóxo z do ot — Ito à 


Como [91-20] vale para cualquier valor de tẹ podemos suprimir en 
[91-20] t=to, y [91-19] da 


| Y _ 1 
(91 dt SASi E AE dy + 0z ay 


y entonces, siendo u el valor medio de 
3P 2Q IR 
dx T dy + Oz 
en D, se tiene: 


1 dv 
91-22 — —=u. 
[ ] y 7 u 


Si D contiene siempre el punto M y tiende a cero su diámetro, ol 
límite del primer miembro de [91-22] es la velocidad de expansión por 
unidad del volumen en M, y el del segundo la divergencia. 
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Si para todos los movimientos es div v =0, el flúido se lla- 
ma incompresible. Para ver cómo entonces las líneas de flujo 
pueden dar una idea [por ahora cualitativa y que más tarde 
($ 92-1, nota 1) precisaremos] de la intensidad del campo, con- 
sideremos una curva cerrada C, las líneas de flujo que se apo- 
yan en ella forman una superficie que llamaremos tubo de vec- 
tores (en un campo de fuerzas, tubo de fuerzas). Si el movi- 
miento es estacionario las trayectorias o líneas de corriente son 
las líneas de campo o de flujo ($ 91-2, nota 3) y entonces el 
flúido fluye dentro del tubo sin cruzarlo. Si además el flúido 
es incompresible (o al menos en el movimiento considerado es 
div v = 0), la velocidad debe aumentar cuando el tubo se es- 
trecha y recíprocamente. En general: en un campo estaciona- 
rio con divergencia nula, la intensidad en los puntos de una 
línea de fuerza crece o decrece según que las lineas se aproxi- 
men o se separen. 


"4, Circulación. Campos conservativos; potencial. — a) Cir- 
culación en un campo vectorial. — Si en el campo vectorial 
[91-9] consideramos un arco de curva AB tendremos un vec- 
tor del campo aplicado a cada uno de sus puntos, y podremos 
considerar la integral curvilinea 


191-23] f Pdz + Qdy + Rdz = Í, fds, 


donde el segundo miembro resulta de observar que el integran- 
do del primero es el producto escalar de los vectores [91-9] y 
de =dx.i+dy.j+d2.k. Esta integral curvilínea [91-23] 
no llama circulación del vector f a lo largo del arco AB. 

La aplicación física más importante se obtiene en un cam- 
po de fuerzas. En tal caso la integral [91-23] se conoce como 
trabajo de la fuerza f sobre una partícula que se desplaza a 
lo largo del arco AB. 


NoTAS: 1. Esta denominación se justifica considerando a [91-23] co- 
ino un límite de sumas de acuerdo con la definición de integral curvilí- 
nen ($ 88). 


2. Una partícula de masa m = 1 sobre la que actúa la fuerza [91-9] 
n» mueve de acuerdo con las ecuaciones de la Dinámica 
dx dy d% 
9 — — 2Y. — _— _ į 
aea e GS a a S 
Multiplicando estas ecuaciones por dx/dt, dy/dt, dz/dt respectiva- 
moule, y sumando, se obtiene: 


1 EEA (4) ]- 
dg dz 


=P- t eR 
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El primer miembro es la derivada de la energía cinética T = ¿v', de 
modo que integrando de to a t, y llamando A, B; Ta, Ts» a las respec- 
tivas posiciones y energías cinéticas de la E tendremos: 


t 
[91-25] mm |“ (rZ poga Ly RA) at = 


= J Pdx + Qdy + Rdz , 
AB 


es decir, la variación de energía cinética es igual a la circulación en el 
campo de fuerzas, o sea al trabajo del campo sobre la partícula, a lo 
largo de AB. 


b) Campos conservativos; potencial. — El cálculo de la 
circulación requiere en general conocer el camino, y éste en 
general no se conoce de antemano. De ahí la importancia de 
los campos conservativos, caracterizados por el hecho de que 
la circulación entre dos puntos no depende del camino que los 
une. En tal caso, fijado un punto Mo(Zo, Yo, 20), para cada 
punto M(x, y, 2) la circulación 


[91-26] qe _Pdx + Qdy + Rdz = U(z,y, 2) = U(M) 


tiene un valor determinado, y así define una función uniforme 
U (x,y,z) que por lo visto en $ 89-3 es una función primitiva 
o función potencial de la terna de funciones P, Q, R, y que 
ahora llamaremos potencial del campo conservativo. 


NOTAS: 3. En un campo conservativo de fuerzas, la función —U se 
llama energía potencial en M, y la ecuación [91-25] establece que la su- 
ma de las energías cinética y potencial es constante durante el movi- 
miento de la partícula, al estar el trabajo del campo dado por la dife- 
rencia de potenciales igual al del extremo menos el del origen del camino. 


4. En ciertos campos newtonianos (ver § 93-1, nota 1) se llama 
potencial a la energía potencial. 


El potencial determina por completo el campo, supuesto éste 
continuo, es decir, con componentes continuas, pues ($ 89-3) 


aU oU oU 
91-27] P = =—, R==—, 
L ] a” dY 02 
es decir: la componente del campo conservativo en una direc- 
ción cualquiera es igual a la derivada del potencial en esa di- 
rección. 


Entonces un campo conservativo puede determinarse por 
una única función, el potencial U. Recíprocamente ($ 89-3), 
si existe en un recinto simplemente conexo una función uni- 
forme y = p(x,y,z) tal que 
A ya E 


Da? oy ? az ? 


osea f=gegradU; 


o sea f = gradqp , 
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siendo P, Q, R continuas, es f un campo conservativo y ọ un 
potencial del mismo. 

Si U es una función potencial, lo es también la función 
V=U-+C, siendo C una constante arbitraria, y recíproca- 
mente dos potenciales U y V de un mismo campo f difieren en 
una constante, pues (§ 66-2): 


grad(U — V) = grad U — grad V = f — f = 0. 


Es decir: El potencial está determinado a menos de una cons- 
tante aditiva arbitraria. En ciertos casos se fija esta constante 
mediante una convención oportuna (ver § 93-1, nota 2). 


Si un campo vectorial [91-9] cuyas componentes P, Q, R 
ndmiten derivadas primeras continuas es conservativo, resulta 
de [91-27] 

A A 
dy dy 102 


y) de” 
que conjuntamente con las otras dos relaciones análogas dan la 
siguiente condición necesaria [y también suficiente si P, Q, R 
son diferenciables (§ 89-3, a) ], para que el campo simplemente 
conexo sea conservativo: 
oP 2Q Q _ 0R oR oP 


ME A A 


NOTA 5. Las curvas (superficies) de nivel del campo escalar plano 
(espacial) U =U (x,y), [U = U (x,y,z)] ($ 64-2, b) se llaman curvas 
(superficies) equipotenciales del campo conservativo f = grad U. Como 
el campo tiene la dirección de la normal n a ellas, y su intensidad es” 
'U/ón, se tiene: la intensidad del campo es inversamente proporcional a 
lu distancia infinitésima entre superficies equipotenciales, 


5. Rotor. Campos irrotacionales. — Vimos ($ 91-4, a) que 
In circulación [91-23] se interpreta en un campo de fuerzas 
como trabajo de una partícula que se desplaza. Otra interpre- 
tación sugestiva de la circulación a lo largo de una curva abier- 
ln o cerrada se obtiene en un campo de velocidades 


191-29] v = Pi + Qj + Rk 


de un flúido (o también de un sólido, ver ejemplo), pues en 
inl caso da una medida de la circulación general (positiva o 
negativa) del flúido a lo largo de la curva en el sentido elegido. 
Hi en un recinto simplemente conexo la curva C es cerrada y 
In circulación por ella no se anula, ello indica que en una su- 
perficie limitada por C el movimiento tiene un carácter gene- 
ral rotatorio; por tal razón cuando la circulación se anula so- 
bre toda curva cerrada C el movimiento, y también el campo v, 
w ilama irrotacional, pero esa condición equivale ($ 89-3, b) 
n que el campo sea conservativo (X 91-4, b). 
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En el caso general, si la curva cerrada C se contrae hacia 
un punto M de modo que tienden a cero tanto el área o de una 
superficie S que la tenga por borde, como su diámetro, la cir- 
culación sobre ella tiende a cero, pero no así en general su co- 
ciente por el área v. El límite de este cociente depende de la 
dirección n de la normal a S, veremos ($ 92-2) que en forma 
tal que define un vector, llamado circulación en el punto M, o 
rotor del campo en M, indicado por rot v, cuya componente 
según n es (fig. 313): 


[91-30] (rot v), = rot,v = lim + v.ds. 


EJEMPLO. En un sólido que gira alrededor del eje z con velocidad 
angular 1, la circulación sobre la circunferencia x* + y? = 7, 2=20, en 
el sentido de la rotación, es 2, dividida por el área del círculo da 2. 
En toda curva situada en un plano por el eje z la circulación es 0, el 
vector rot v vale en el origen de coordenadas: 0i-+ 03 + 2k. 


Para calcular la componente de rot v según z, tomemos en 
el plano (x,y) el cuadrado limitado por las rectas x = = h, 
2=0,é y==h, 2=0, la circulación en el sentido positivo 
(dextrógiro) es (fig. 314): 





Fig. 313 Fig. 314 
E e 
J- ah, Y, 0) dy E f P (x, h, 0)dz + 
[aia v Day + f7,P(s,—h.0)áz = 
i dE [Q(h, y, 0) — Q(—A, Y, 0) ]dy —- 


‘h 
al [P (æ, h, 0) — P (s, —h, 0ds. 
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Aplicando sucesivamente los teoremas del valor medio del 
Cálculo integral y del Cálculo diferencial, esta expresión se 
transforma en las siguientes, siendo £, y, £', y” números com- 
prendidos entre —h y h: 


0 f 0 , 
= [eeno Eewo are, 


de suerte que después de dividir por el área 4h? del cuadrado 
se tiene el límite: E 
DQ oP 
rot,v = oe — Y . 
Como las otras componentes resultan por permutación cí- 
clica se tiene: 


(AR  2Q1, PoR, 
[91-31] rotv = ES +) lo: + i + 
IQ i) 

Eo na 


Nota. La condición [91-28] para que un campo sea conservativo o 
irrotacional, equivale en virtud de [91-31] a la condición rotv = 0. 


6. El operador nabla de Hamilton y sus aplicaciones. — 
(1) HAMILTON introdujo el operador simbólico (nabla, delta 
invertida o del) definido así: 


0 . 0 o 
01. AS 
[91-32] ysi T) 


aen e 
oy T 02 
que permite resumir en forma clara y sencilla todas las opera- 
ciones vectoriales que estamos considerando: 
aı) Aplicado a un escalar U, resulta el gradiente; en efecto 


. 0 . 0 . 0U . òU oU 
e a ia 

n ECA: 

[01-33] yU = grad U. 

ad») A un vector, aplicado escalarmente resulta la diver- 
veucia; en efecto 
v.t= (157 +13, +k>37). (Pi+ Qi+Rk) = 
` ox oy dz 


oP dQ oR 
o Ey a 


v por [91-17] 
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[91-34] y.f = divf. 
as) Aplicado vectorialmente resulta el rotor; en efecto 
i j K 
go ð 3 
A u F 

P QA R 

y por [91-31] 

[91-35] vAf = rotf. 


b) Si u y v son vectores y $ un escalar, variables, valen 


para el operador nabla las siguientes identidades : 


[91-36] v . (šu) = (v).u + (v.u) ; 
[91-37] VA (ğu) = (vë) Au + (vAu) ; 
[91-38] v. (uA v)= (yv 4u.v — (VAv).u ; 
o sea 

[91-36] div(6u) = (grado).u + divu ; 
[91-37] rot(ġu) = (grad) Au + rotu ; 
[91-38] div (u A v) = v.rotu—u.rot v 


DeM. Basta transformar las expresiones de los primeros miembros 


en coordenadas: 





0 3p 3P 

j == A ==. dd Pb — 

bı) div(bu) = de (P) +... 3s P + ET 
ba) rot(Pu) = 

i j i j k i j k 

_|ə ə 3 |_ |3 əæ ə Salida de, ¿0 

= |ð dy 0 |T | əs ðy dz de ôy 02 

PP +Q R | P Q R P Q R 


bs) Se tiene, entendiendo que un determinante simbólico con una 


línca 
a ð 0 


— 


da > dy” az 
o bien i, j, k, se interpreta desarrollándolo por dicha línea; 


9. 2 0 
de dy 0 





div(uAv)=:4U Uy ua |= 





vı N, Vs 
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o 2 ə 9 o. 9 
=w,|%% %y 0 +u de y z | v, rotu — u. rotv. 
Yu Us i j k 
i j k vı Va Va 
c) Otras relaciones. — C,) El operador y se comporta en 


muchas identidades como un vector; por ejemplo 
VAvVU=0 ; v.(vauy)=0 ; 

o en notación ordinaria 

[91-39] rotegraddU=0 ; 

[91-40] div rot u = 0 


Ahora bien, [91-39] expresa que un campo conservativo es 
irrotacional, lo que es cierto ($ 91-5) conjuntamente con la in- 
versa: si rot v=0, existe U = U (x,y,z) tal que v = grad U. 
En cuanto a [91-40], se demuestra en coordenadas, y expresa 
que el rotor es de divergencia nula o solenoidal (§ 92-1, ce; 
$ 92-3). También vale la propiedad recíproca: todo vector so- 
lenoidal puede expresarse como el rotor de otro vector. 


Dem. Habrá que probar que si v es solenoidal, es decir div v= 0, 
existen vectores u tales que v= rotu. 

En efecto, si v= Xi + Yj + Zk, busquemos un u = Pi + Qj + Rk tal 
que R(x, y, 2) =0, debiendo ser entonces 


a a 
0 y- z3 P 


dz ` T da ? T æ dy ? 
para que sea v=rotu. 








X = — 





Tomemos 
2 z 
0=— [Xu i P= f7 Yva + aly), 
Zo Za 
«n tal forma que aplicando 
o _ 0, 0Y aZ _ 
div yv = ETS + y 0 0, 
rosulte 
IQ ðP z (E Y ) da 
= ot =- HS ES 
E dx dy z \ 3e ai dy ; dy 
s Z da da 
= T— Y — — = Z(x,y,2) — Z(%, y, 20) — — 
rs a = 2(64,2) — Zle ya) — 3 > 
parn lo cual será necesario y suficiente tomar da/dy =— Z (x%,Y, Zo), es 


decir 


ala, y) = — 7 Z(x,n, zo)dy. 
Y, 
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Por tanto, un vector u= Pi + Qj + Rk tal que sea v=rotu, es el de- 
terminado por 


P= f Y(æ,y tdt — [” Zímpzaján , 
Zo Yo 
Q=-— |’ Xut , R=0. 
Zo 


Fácil es ver que para *P(x,y,z), función diferenciable arbitraria, 
toda solución w tendrá la forma w =u + grad t. 


ca) Si se tiene en cuenta ($ 72-4) el tensor derivado yu, lo que 
da una tercera manera de aplicar el operador y a un vector (además 
de las indicadas en ds. y en as), se tienen las siguientes identidades: 


[91-41] v(tu)= (vu +yu ; 

[91-42] v(uAv) = (yu)Av — (y v)du ; 

[91-43] yA(uAv) =vw.(yu) —u. (y v) + u(yv .v) —ví(v.u ; 
[91-44] yv (u.v) = (yu) .v+ (vv).u ; 

[91-45] (vu .v=v. (yu) + vá (ydu) ; 


[91-46] y(u.v) =v. (vu) +u. (vv) + va (vada) + ua (yaAv). 


Conviene asociar la primera de estas relaciones (donde el primer tér- 
mino del segundo miembro es un producto tensorial de vectores, $ 63-2, e) 
con [91-36] y [91-37], y las dos siguientes con [91-38]. También con- 
viene observar que [91-44] y [91-46] son equivalentes en virtud de [91-45], 
donde en notación también muy usual, v.( vu) significa el anteriormente 
llamado producto del tensor y u por el vector v ($ 63-2, a), mientras 
que (vu).v significa el producto del tensor conjugado al yu por el 
vector v (véanse desarrollos en Índice de símbolos, pág. 601). 


d) Operador de LAPLACE. — El operador A (delta) de LA- 
PLACE, aplicable a un escalar, se define por: 


[91-47] AU = YU = yv.(vU)= divgradU , 


o en coordenadas: 
2 2 22 
[91-48] usa q TU 00D, 


ox? + oy? + 02? 


En muchas cuestiones de Matemática y aplicaciones a la 
Física y a la Técnica se presenta la ecuación diferencial de 
LAPLACE 


[91-49] AU = 0. 


Las funciones U que satisfacen esta ecuación se llaman ar- 
mónicas (cfr. § 93-1,b, y nota II, bz). 


NoTA. En 1785 publicó LAPLACH esta ecuación en coordenadas po- 
lares ($ 92-4, ej. 4) en relación con el potencial newtoniano ($ 93-1, b; 
Oeuvres, vol. 10, pág. 362) y más tarde (1789) en coordenadas cartenla- 
nas. Esta ecuación había sido considerada ya por LAGRANGH en 1761 en 
un problema de hidrodinámica. Por esta época consideró D'ALEMBERT 
la ecuación en «dos variables independientes: 


AU a Uss + Uy == 0. 
Tambión so usa la notación A, para el operador â= y”. 
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EJERCICIOS 


1. En el campo de velocidades v = 5i + tj 4- Ok hallar: 1%) Las 
trayectorias de las partículas; 2%) Las líneas del campo. 


2. L> mismo para el campo de velocidades v = txi + yj + zk. 

3. Determinar el potencial del campo vectorial plano, de componentes 
X =(2/3) +0, Y =wy +(2/3)8. 

4. Lo mismo para el campo X=y +2, Y =2+%, Z=x+y. 

5. Puede ser rotf 4 0 aún siendo el campo f de dirección constante, 
y también rotv=0 en un campo de velocidades v donde las particulas 
se muevan en un mismo sentido según circunferencias con un eje común. 
Probar que ello ocurre en los campos 

f= yi +0j+0k , v = (—yi + xj + 0k)/ (+y) , 

en todo el espacio para el primero, y en todo recinto que excluya al eje z 
para el segundo. 

6. El campo v del ejercicio anterior admite el potencial multiforme 
U =arctg(y/x). (Cfr. § 89-1, ej 2, y $ 89-2, nota 2). 

7. Comprobar que las funciones (x?+y? +z), In Væ + y’, 
arc tg(y/x), son armónicas. 

8. Verificar que la función 


r—a Bb b—r Aa 
U= ——.— + ——.— 
b— a r b—a r 
con r=(%*+y*+ 2)1+ satisface a la ecuación de LAPLACE, y toma los 
valores constantes A y B sobre las esferas r=a, r=b respectivamente. 


9. Probar que si U es solución de la ecuación de LAPLACD, lo es 


también 
0 0 0 
E ( ’ dy * 0 ) y 


si P(x,y,z) es un polinomio en v, y, Zz. 
10. Probar que si F (x,y,z) satisface a la ecuación de LAPLACE, lo 
mismo ocurre con 
1 x Y z 
r E y +) 


nlendo r = (x° + yP 42), 


11. Probar que si f(t) admite derivada segunda no idénticamente nu- 
ln, [(ax + by + cz) es armónica si y sólo si a? + b? + e =0. 


12. Toda función homogénea de grado n en x, y, z, que satisfaga a 
In ocuación de LAPLACE [91-49] se llama (THOMSON y TAIT, 1879) armó- 
nica esférica sólida de grado n; (cfr. $ 93 ejercicio 19). Verificar que 
lo oxon (A+ y4z)7P, 1, ax by+cez, e*+yz— Y, (2 +1y)", con 
urndos —1, 0, 1 (si abc 40), 2, n, respectivamente. 


13. Probar que si U es armónica esférica sólida de grado n, r'U, 
um r= (æ? + yY + z), satisface a la ecuación de LAPLACE [91-49] si y 
wolo xi h=0 Óó kh=-—2n— 1, obteniéndose en el último caso una armó- 
tien esférica sólida de grado —n — 1 (LorD KELVIN). 
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§ 92. TEOREMAS INTEGRALES Y APLICACIONES 


1. Transformación de integrales triples. — a) Flujo de un 
campo vectorial a través de una superficie. — Dado un campo 
vectorial uniforme w, si se considera un área o normal a la 
les de w, se llama flujo de w sobre o al producto 

w| = ow. 

Si el área es oblicua al vector w, y el ángulo de incidencia 
es (n, w), se llama flujo al producto 


w.c. cos(n, w) = o. proy. de w sobre n = Wn.o 


cuyo signo depende del sentido que se adopte para la normal 
n. El flujo es un escalar y su significado físico depende de la 
magnitud que represente el vector. Si es la velocidad de un 
flúido, el flujo es la cantidad de éste que pasa por o en la 
unidad de tiempo; si representa una radiación luminosa, calo- 
rífica, etc., el flujo es la cantidad de energía que pasa a tra- 
vés de o en la unidad de tiempo, ete. 

Dada una superficie curva cualquiera y un campo vectorial 
w de componentes variables (X, Y, Z) funciones de (x, y, 2) 
el flujo elemental correspondiente a cada elemento de superfi- 
cie dS es w, .dS, y el límite de la suma de flujos elementales 


se llama flujo de w a través de la superficie. Su expresión es, 
por tanto: 


[92-1] Flujo = ff was = f/f n.was= 


JS, [X cos (n, 2) + Y cos(n, y) +Z cos(n, 2) ]dS = 


Sl Xdydz + Ydzdz + Zdxdy , 


según vimos en [90-15], con las convenciones de signo allí con- 
sideradas. Si la superficie S es cerrada, se aplica el convenio 
establecido en $ 90-3, es decir, el flujo saliente de la superfi- 
cie cerrada se considera positivo, y el entrante se toma nega- 
tivo, es decir, a w, le atribuimos signo + si la proyección de 
w sobre la normal está dirigida hacia el exterior del recinto, 
y signo — si está dirigida hacia adentro. Esto se expresa bre- 
vemente diciendo: w, es la proyección de w sobre la normal 
exterior ne. Así, los dos últimos miembros de [92-1] se inter- 
pretan según [90-22]. 


bL) Teorema de GAUSS o de la divergencia. — Ya hemos 
expresado en [91-21] la velocidad de expansión o derivada con 
respecto al tiempo, del volumen de un flúido, obteniendo 


[92-2] Sr = fff, avva. 
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El primer miembro se puede calcular de otra manera pen- 
sando en el movimiento de la superficie que limita al flúido pri- 
mitivamente en un recinto R de volumen V. Si suponemos que 
R tiene una cara plana P de normal exterior n. y superficie 
AS, y que en sus puntos es v = const, el crecimiento del volu- 
men a través de P por unidad de tiempo es (fig. 315) 

h.AS = v cos(v, ne). AS = V. AS. 

Para un recin- 
to R cualquiera li- 
mitado por una su- 
perficie con plano 
tangente en todos 
sus puntos tendre- 
mos un valor apro- 
ximado de dV/dt 
considerando un 
poliedro inscripto 
y para cada una 
de sus caras, co- 
mo valor constan- Fig. 315 
te de la velocidad, 
el correspondiente en el campo a uno de sus puntos. Si el cam- 
po v es continuo, este valor aproximado %v,AS tiende al valor 
exacto dV/dt cuando tiende a cero el máximo de los diámetros 
de las caras, y el ángulo de éstas con los planos tangentes. Por 
otra parte, la suma *v,AS tiende a una integral de superficie, 
resulta así: 


[92-3] TSh hss., 


y de aquí por [92-8] resulta el teorema de GAUSS o de la di- 
vergencia: 


[924] [Sf avvav= ff oras =// m.vas , 


o en notación escalar [91-29], llamando ni, nə, Nng, a las com- 
ponentes de la normal exterior a la superficie S, y siendo 


-Pi + Qj + Rk: 
192-5] Dr (5 aE dV = 


= ff (aP + mQ nR)AS. 


Expresa [92-4] que la integral de la divergencia de un cam- 
po vectorial en un recinto R es igual a la integral sobre la 
superficie que lo limita, de la componente del campo según la 
normal Bxterior. 
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El primer miembro de [92-4] suele llamarse divergencia 
total en R, y la integral ff %, AS, extendida a una superficie 


cerrada o abierta, es el flujo del campo a través de la super- 
ficie. Entonces el teorema de GAUSS establece que la divergen- 
cia total en un recinto es igual al flujo a través de la super- 
ficie que lo limita. 


EJEMPLO. Para P =g, Q=y, R=z en [92-5] resulta [90-20]. 


c) Condición necesaria y suficiente para que div v se anu- 
le en todo punto, es que se anule el flujo a través de toda su- 
perficie cerrada. En este caso el campo se llama solenoidal (tal 
ocurre con el campo magnético de una bobina o solenoide). 


c1) Si divv=0, por [92-4] se anula el flujo a través de 
toda superficie cerrada. 


2) Si div v = 0, por ejemplo divv > 0 en Mo(Zo, Yo, Zo), 
por la continuidad de 2P/2x, ..., será divv >0 en todo un 
entorno de Mo y por [92-4] será >0 el flujo a través de la 
superficie que lo limita. 


En el movimiento de un flúido esto sólo puede ocurrir si 
el flúido se expande o dilata, con una velocidad dada por [92-37]. 
Aplicando entonces el teorema de GAUSS a un entorno infini- 
tésimo de M, resulta: En el movimiento de un flúido, la diver- 
gencia de la velocidad representa en cada punto la velocidad 
de expansión por unidad de volumen. 


NoTAs: 1. Consideremos en un campo solenoidal un recinto R for- 
mado por el trozo de un tubo de vectores entre dos secciones S, y Sz. Si 
bien no todo campo admite superficies (como las equipotenciales de un 
campo conservativo) normales a la dirección del campo en todo punto, 
podemos suponer que S, y S: son aproximadamente normales al campo 
en el sentido de que los ángulos de sus normales n, y nə con v, tienden 
a cero al angostarse el tubo. Para ello una de las normales es interior 
y otra exterior a R, y como el flujo a través de las paredes del tubo es 
nulo, tendremos, por ser el campo solenoidal: 


$ /. was =f f VdS ; 
S, S, 


y entonces, llamando o® y o? a dos secciones infinitésimas de un mismo 
tubo, y v” y v'” a las intensidades del campo en ellas, tendremos: 


[92-6] yO = vg 
es decir, en un campo solenoidal las intensidades en los puntos de un tubo 


de vectores de sección infinitésima, son inversamente proporcionales a las 
áreas de las secciones normales. 


2, La relación [92-5], también llamada fórmula de Gauss o de Os- 
TROGRADSKI, puede eseribirse también en la forma (ver $ 903, c): 
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f f: Sl — e + +) dadydz = 


= de Pdydz + Qdzde + Rdxdy , 
S, 


donde debe observarse el orden de las diferenciales en el segundo miem- 
bro, en relación con lo visto en § 88-5, c. 


d) Fórmulas del gradiente y del rotor. — Las integrales 
triples de grad U y de rot f se transforman así: 


i927) f/f gravar =/ / nuas, 
[92-8] fff, rottav = ff natas. 


Dem. dı) Haciendo en [92-4] v = U(x, y,z)a (a= const.) y tenien- 
do en cuenta que por [91-36] es div v = (grad U).a, resulta 


a. a nU dS 
IF grad U dV = Ba , 


y GE esta igualdad de productos escalares vale para todo a, resulta 
92-7]. 


de) Haciendo en [92-4] v=f^a (a= const.) y teniendo en cuenta 
que por [91-38'] es div (få a) = a rotf, resulta 


TEE rttav= f f mtaas=a. f f nåfdS , 


y T esta igualdad de productos escalares vale para todo a, resulta 
92-8]. 


2. Carácter intrínseco de los operadores diferenciales grad, 
div, rot. — Que los operadores diferenciales grad, div, rot, de- 
finidos por sus expresiones en coordenadas cartesianas [66-13], 
[91-17] y [91-31] son en realidad independientes del sistema 
de coordenadas, resulta muy fácilmente de las fórmulas [92-4], 
[92-7] y [92-8], dando esta última también el carácter semi- 
tensorial (§ 63-2, e) de rot f. Ello resulta de la invariancia de 
las expresiones que figuran en los segundos miembros con res- 
pecto al sistema de coordenadas. 


Por ejemplo, si div v tuviera en otro sistema de coordenadas otro 
valor Div v, como el segundo miembro de [92-4] tiene el mismo valor en 
ambos sistemas, será para todo recinto R: 


SE DivvdV =S divvdV ó TIT (Div v — divy)dV = 0. 


Si fuera en un punto M, Div v Æ div v siendo ambas continuas, ten- 
dría la diferencia Div v — div v signo constante en un entorno E de P, 
y no podría anularse su integral sobre E. 
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3. Teorema de Stokes. — Consideremos en un campo vec- 
torial v = Pi-+ Qj-+ Rk una curva C y una superficie S que 
la tenga por borde. Si n es la normal a S, definimos en § 91-5 
rotv en cada punto de S como un límite de circulación por 
unidad de superficie encerrada; entonces cabe preguntar si re- 
cíprocamente no será posible, conociendo rotv en cada punto 
de S, reconstruir 
la circulación a 
lo largo de su 
borde C. Divi- 
diendo S en tro- 
zos AS; de áreas 
AS; y contornos 
C; mediante una 
red de curvas (fi- 
gura 316), y eli- 
giendo los senti- 
dos de circulación 
y de n de acuer- 

Fig. 316 do. con la orien- 

tación del triedro 

de coordenadas, y un punto M; en cada trozo AS;; tendremos 
por [91-30] 


1 
[92-9] | rot, Vy i e V. ds + Ei 3; 


donde e; tiende a cero con el diámetro de AS;. La suma de las 
circulaciones sobre los C; es simplemente la circulación a lo 
largo de C, pues las integrales sobre los arcos comunes a dos 
AS;, se destruyen mutuamente al tomarse dos veces en sentidos 
contrarios. Resulta entonces por [92-9] : 


[92-10] Í, v.ds = Y | rota v l. AS, — YXE¡AS,. 





Pasando al límite para máximo diámetro de AS; tendiendo 
a cero de modo tal que máxe;>0, resulta la fórmula de 
STOKES 


[92-11] J, veds JI rot, vdS , 


o sea: la circulación a lo largo de una curva simple cerrada es 
igual al flujo del rotor a través de una superficie cualquiera que 
la tenga por borde, eligiendo los sentidos de circulación y nor- 
mal de acuerdo con el triedro de coordenadas con el que defini- 
mos el rotor. Este flujo es entonces el mismo a través de dos su- 
perficies S, y S: con el mismo borde C y que no se corten en 
puntos fuera de C; como la normal exterior a la superficie 
cerrada S, +-S. se obtiene invirtiendo el sentido de la normal 
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en una de las superficies Si; Ó Sa, resulta que rot v es sole- 
noidal, en concordancia con la identidad [91-40]. 


Noras: 1. Llamando nı, ne, Na a los cosenos directores de la normal 
n en el sentido elegido, se tienen, para la fórmula de STOKES en coorde- 
nadas cartesianas, las dos formas siguientes (ver $$ 88-4, d, y 90-2, d, 
y cfr. $ 92-1, nota 2): 


[92-12] f Pdx + Qdy + Rdz = 
C 
= ES 4 (R — Q.) + (P. — Ra) na + (Q: — P,)ns+dS = 


= TF (R, —Q.+) dydz + (P, — Ra)dzdx 4+ (Q: — P,) dz dy. 
S 


2. Si la superficie S es un recinto R del plano (x,y), [92-12] da 
la fórmula [88-25] de RIEMANN. 

Aplicando la fórmula de GAUSS - OSTROGRADSKI ($ 92-1, nota 2) a un 
volumen cilíndrico de altura infinitésima, comprendido entre los planos de 
alturas 2 y 2 + dz y suponiendo R=0 se obtiene, 


[92-13] I (Pa + Qu) dedy = f (i Pdy — Qde , 


donde el signo — resulta de lo dicho en $ 88-5, c. 
De [92-13] resulta nuevamente la fórmula de RIEMANN [88-25] cam- 
biando P, Q, por Q, —P. 


: 3. En un campo vectorial v = P (x,y)i + Q(x+.y)j en el plano (x, y), 
pongamos div v = P; + Q,. Considerando el contorno C de un recinto R, 
llamemos t,, tz; nı, n2, a los cosenos directores de la tangente y de la nor- 
mal exterior, de 


dx = tids = — nds , dy = t:ds = nds 
resulta por [92-13] 


[92-14] Sf div v dS =f (Pr + Qn:)ds =f v.nds =f Vads , 
R c c c 


donde el último miembro se llama flujo del campo a través de la curva C, 
Por su analogía con [92-4] suele llamarse a [92-14] fórmula de GAUSS en 
el plano, pero no es sino otra forma de la fórmula de RIEMANN [88-25]. 


4. Los operadores diferenciales en coordenadas curvilíneas. 
— a) Si las ecuaciones ; 


[92-15] x= f(u;, Uo, U3), Y = E(U1, Us, Us), Z = h(t, Uz, Us), 


donde f, g, h son funciones uniformes, y con derivadas conti- 
nuas, son resolubles unívocamente en las u;: 


[92-16] u: = u (z, y,z) , ((=1,2,3) , 
a cada punto M(x, y, 2) del espacio (o de una región donde las 
condiciones anteriores se cumplen) corresponde por [92-16] 


una terna de números wi, Uz, Ua, y recíprocamente a cada terna 
u; corresponde por [92-15] un punto M (x,y,z), de modo que 
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los u; constituyen un sistema de coordenadas para la determi- 
nación de los puntos en el espacio. Se las llama coordenadas 
curvilíneas porque cuando dos de ellas toman valores fijos: 
Uz = 42, Ug = UY, al variar la otra, las ecuaciones paramétricas 


[92-17] x = f(u, U2, U?) ; Y = g(h, Ul, us?) ; 
Z = h (u, Ul, Ua?) 


representan una línea, en general curva, Hamada curva u, (cfr. 
§ 77-2, a). Análogamente se definen las demás curvas de coor- 
denadas: curvas U42(U4z = const., yu; = const.) y curvas uz (u: = 
= const., uz = const.). 

Dado un sistema de valores u; = u;:?, cada una de las ecua- 
ciones [92-16] representa una superficie, las tres tienen un 
solo punto común, de coordenadas curvilíneas u;,%, y dos a dos 
se cortan según líneas u;, por ejemplo, las dos primeras se 
cortan según una línea uz. 

Nos limitaremos al caso más frecuente en las aplicaciones, 
en que para cada punto, las tres superficies [92-16] que pasan. 
por él se cortan ortogonalmente, y entonces son mutuamente 
ortogonales las tres líneas u; por cada punto. El elemento de 
arco a lo largo de cada una es ds; = h; du; donde las h;? = gi; 
(cfr. S 77-2, 4) son funciones w, uz, uz. Cuando las tres coor- 
denadas u: varían simultáneamente, se tiene (cfr. $$ 76-1 y 
83-6, a): 


[98-18] ds? = *2 ds;? = 2 h;? du;?. 
EJEMPLOS: 1, Para las coordenadas cilíndricas r, 4, z, ($ 84-3), se 

ticne: 
[92-191] æ = reos ; y = rsend ; 2=xz , 
y resulta: 

dæ = cos à dr — rsenàì dà ; dy = senddr + reosidA ; dz = dz ; 
entonces: 
[92-20] ds’? = dx? + dy? + d? = d? + 7 d}? + dz? 
y por consiguiente 
[92-21] h = h, =1 js h=hi="T 5 h=h.=1. 


2. Pura las coordenadas esféricas ($ 84-2): radio r, colatitud 6 y 
longitud A. se tiene: 


[92-22] x = rsen cosà ; y = rsenfósend ; z=r"rcos0 , 
y resulta 

[92-23] dẹ = d? + rde + rsen?’ o di 

con lo que se tiene 

[92-24] hi=h,=1 ; h= hg="T ; h= h, = rsenô. 


b) Al variar dos de las coordenadas curvilíneas ui, us en- 
tre 4, 44 y Uy] du;, 941 du respectivamente, permanecien- 
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do constante la otra coordenada, se tiene un rectángulo curvo 
infinitésimo (fig. 317) de área: 
[92-25]  dSi; = ds; ds; = 
= h; hy du; dur. 
Si las tres coordenadas u; 
varían entre u; y u; +dus, 
(i = 1,2,3), se tiene un pa- 
ralelepípedo infinitésimo de 
volumen: 
[92-26] dV = ds, ds: dsz = 
= hi hs ha du, due due . us edo 
Aplicando a este paralele- Fig. 311 
pípedo el teorema de la diver- 
gencia [92-4] y transformando el primer miembro por el teo- 
rema del valor medio del Cálculo integral, resulta, siendo M un 
punto del paralelepípedo y S su superficie: 


[92-27] (div v)m hı hz hs din duz dus = T f, vn dS 


El flujo a través de las caras perpendiculares a la línea w 
será por [92-25]: 


(Va, ho ha Auz Aus) usau, — (Va, ho hs dua dus)a, = 


u,+0u, 





ds,= h, du, 


0 
= i (hz hg Vu ) du; due duz + o CA dug duz) š 
1 
Reemplazando esta expresión y las dos análogas en [92-27], 
resulta, siendo du,, dus y duz infinitésimos, la expresión de la 
divergencia en coordenadas curvilíneas : 


; al 0 ð 
[92-28] div v = gys | g Pe ha va) + gi Ch Ma Va) + 


ð 
+ A (hi hə va) | . 


EJEMPLO 3, Se tiene en coordenadas cilíndricas (ejemplo 1): 


. 1 0 1 N dv, 
12-25 = — — (10). + = == 4 == 
| 9] div v PET rv). + 7 Ta de 
y en coordenadas esféricas (ejemplo 2): 
1 3 1 ə 1. 0 
12-30] div v =-=7=7 (0) + == 37 4 Fsenb 
| 30] div y a (v) + ssns o (senf vg ) + ssent O 


c) Dado un escalar = ð (u, uz, u3), su gradiente v = 
grade tiene por componente en una dirección cualquiera, 
ln derivada de + en esa dirccción: v, = grad, + =09/08, y en- 
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tonces las componentes del gradiente en coordenadas curvilí- 
neas son: 

1 206 

h; OU a 


Reemplazando v=grad 4 en [92-28] resulta entonces 
($ 91-6, d) la expresión del operador A de LAPLACE en coor- 
denadas curvilíneas: 


E 1 0 ha h3 099 
[92-32] aS hi ho hg aa hi | T 


0 hah, 09 | 0 hı ha ð 
+ dU | ho 0U2 + dUg hg =h " 
EJEMPLO 4. Se tiene en coordenadas cilíndricas (ejemplo 1): 


1 3/2 1 a a 
[92-38] ag = — ( 2) + b y 


[92-31] Y, = gradu $ = 








ra” a re a 
y en coordenadas esféricas (ejemplo 2): 
1 9 dp 
pea ambi rie) 
1 0 dp 1 d a 
+ nO Sl AT ) + P seno N * 


d) Para obtener las componentes de rot v en coordenadas curvilí- 
neas apliquemos el teorema de STOKES al rectángulo curvo infinitésimo 
de la figura 317. La circulación del campo sobre los lados donde se man- 
tiene constante w vale 


d 
(vu, 182) u,+du, — (Vu, d8s)u, = a (Ra Vu, ) dur dus + o(dus dus). 


Análogamente, la circulación sobre las otras dos caras es un infini- 
tésimo equivalente a 


0 
a E (hi Vu, ) din dua. 


Dividiendo la suma de las partes principales de estos infinitésimos por 
el área dS = hı hz du, dua se obtiene la componente rotu, V: 


1 9 0 
[92-35] rot», v = Ta ha [ (ha Vu) — ES (hi Vu, ) |. 


Las otras dos componentes resultan por permutación cíclica de los 
sub-Índices. 
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EJERCICIOS 


1. Calcular el flujo del vector (xy +y?)k a través del hemisferio 
z >0 de la superficie esférica a +y+2=1l. 


2. Verificar el teorema de la divergencia para el campo X =>, 
Y —1, Z=0 para las regiones: 


19) Paralelepípedo a<x*<«uwv, b<ysb', 0<X<2<cC'; 
20) Esfera a+ y*+2*< r 


3. Calcular el flujo del vector v — (3xy?— x*)i + (yz? — y)j + 3u% k 
a través de la superficie cerrada (x?/9) + (y?*/4) + z*= 1. 


4. Evaluar 





ax , By x) ) 
E a? e b* T c esa 
sobre la mitad z >0 del elipsoide (x/a)* +(y/b)? + (2/c)?= 1, siendo 
a, B, y los cosenos directores de la normal exterior en el punto (x,y,z). 


5. Demostrar que una superficie cerrada rígida permanece en equi- 
librio cuando en toda su extensión actúa una presión exterior uniforme. 


6. Si R es una región del espacio limitada por una superficie con- 
vexa S, mediante la descomposición 


GYA af YA 
SSS T a S f faa [hu 
probar que 
oZ 
TSh Ea dx dy dz = i Z dx dy. 


Deducir la fórmula de GAuss-OSTROGRADSKI en la forma de $ 92-1, no- 
ta 2, y con ello el teorema de Gauss [92-4]. 


7. Un campo es central si la fuerza pasa por un punto fijo P 
(centro) y su magnitud y sentido sólo dependen de la distancia a P. 
Probar que el único campo central de centro P, continuo salvo en P y 
con divergencia nula salvo en P, es el campo newtoniano de una par- 
tícula en P (masa >0 ó <0). 


8. Un campo es axial si la fuerza es siempre perpendicular a una 
recta fija (eje), y su magnitud y sentido dependen sólo de la distancia r 
a ella. Hallar la ley de la fuerza si el campo es continuo y con diver- 
gencia nula, salvo en el eje. 


9. Dado el vector v = —yi + (x° + xz?) j + (x° + y? + 2?) k, calcular el 
TE de su rotor a través de la bóveda de VIVIANI. Verificar que es 
iv rot y=0. 


10. 10) Probar que un campo constante X = Y = 0, Z = —g es con- 
servativo, dando el potencial; 2%) Lo mismo para todo campo central 
(ejercicio 7); 3%) Lo mismo para todo campo axial (ejercicio 8). 
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§ 93. APLICACIONES FÍSICAS 


1. Campos newtonianos. — a) Carácter conservativo; po- 
tencial. — El campo gravitatorio de una partícula unidad en 
Mo (£o, Yo, Zo) tiene en M(x,y,z) las componentes : 


l Zot _ fo—ë Qa HY 


= ; pS 


[93-11 P=- = 





Zo — z 
R = 2 
siendo 

r= MM = [(zo— 2)? + (Yo — yY)? + (zo — 2)21112. 

Es fácil verificar que: ` 
0 1 0 1 0 

[93-2] e rs y ir ), R= — 


y entonces el campo es conservativo, con función potencial 
U = 1/r: 


[93-3] f = grad U. 


En consecuencia, son conservativos los campos gravitato- 
rios de distribuciones de masas: sobre una curva C con densi- 
dad lineal p, sobre una superficie S con densidad superficial o, 
sobre un volumen V con densidad 7, y derivan de potenciales: 


[93-4] Uu=/ Las taff Zas; 


u=///, e 


Por [93-3] se obtiene entonces para cada una de las distri- 
buciones anteriores la expresión del campo 


[93-5] f = — f LE uds ; t=— |f was ; 


t= fff a udY , 


siendo u, = r/r el versor en la dirección de r. 








NOTAS: 1. Para que las fórmulas [93-4] valgan en todos los campos 
newtonianos, cuando elementos de igual signo se atraen (como en cam- 
posa gravitatorios), o se repelen (como en campos eléctricos), se suelen 
adoptar las siguientes convenciones: 

1%) En todos los campos de fuerzas conservativos f = grad ọ, se 
llama a q función de fuerzas; 


2") En campos abstractos, el potencial es U = ọ; 
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39) En campos newtonianos, el potencial en M de un elemento uni- 
dad en Mo, es U=1/r=—1/M.M, y entonces: 


31) Si elementos de igual signo se atraen, U = q — energía poten- 
cial con signo cambiado; 

31) Si elementos de igual signo se repelen, U = — q = energía po- 
tencial. 


2. La constante aditiva que entra en la definición del potencial suele 
fijarse en los campos newtonianos mediante una convención oportuna. 
Si la distribución de masas es tal que el potencial en M tiende a un 
límite finito cuando M tiende a infinito en una dirección cualquiera, se 
fija la constante de modo que este límite sea 0. ¡Esto es posible en par- 
ticular cuando las masas están contenidas en una región acotada del es- 
pacio. 


3. Las distribuciones de masas que hemos considerado sobre una su- 
perficie S, y lo mismo los respectivos potenciales y campos, se llaman de 
simple capa, por oposición a las distribuciones de doble capa (nota 1). 


b) Carácter solenoidal fuera de las masas; ecuación de 
LAPLACE. — En un campo gravitatorio es divf =0 en los 
puntos del espacio no ocupado por masas. Basta observar que 
para el campo [93-1] de una partícula se tiene: 





yg = 2 Tt, 0 Yo—Y y 0 fo—% _ 

E dae r + y r az rr — 
3 (Lo — 2)? + (Yo — Y)? + (Zo —2)? 

A + 3 AAA A a = 


3 3 
EE e 


Luego para el potencial de gravedad se tiene en el espacio 
no ocupado por masas: 


[93-6] div f = div gradU = 0 , 

o sea ($ 91-6, d), es U función armónica o solución de la ecua- 
ción de LAPLACE 

[93-7] AU = 0. 


c) Integral de GAUSS. — En el campo gravitatorio de una 
masa m situada en. un punto N, el flujo a través de una su- 
perficie S que la rodea, es igual al flujo a través de una esfera 
E con centro N e interior a S, pues en el espacio entre E y S 
es div f = 0. Pero si r es el radio de E y n la normal exterior, 


es f = (m/r?) (—n), de modo que f, = — m/r? y el flujo vale 
— Z. hnr? = — 4am. 


Por el carácter aditivo del flujo (respecto de la suma de 
vectores) y paso al límite, resulta de aquí que el flujo dex 
campo gravitatorio de una distribución cualquiera de masa to- 
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tal M, a través de una superficie cerrada que la contenga en 
su interior, y hacia. afuera, está dado por la integral de GAUSS: 


[93-8] i i £,dS = — 41M. 


d) Punto interior a las masas. Ecuación de POISSON. — 
dı) No es evidente que las conclusiones a que llegamos en a 
subsistan cuando el punto M es interior a las masas; en tal 
caso son impropias las integrales [93-4] y [93-5], pues los fac- 
tores 1/r y 1/1? tienden a infinito para r=> 0. Sin embargo, 
para el caso de distribuciones espaciales estas integrales son 
convergentes, y las conclusiones de a, subsisten. Más precisa- 
mente se tiene: 


Las relaciones [93-3], [93-4] y [93-5] correspondientes u 
distribuciones espaciales o en volumen subsisten cuando el pun- 
to M es interior a las masas, siendo tanto el potencial U como 
el campo f funciones continuas del punto M en todo el espacio. 


Esta propiedad es consecuencia del teorema 2 de § 87-2. 


d2) En el interior de un dominio V ocupado por masas de 
densidad 7, deja de valer la ecuación de LAPLACE [91-49]. Para 
todo dominio V,, limitado por una superficie S,, tendremos en 
virtud de la integral de Gauss [93-8] y del teorema de GAUSS 
[92-4], observando aue 


M = 106 raV: 
[93-9] Dn div fdV = —4r SIS rady. 


Resulta de aquí por ser V, un dominio cualquiera: div f = 
= —4Âx7, o sea la ecuación de POISSON, que generaliza la de 
LAPLACE: 


[93-10] AU = —Anr. 


2. Derivadas locales y derivadas sustanciales. — Al estu- 
diar el movimiento de un flúido podemos considerar los valores 
que toma en función del tiempo una magnitud escalar w o vec- 
torial w (por ejemplo la velocidad v) ya sea en un punto fijo 
del espacio (punto de vista local o de EULER), ya sea en una 
misma partícula móvil (punto de vista molecular o de LAGRAN- 
GE). A estos puntos de vista corresponden respectivamente los 
conceptos de línea de flujo y de línea de corriente. En general 
los problemas técnicos se presentan bajo el aspecto euleriano, 
por ejemplo, en las corrientes en canales interesa esencialmente 
el comportamiento en secciones dadas. 
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Entre las derivadas 


DW : A dw 
local a aN sustancial w = T’ 


que resultan de considerar la variación de w ya sea en un 
punto fijo, ya sea en una misma partícula móvil, existe la si- 
guiente relación 

dw w dw dw dw 
A A A a a 


siendo P, Q, R las componentes de la velocidad v. 


DEM. La partícula móvil M que en un instante t ocupa la posición 
H(x,y,z), transcurrido un intervalo infinitésimo dt ocupará la posición 
K= H + vdt, de coordenadas x + Pdt, y + Qdt, z- Rdt. Entonces el 
incremento de la función w = w (t; x,y,z), o sea 

w(t+ dt; x + Pdt, y + Qdt, z+ Rdt) — w(t; x, y,2), 


es, supuesta w diferenciable (§ 67-2) un infinitésimo equivalente a 
ðw ðw dw ðw 
ES A E 


sn aquel incremento es por otra parte equivalente a w dt, resulta 


La relación [93-11] puede escribirse también 
dw Dw dw 
a ax a TY Eradow , 


y la análoga que resulta de [93-11] reemplazando w por un 
vector w puede escribirse también 


[93-12] 


dw ow 
[93-13] a V.VWo, 
indicando, como es usual, con v . y w el producto (v w)v ($ 63-2) 
del tensor derivado yw ($72-4) por el vector v, o sea (cfr. 
[63-10]) : 


OW ow ow 


Por ejemplo, la aceleración a de una partícula del flúido 
tiene, desde el punto de vista euleriano, la expresión 
ov v 


ov 0 0v dv 
[93-14] a SM A dá == TV. vv. 


3. Presión interior. — a) Para comprender el estudio di- 
námico de los flúidos, vamos a investigar las propiedades de 
las tensiones interiores. Si M es un punto de una masa flúida 
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en reposo y se traza por él un plano cualquiera, éste sufre por 
ambas caras presiones iguales y opuestas. Consideremos en ese 
plano un entorno de M y dividamos por su área la resultante 
de las presiones que una parte del flúido ejerce sobre la otra; 
este cociente puede considerarse como presión media. Al tender 
a cero dicho entorno, se admite que este cociente tiende a un 
límite, el cual se llama presión hidrostática en el punto M, co- 
rrespondiente a la orientación del plano elegido. 

La propiedad característica de los líquidos perfectos sin 
rozamiento es el hecho experimental de la perpendicularidad 
de la presión al plano respectivo; y esta propiedad constituye 
el fundamento de la Hidrostática. En los líquidos en movimien- 
to pueden presentarse tensiones oblicuas, pero sus componen- 
tes tangenciales se desprecian en un primer estudio, y la nor- 
mal recibe el nombre de presión hidrodinámica. 

Consideremos con vértice en M un tetraedro infinitésimo 
con tres caras perpendiculares a los ejes x, y, 2, de áreas 
Ss, Sy, Sz. Sea S el área de la cuarta cara, n su normal exte- 
rior, y Dz, Py, Pz, Pp las presiones sobre cada cara. Como condi- 
ción de equilibrio del tetraedro se tiene: 


pS cos(n, 1) = PSs , pScos(n,y) = pS, 
pS cosí(n, 2) = P:S: , 


y como por otra parte es 
S, = S cos(n, x) , 


y =S cos(n, y) , 
S, = S cos (n,z) , 
resulta 
[93-15] P = Pe = Py = Pz 


es decir: la presión en 
cada punto es indepen- 
diente del plano consi- 
derado. 


b) Consideremos el 

prisma rectangular in- 

finitésimo de la figura 

Alsua) A 318, de caras paralelas 

A a los planos coordena- 

dos. Las fuerzas sobre 

Fig. 818 las caras perpendicula- 
res al eje x son: 








cara ADD'A': — pdydz 
cara BCŒCB': — (p+ des] dydz. 
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Por consiguiente, la componente según v de la fuerza f = 
= fii + fo] + fak por unidad de volumen será —3p/3x, y análo- 
gamente para las otras dos, de modo que: 


es ODE a 0 
[93-16] A =— a hs hi 
o sea 
[93-17] f= —grado , 


es decir, el campo de fuerzas f es conservativo con potencial 
—p ; las superficies equipotenciales son las de presión constan- 
te. En particular la superficie libre del líquido es equipotencial. 


c) Flúidos en equilibrio. Caso de flúidos pesados. — c,) Pa- 
ra que un flúido esté en reposo, las fuerzas exteriores f* deben 
equilibrar a las fuerzas f provenientes de la distribución de pre- 
siones. Será entonces por [93-17]: 


[93-17] f = — grado , 
Entonces: un flúido sólo puede estar en reposo bajo la ac- 
ción de fuerzas conservativas, o sea, de un campo irrotacional. 


Las presiones quedan entonces determinadas por [93-18] a me- 
nos de una constante aditiva. 


cz) Para un flúido de densidad e bajo la acción de la gravedad es 
f* ——.ogk, y entonces 


[93-19] gradp = — o0gk, o sea: 
dp 3p dp 
onera e a aN 


siendo las superficies equipotenciales o isobáricas planos horizontales. 
Si el flúido es incompresible, es decir ọ independiente de p, lo que 
ocurre aproximadamente con muchos liquidos, se tiene 
p = — ogz + C. 
Si el flúido es un gas ideal, de la ecuación pV =nRT, donde n es el 
número de moles, resulta 
[93-20] p = E RT 


siendo u el peso molecular. Reemplazando en [93-19] e integrando ($ 51-1, 
a 2), resulta la ley de decrecimiento esponencial de la presión con 
a altura z 


[93-21] p = po (Ww/RTIZ | 
y de aquí, por [93-20], la ley de decrecimiento de la densidad, 


4. Ecuaciones de la hidrodinámica. — a) Llamando f* a 
las fuerzas exteriores por unidad de volumen, la fuerza total 
que actúa sobre el volumen infinitésimo dV será por [93-17], 
(£* 4 HD dV = (£* — grad p)dV. Teniendo en cuenta la expre- 
sión [93-14] de la aceleración resulta, por la ley de NEWTON 
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de la Dinámica la ecuación del movimiento de EULER, que pue- 
de expresarse en la forma euleriana 


[98-22] [+ v. y y | = f* — grado , 
o lagrangiana 


dv 
[93-23]. eE 

b) Busquemos ahora la condición para que el flúido que 
en la unidad de tiempo ha incrementado el volumen V, haya 
atravesado la superficie que lo limita. El incremento de masa 
en la unidad de tiempo es 


e Lay; 


por otra parte, en dicha unidad de tiempo, por el elemento dS 
penetra el volumen —v,dS (n normal exterior), luego por toda 
la superficie atraviesa la masa 


— ff oas 
SSS, av =— ff onas, 


y aplicando a la segunda integral el teorema de Gauss [92-4] : 


IIL [+ divtow | dV = 


De aquí resulta, por ser arbitrario el volumen V, la ecua- 
ción de continuidad, de EULER, en la forma euleriana 


= f* — grad p. 


y resulta 


[93-24] a + div(ov) = 


Si hay manantiales (sumideros) de caudal específico e (ma- 
sa por unidad de tiempo y de volumen; signo — para sumi- 
dero), en el segundo miembro de [93-24] debe figurar-e en 
lugar de 0. En general, e = e(x, y,2,t), como en el caso de 
condensación de un gas. 

De [93-12] y [91-36] resulta la ecuación de continuidad 
de EULER en la forma lagrangiana 


[93-25] ZE + ọdivv = 0. 
In un flúido incompresible es do dt = 0 y por [93-25] el 


campo de velocidades v es solenoidal. Si el movimiento es ade- 
més irrotacional existe un potencial U tal que v =- grad U y 
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resulta AU = div grad U = div v =0, és decir: En el movimien- 
to irrotacional de un flúido incompresible, el potencial de velo- 
cidades satisface a la ecuación de LAPLACE. 


En un flúido cualquiera, si el movimiento es estacionario 
es d0/0t = 0, y por [93-24] resulta solenoidal el vector ọv. 


c) Para las cinco magnitudes que determinan el movimien- 
to del flúido, a saber: y (con tres componentes), p y o, tene- 
mos cinco ecuaciones: de movimiento (con tres componentes), 
de continuidad, y la ecuación de estado del líquido o gas. El 
problema hidrodinámico consiste en determinar con estas cinco 
ecuaciones, las cinco funciones P, Q, R, p, o, de modo tal que 
se cumplan determinadas condiciones iniciales y de contorno, 
y bajo la acción de fuerzas exteriores f* prefijadas. 


EJERCICIOS 


1. a) Atracción de un segmento rectilíneo homogéneo 0<xS<l, 
y =z = 0, de densidad lineal u, sobre una masa 1 en un punto P(x, 0, 0) 
de la recta que lo contiene; b) Deducir que la atracción en P es la 
misma que la de toda su masa M concentrada en un punto Q (partícula 
equivalente) cuya distancia a P es igual a la media geométrica de las 
distancias de P a los extremos del segmento; c) Considerar los casos 
límites en que P: cı) se acerca a un extremo del segmento; ca) se aleja 
indefinidamente sobre su recta. 


2. Hallar el potencial newtoniano de la varilla del ejercicio anterior; 


probar que es 
V (l— zr)! +y +z +l— 


Va py te 





U = uln 


y que puede ponerse 


M r T: 
7 218 cotgh MATE. 
siendo 7, y Ya las distancias a los extremos de la varilla. Deducir que 
las superficies equipotenciales son elipsoides de revolución con sus focos 
en esos extremos, * 


U= 





3. Interpretación newtoniana del potencial logarítmico. — 1%) Probar 
que una varilla infinita (eje z) de densidad lineal constante y atrae a 
una masa unitaria a distancia r de ella con una fuerza de intensidad 
2u4/r; 2%) Los puntos del plano (x,y) son atraídos hacia el origen con 


una fuerza 2u/Vx*-+ y*; probar que deriva de un potericial (potencial 
logarítmico) y hallarlo. 


4, En el potencial de una varilla (ejercicio 2) en un punto P, veri- 
ficar: 109) Si P tiende a un punto de la varilla U—> 00; 2%) Si la longi- 
tud tiende a infinito en ambos sentidos permancciendo fijos P, la recta 
sostén y la densidad lineal u, entonces U—> œ; 39) Observar que en este 
taso no se puede satisfacer la condición U — 0 para P > œ, pero probar 
que si el potencial es primero modificado por la sustracción de una cons- 
tante adecuada, digamos el valor de U en algún punto fijo a distancia 1 
de la recta de acción, el potencial así alterado tiende a un límite finito 
al prolongar a varilla intinitamente en ambos sentidos. Probar que este 
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límite es 24 In(1/r) siendo r la distancia de P a la varilla (cfr. ejer- 
cicio 3 

5. 19) Hallar la atracción de un arco de circunferencia de radio 7 
y ángulo central 2a con densidad lineal u, constante, en el centro; 20) 


Probar que la partícula equivalente (ver ejercicio 1) dista r Va/sena 
del centro, 


6. 19%) Probar que una varilla circular homogénea y + z? = 17°, z= 0, 
de masa M, tiene en un punto P(x,0,0) de su eje, potencial P — M/d 


con d= Vr +a*; 20) Hallar la fuerza y probar que existe sobre el 
eje una partícula equivalente (ejercicio 1) en un punto Q, hallar la dis- 
tancia D = PQ. 


7. 1%) Hallar el potencial de un disco circular homogéneo “+ y" < 
< 1”, z=0, de masa total M, en un punto P(0,0,2) de su eje y veri- 
ficar: 2%) La integral para el potencial en el centro del disco es con- 
vergente; 3%) El potencial es siempre continuo en el eje; 4”) Su deri- 
vada en el sentido del eje tiene un salto —4x6 en el origen. 


8. 1%) Hallar directamente o utilizando el ejercicio anterior la atrac- 
ción de un disco circular hómogéneo de radio r, en el plano xy y con 
centro en el origen, sobre P(0,0,2); 2%) Límites para 2>0', 2>0", 
y valor en P(0, 0, 0). 


9. Utilizando el resultado del ejercicio anterior, hallar la atracción 
en el vértice producida por un cono circular recto homogéneo, 


10. Utilizando el ejercicio 8 calcular la atracción de un cilindro ma- 
cizo de densidad 7 sobre un punto exterior de su eje [cilindro x*+ y” < al, 
0<b<z2< c], sobre el punto P=0(0,0,0)]; 2%) Atracción de un ci- 
lindro maciso sobre un punto interior de su eje; 3%) Verificar que en 
los dos casos anteriores la fuerza varía con continuidad al moverse el 
punto sobre el eje (cfr, ejercicio 1, cı) pero la derivada respecto de la 
cota del punto experimenta un salto 4x7 al entrar o salir de la masa. 


11. Probar que el potencial de una esfera hueca homogénea es, en 
puntos exteriores, el mismo que si su masa estuviera concentrada en el 
centro, y en puntos interiores, constante e igual al límite del potencial 
en el exterior, 


12. Hallar, directamente o utilizando el ejercicio anterior, la atrac- 
ción de una esfera hueca homogénea a+ y+2=0r": 19 En un punto 
P(0.0.a) fuera de la superficie (ar) probando que la esfera atrae 
a una partícula exterior como si toda su masa estuviera concentrada en 
su centro, y no ejercita fuerza sobre una partícula interior; 2%) En un 
punto P(0,0,r) de la superficie, probando que la fuerza depende sólo de 
la densidad superficial y no del radio. 


13. Calcular la densidad media de la tierra supuesta esférica y con 
densidad sólo dependiente de su distancia al centro, teniendo en cuenta 
la definición del metro (107 del cuadrante del meridiano) y los valores 
en el sistema c.g.s. de la aceleración de la gravedad y — 981 cm.sg” 
y de la constante de gravitación k= 6,66.10* (F —kmM!/r y entonces 
k ces la fuerza en dinas con que se atraen dos masas de 1 g a la dis- 
tancia de 1 cm). 


14. Suponiendo la tierra esférica de radio R con densidad que a la 
distancia r del centro vale 7=A— Br” (siendo 7=2,2 en la superficie 
y To==6b,5 en el centro), probar que la atracción en un punto interior 
está dada por 

gr 5(n4+3)—9"/Rr” 
R 5n +6 3 


dondo g es el valor de la gravedad en la superficie, Caso en que »--1. 
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15. Probar que en coordenadas cilíndricas (r, A, 2) (§ 84-3) conside- 
rando las componentes de la velocidad v: v: (tangencial, normal al plano 
meridiano), v, (radial, en el meridiano y normal al eje) y v: (axial, pa- 
ralela al eje), la ecuación de continuidad de EULER en la forma euleriana 
[93-24] se escribe 


0 
a + — [+ (o0rv;) + 7 (0v:) + 7 (0rvz) |= =0 , 


v para un flúido A 
dv., dv > 


r ty A a n SN 





Ejercicios sobre iN de LEGENDRE on XVI, nota III) y 
funciones conexas, en relación con la teoría del potencial. 


16. Calculando la distancia r entre los puntos en coordenadas esfé- 
ricas (§ 84-2) P(Q, à, 0 = żan— o), Q(g, X, Q = łn— g’) deducir del teo- 
rema del coseno de la Trigonometría plana, el teorema del coseno de la 
Trigonometría esférica. 


17. Con las notaciones del ejercicio anterior, siendo œ el ángulo 
POQ, t= cos y Pa(t) los polinomios de LEGENDRE, de que 


1 


[93-26] —— = Po(t) — + Palt) 7 + s. + Pa Mr o res 


18, Probar que cada término de [93-26] 
H, = H.(x,y,2) = Pa(t)0"/0"*" 
es un polinomio homogéneo de grado n en las coordenadas x, y, z de P. 


19. Probar que los polinomios homogéneos H,(x,y,z) (ejercicio 18) 
son funciones armónicas, es decir, satisfacen a la ecuación de LAPLACE. 
Se las llama armónicas esféricas sólidas, aunque esta denominación se 
usa a veces para toda solución homogénea de la ecuación de LAPLACE 
(ver $ 91, ejercicio 12). 


20. Por ser H,(x, y,2) homogénea de grado n en æ, y, z puede po- 
nerse en la forma 


[93-27] Ha (x,y, z) = "Ya (à, 0). 


Probar que Y,(},0), llamada armónica esférica de superficie (sur- 
face spherical harmonic) de grado n, satisface a la ecuación diferencial: 


0 Y. Y, 

[93-28] sen -o ( sen B e) TEN 

21. Para Q(0;0;1) resulta de [93-26] y [93-27] que P,(t) es una 

armónica esférica de superficie, independiente de à por ser w= y en- 

tonces t= cos 8. Aplicando [93-28] a este caso, obtener la ecuación dife- 
rencial de los polinomios de LEGENDRE: 


+ nín-+1)sen* 9Y, = 0. 


[93-29] el a1—e ) | Fatminr =00 


22. a) De la identidad 
[93-307] — (1—-2kcos wm +h*?)"+ = (1 — heio)3 (1 — herio)-+ 


obtener la expresión de los polinomios de LEGENDRE como polinomios tri- 
gonométricos: 


[93-31] P, (cos w) = 2c,c, cos no + 2C,C,-,cos(n — 2) 0 + 
+ 2022 cO0os(N—ÁA)O + ... , 
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siendo cz los coeficientes del desarrollo de de (1— x)7+ en serie de poten- 
cias de x; b) De aquí deducir que el máximo de P,(t) para —1<t<l1 
se alcanza en t=1 y entonces (Cap. XVI, nota III, e) es 1. 


23. Probar que el potencial en P(x,y,z) de una distribución de 
masas de densidad continua r en un dominio D, es desarrollable en una 
serie de armónicas esféricas : 


[93-32] U = TIL z — VB Es 


' 


con 
[93-33] H,(x,y,z) = o” sl T DE sen Y do" dde” , 


(t=co0sw variable en la integración), convergente en todo punto inte- 
rior de la esfera con centro en el origen, supuesto exterior a D, hasta 
el punto más próximo de D, y uniformemente convergente en toda esfera 
concéntrica menor. 


_ 24, Si M es una masa uniformemente distribuída sobre la superfi- 
cie de la semiesfera x’ -+ y? + z7? =a’, z > 0, probar que el potencial new- 
toniano correspondiente es 


U = ui Po (cos 0) + A) P, (cos 9) — (2) Pacos 0) + 
F L (VP, (eos 0) — a } , SÌ r<a; 

U = Mja Po (cos 9) L(Y Pitos 9) — (2) Patcos 9) + 
+ -LHE (LV Pacos 9) — Ja | , si r>a. 


25. Probar que (z + ix cosa + 1y sena)” es una armónica esférica 
sólida de grado n, y deducir de ello que Jcos 9 + ¿sen Q cos(A — a) f", 
(à = longitud, 9 =colatitud), es una armónica esférica de superficie. 


NOTAS AL CAPÍTULO XXIII 


I. Potencial newtoniano de doble capa. — Consideremos un trozo S 
do superficie bilateral dada por el vector variable s= s(u,v) definido 
cn un dominio del plano (u,v) ($ 72-7), y tal que en todos los puntos 
tiene plano tangente cuyos cosenos directores varían con continuidad. 
Oricntemos S fijando un sentido al versor normal n = n (u, v)= ni + 
-|)- n + nk. 

Para cada valor de la constante l> 0 consideremos la superficie S, 
dada por el vector s: = s: (u, v) =s (u, v)+ lIn(u, v), que supondremos no 
so corta a sí misma para l suficientemente pequeño (fig. 319). 

Supongamos que sobre las superficies S y S. están distribuídas car- 
gas eléctricas con densidades o=0(u,v) y s =0:(u, v) tales que si 
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dS y dS, son elementos de área correspondientes, sean iguales y opuestas 
las respectivas cargas, o: dSı = — o dS, lo que ocurre aproximadamente 
en los condensadores. 





Fig. 319 


El potencial de estas cargas en un punto P (fig. 319) 2 ($ 93-1, a): 


ra 0 Las ff asf as 


Supongamos ahora que S, se acerca a S (es decir, Aa pero a 
la vez crecen las cargas de modo tal que el producto o.l tienda uni- 
formemente en S a una función u(u, v); como además es 


: 1 ( 1 1 ) ð ( 1 ) 
lim > e TE = =— E , 
i>o l r Tı an r 


resulta en el límite el potencial 


[XXIII-2] Ús f Í. u Sr (+) ds 


llamado potencial de doble capa, de momento y 

Para dar una forma más intuitiva a [X XIII- 2] observemos que si 
(£,n, $) son las coordenadas cartesianas del punto variable sobre la su- 
perficie S, es 


or  0r od. ðr ð dr at 


mn = E m T m m e m 
— [cos(r, x)cos(n, x) + cos(r, y)cos(n, y) + cos (r, z) cos (n, z) ] = 


Ii 








= — cos(r,n) 
pues 
mn = cosí(n,x) , 
or ð VaLa L ¿—axu i 
2 “E Ex +... = = = — cos(r,x%); ... ; 
entonces 
(4) = 4 2r costom 
nr)" "ym y ? 


y [XXIII-2] toma la forma: 
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[XXI11-3] u= f J» coar) r) as. 


Esta expresión permite dar una interpretación geométrica sencilla’ al 
potencial U. El ángulo sólido bajo el cual se ve un elemento de super- 
ficie desde P es 


__ cos(n,r) 
dw = e dS. 


Así calculado este ángulo sólido es positivo o negativo según que (n,r) 
sea agudo u obtuso. Llamando w al ángulo sólido bajo el cual se ve 
toda la superficie S desde P, será para p=1: 


[XXIIT-4] U=00 , 
y entonces si S es una superficie cerrada que limita un volumen V será 
[XXIII-5] U = 4r ó U=0 


según que P sea interior o exterior a V. 
Si u es variable en S, existirá un valor intermedio pu tal que 


U=u0. 


II. Fórmulas de Green y consecuencias, — a) Si las funciones 
U=U(x.y,2) V=V(x*.y,z2) tienen derivadas segundas continuas en 
un dominio D, que incluye su contorno S. de normal exterior n = mi + 
+ n} + nak, aplicando el teorema de la divergencia [92-4] al vector 
v= U grad V, y observando [91-36], [91-47] y que 


IV oV 0 
(SS n + 5 m + in) US, 


(U grad V).n = U Jn 


obtenemos la primera fórmula de GREEN: 


[XXIII-6] I [UAV + grad U grad V] dz dy dz = 
D 


aS oin 


Restando de esta igualdad la que resulta de permutar U con V se 
obtiene la segunda fórmula de GREEN: 


[XXIII-7] JJ f (UAV — VAU) de dy dz = 
/D 
oV 0 
= IT (Uv 37) as. 
s n 
b) Teoremas integrales para funciones armónicas. — bı) Haciendo 


V=1 en [XXIII-7], V= U en [XXIII-6] y suponiendo que U es una 
función armónica, resulta 


d 
f Zas =o 
on 


f Pende AEN (grad U)? dæ dy dz. 


De [XXIII-7] resulta también si U y V son armónicas en el inte- 
rior de S: 


[XX111-8] 
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IV oU 
[XXIIT-9] ele E loss V ETN dS = 0. 


ba) Expresión de una función 
armónica en D por datog en el 
contorno S. — Sea U una fun- 
ción armónica en un dominio 
D de contorno S. Si P(£,n,/) es 
un punto interior de D, la fun- 
ción V=V(x,y,z2) =1/r, donde 

r= MP = 

= V (2-04 (y—*+ RU” 
es armónica en el dominio D — K 
que resulta de excluir un entorno 
esférico K de P, de contorno 3 
(fig. 320). En D—K ambas 
funciones U y 1/r son armóni- 
cas, de modo que puede aplicarse 
[XXIIT-9], obteniéndose: 


ð 1 1 0U 
a a A = 
[XXIII-10] Sl 9 U J b dS = 





r r n 
1 JU ð 11 
Sd ES 
En 2 es r=h, 0/0h — —0/0n (fig. 320). El primer miembro de 


[XXIII-10] se transforma así, tomando coordenadas esféricas ($ 84-2) 
de origen P: 


U 1 01 27 y oU L 
Sl, E ~ h dn s= ff 3 U —h fp senódodr , 


y para h— 0 tiende a 4xUr = 4xU(£,n,/), de modo que resulta por 
[XXIIT-10] la tercera fórmula de GREEN: 


1 1 0U 9 1 
coa e A Us, 


que expresa una función armónica en el interior de un dominio D me- 
diante datos (U y 9U/%) sobre el contorno S. 

También expresa [XXII1-11] que toda función armónica puede ex- 
presarse como potencial newtoniano. Más precisamente, una función ar- 
mónica en un dominio D se puede expresar como suma de potenciales 
newtonianos de distribuciones sobre su contorno S, uno de simple capa 
($ 93-1, nota 3) de densidad 


E O 
án ðn 
y otro de doble capa (nota I) de momento —U lån. 


Debe advertirse sin embargo, que [XXIII-11] no implica que pueda 
determinarse una función armónica en D prefijando los valores de U y 
de 2U/0n en S, por ejemplo, poniendo 


0 X 
[XX10L12] U=1(892) , —=8(002) , (0,9,2)e8. 

En efecto, con la sola condición U=f(x,y,2) en S, con f continua, 
puede determinarse U unívocamente en D. En esto consiste el primer 
problema de contorno de la teoría del potencial, o problema de DIRICHLET, 
que tiene solución única. 
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También con la sola condición JU/ðn = g(x, y,z) en S, con g con- 
tinua y tal que $ gdS=0, puede U determinarse en D, a menos de 
una constante aditiva. En esto consiste el segundo problema de contorno 
de la teoría del potencial, o problema ae NEUMANN. Si es s g dS #0 
no puede haber solución en virtud de la primera [XX111-8]. 


TII. Análisis tensorial. — a) Campos tensoriales en coordenadas car- 
tesianas ortogonales. — a,) Los tensores que hemos estudiado en $ 63 
tienen componentes constantes y se presentan al considerar propiedades 
de un solo punto (tensión, momento de inercia, etc.); pero claro es que 
al variar ese punto las componentes varían en función de sus coordenadas 
y resulta un tensor función del punto, o brevemente un campo tensorial; 
en particular se llama campo vectorial, o campo escalar, en los dos casos 
más sencillos, 


EJEMPLOS, La temperatura y la presión de un flúido en cada punto 
son ejemplos de campos escalares. 


El camipo gravitacional de centro O es vectorial; en cambio, los vec- 
tores funciones de una variable u, estudiados en $ 73, no forman campo 
vectorial, 


Desde ahora designaremos las coordenadas ortogonales con índices 
superiores: x*, a*, x*, Indicamos asimismo con x", x”, æ las coordenadas 
en un nuevo sistema, también ortogonal, obtenido por rotación, y por 
A'a = cos (æ'', œ) los cosenos de los ángulos de los ejes de uno y otro 
sistema (donde el índice inferior en à's se refiere al eje en el sistema 
antiguo). Las fórmulas de rotación [61-6] son 


[XXIII-13] . v't = Mgt , 


usando una convención debida a EINSTEIN (1915) según la cual el sim- 
bolo de sumación se suprime cuando se refiere a un índice que figura 
una vez como subíndice y otra vez como índice superior en el término 
general, entendiéndose que en tal caso debe sumarse respecto de dicho 
índice, llamado entonces indice mudo. Para representar en forma seme- 
jante (es decir, usando la convención precedente que obliga a distinguir 
entre índices inferiores y superiores) la transformación inversa dada en 
$ 61-1 por [61-7] debemos considerar la matriz traspuesta ($ 61-4, a) 


IA b = 344) = 4cos(w”*, x*)? 


donde el índice inferior se refiere al eje en el sistema-nuevo, Tendre- 
mos así: 


3 
[XXIII-14] x =à M'et = N'a. 
=1 


a) Velocidad y gradiente. — He aquí dos ejemplos importantes de 
campo vectorial: 


19%) Si un sólido se mueve, las coordenadas de cada punto son fun- 
ciones de t; y como los coeficientes de la fórmula de rotación de ejes son 
constantes, se pueden derivar éstas, término a término, y por tanto las 
componentes vf y v’ de la velocidad satisfacen a la misma ley lineal 
[63-1] adoptada en $ 63-1, a, como definición de vector: 


i k 
[XXIII-15] v = H z L (Atra) = A's I = Afo, 


29) El gradiente (§ 66-6) de un campo escalar (g, x°, «°)= 
= q (œ, æ", x”) tiene como componentes en uno y otro sistema las de- 
rivadns que indicaremos por: 
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að , 09 
[XXI11-16] Ui = EE , uU; = Er , 
y al cambiarse de ejes, resulta de [XX1I1-14]: 
; a 
[XX111-17] w= 5 a Uih k 


y análogamente de [XXII1-13] 
[XXTI1-18] ur = Wi Afg. 


41) Encontramos aquí una novedad respecto de las fórmulas 
[XXIII-15] de transformación de las componentes de la velocidad: mien- 
tras en [XXIII-15] la transformación directa v* > v'* (de las componen- 
tes antiguas a las nuevas) tiene matriz <1',), las componentes del gra- 
diente se transforman por [XXIII-17] mediante la matriz traspuesta 
{A+}. (Con nuestras notaciones sólo en el primer caso el signo = se- 
para, como en [XXIII-13] y [XXIII-14], las letras con tilde de las 
otras). Para caracterizar estas distintas leyes de transformación, dire- 
mos que las u,, u', constituyen las componentes en uno y otro sistema 
de coordenadas, de un vector o tensor simple covariante, mientras que 
las v*, v'* que se transforman como las coordenadas (y análogamente las 
coordenadas mismas) son las componentes de un vector o tensor simple 
contravariante. 


as) Derivación de vectores. — Puesto que el gradiente, considerado 
como derivada de un campo escalar, es un campo vectorial, parece natu- 
ral definir como derivada de un vector al cuadro o matriz cuyas nueve 
componentes sean las derivadas a',=0%a'/0x* de las tres componentes a' 
del vector, Vimos en $ 72-4, b, que esta matriz tiene carácter tensorial, 
es gA define un tensor doble, suponiendo coordenadas cartesianas orto- 
gonales *, 


Condiciones necesarias y suficientes para que un campo vectorial sea 
constante. es la anulación de su tensor derivado. Pues la anulación del 
tensor derivado equivale a la anulación de todas las derivadas de las tres 
componentes. 


Ax) Derivada de un gradiente. — Si el vector a es el gradiente del 
escalar u, las componentes son las derivadas parciales de u, que designa- 
remos asi: @ =ù, A? = Un Q? = tw. 

En tal hipótesis, suponiendo continuas las derivadas segundas, son 
iguales las derivadas cruzadas: 


[XXIII-19] A'r = An = Un = 0u/0x*0x* 
es decir: el tensor derivado de un gradiente es simétrico. 


Generalización. — Las 27 derivadas de las 9 componentes de una 
díada forman una matriz cúbica; y repitiendo el cálculo anterior, con 
ligeras variantes, se ve que esta matriz obedece a la ley lineal de trans- 
formación y representa, por tanto, un tensor triple o tríada, siempre con 
la hipótesis de coordenadas cartesianas rectangulares. 

Fácil ejercicio es la repetición de la demostración anterior para cual- 
quier número de índices, y resulta: 

En coordenadas cartesianas rectangulares, las derivadas parciales de 


un tensor de rango r forman otro tensor de rango r+ 1, lamado deri- 
vado de aquél. 


aa) Divergencia. — Este concepto, fundamental en el Cálculo vecto- 


* No acontece lo mismo en coordenadas oblicuas o curvilíneas; para lograrlo es pre- 
eiso introducir términos complementarios, formando así la derivada covariante y. la con- 


trorariante, 
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rial clásico, aparece de modo muy natural y con mayor alcance en este 
Cálculo generalizado. En efecto, 


[XXITII-20] diva=0+04%qyas 


es invariante por ser el escalar dado por la contracción ($ 63-2, d) del 
tensor derivado. Si las coordenadas son oblicuas o curvilíneas, no sub- 
siste esta propiedad invariante. 

Dado un tensor doble A =(a'*) de componentes variables, se define 
de dos modos el vector divergencia. Las componentes d,, da, da de éste 
son las sumas de derivadas: 


dı = a, + a”, + a, , (=1, 2,3), 


es decir: las tres componentes del vector divergencia son las sumas de 
las derivadas que forman cada fila del tensor respecto de la variable 
de igual índice, esto es, la primera componente es la suma de derivadas de 
la primera fila respecto de x*, y análogamente las otras. 

Derivando por columnas resulta, análogamente, otro vector divergen- 
cia del mismo tensor A. Por tanto, si éste es simétrico, sus dos diver- 
gencias coinciden, 

Omitimos la demostración del carácter tensorial de la divergencia, 
que el lector puede hacer como ejercicio, y nos limitamos a mencionar 
ustas importantes aplicaciones: 


1% La divergencia del tensor de esfuerzos es igual a la fuerza uni- 
taria en cada punto, 


2% Si sobre cada punto de un medio continuo deformable, de densi- 
diad constante o variable o, actúa la fuerza unitaria F, y son a:., las 
componentes de la tensión T, funciones del punto, las tres ecuaciones clá- 
sicas de equilibrio quedan resumidas en esta sola: div T = —F. 


3% Si el medio continuo está en movimiento, y es v la velocidad de 
cada punto, las tres ecuaciones del movimiento están condensadas en ésta: 
div T = — F + dv/dt. 

Esta ecuación es fundamental en islastodinámica, como la anterior 
lo es en Elastostática, 


ta) Rotor. — Las componentes de rot a, es decir, aw — a”, a, —a,, 
a'y-—a”,, son las componentes situadas a un lado de la diagonal en el 
tensor deducido del tensor derivado por la operación de restarle su con- 
jugado, 


b) Tensores en coordenadas curvilineas. — b,) Diferenciales y deri. 
vadas. — Análogamente a lo visto en $ 92-4, a, para Es, podemos de- 
finir cn un espacio euclídeo E, de n dimensiones (Cap. XVII, nota II) 
un sistema de coordenadas curvilíneas (u*,...,n”), Consideremos una 
transformación de coordenadas a otro sistema (u”,...,uw”) dado por n 
funciones, continuas conjuntamente con sus derivadas parciales primeras: 


[XX111-21] wt = A (u, ..., U"). 


Para que la transformación XXIIM-21] sea invertible en un cierto 
cnipo, deberá ser en él: 


Du”, ... Un) 
£$ 9D —_ 
[XX111-22] is. T 


y eutonces se cxpresan recíprocamente: 
[Xx 111-23] ut = A Uds 


Wl caso más sencillo es el estudiado en a, en que las coordenadas cnt. 
lexinuas se transforman mediante funciones lineales de coeficientes conn 
tantes. Bu enmbio, la transformación dada por [XXIII-21] y [XX111-24] 
uo vs on geucral lineal. Como la forma lineal de las transformaciones ha 
jugado un pupel fundamental en «e, parecería que el problema allí re 
nuelto parn coordenadas enrtesimias se complien tanto para Ias coordi 
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nadas generales que todos nuestros resultados serían inaplicables. Sin 
embargo, vamos a ver que lo dicho en 4,, dz y as subsiste con muy leves 
modificaciones. Esta feliz generalización se debe al hecho siguiente: por 
complicadas que sean las funciones À‘, A‘, las relaciones existentes entre 
sus diferenciales son lineales, aunque de coeficientes no constantes, pero 
para cada punto el Cálculo tensorial es el mismo ya expuesto. 


19%) Poniendo 
[XX111-24] A E T A Au A 
resulta de [XXII1-23] y [XXII1-21]: 

[XXI11-25] du! = A'r duw” , du'* = 1'¿du'. 

20) Consideremos en E, un campo escalar 
pw, ... u") = o (u, ... U"). 

Poniendo (cfr. az, 29): ` 


dp A 2P 
[XXIII-26] D= uro’ =p 
resulta 
dp du’ Fai , 
[XXI1I-27] Di = 2 ar oa Dis , 
rn Ip du' po ri 
b: = z du' due = Pih k 


ba) La notable similitud de [XXIII-25] y [XXIII-27] con las trans- 
formaciones vistas en a, y a:z, permiten repetir casi textualmente lo dicho 
en as: diremos que las $,, $”, constituyen las componentes en uno y otro 
sistema de coordenadas, de un vector o tensor simple covariante, mien- 
tras que las du', du'* son las componentes de un vector o tensor simple 
contravariante. ‘ 

Es claro que en este caso las dos matrices de coeficientes <1'xp, 
31'*p, no sólo tienen elementos variables, sino que no son traspuestas ni 
guardan relación sencilla, 


ba) ¿Debemos concluir que hay dos tipos de vectores, unos covarian- 
tes y otros contravariantes? Adoptando coordenadas cartesianas ortogo- 
nales la distinción entre las dos leyes de transformación es sólo aparente, 
pues, por ejemplo, permutando en [XXTIT-17] los índices 2, k y compa- 
rando con [XXIII-15] se ve que las transformaciones v —> v" y 
bx > 9, tienen la misma matriz, pues 1*,—2',. Esto indica ya que la 
diversidad de tipos de vectores se refiere a las coordenadas y no a los 
entes en sí mismos. En efecto, todo. vector puede darse, como ahora ve- 
remos, por sus componentes covariantes o contravariantes, y lo mismo los 
tensores de rango más elevado que pueden definirse por sus leyes de 
transformación, que generalizan las [XXI11-25] y [XX111-27]; por ejem- 
plo, un tensor (1-+2)-ple=triple, contravariante respecto de un ín- 
dice y covariante respecto de dos índices, será un ente asociado a 
n’? = n? componentes en cada sistema de coordenadas, y tal que llamando 


Ia (tjk=1,...,n) a las componentes respecto de las coordenadas 
n' y T”,, a las componentes respecto de las coordenadas u”*, vale la ley 
de transformación; 

| XXI11-28] Tia = Ti A A N". 


En la misma forma vista en § 63-2, e, para tensores en coordenadas 
enrteslanas ortogonales en E,, pueden engendrarse tensores de rango tan 
nilo como se quiera, partiendo de los vectores mediante el producto ten- 
noria), 
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La operación de producto tensorial de vectores ($ 63-2, e) se gene- 
raliza obviamente a tensores de rangos cualesquiera. Finalmente, toman- 
do como tensor fundamental el Y; formado por los coeficientes de le pri- 
mera forma fundamental de E,: ds*— g;x du' du*, la composición o pro- 
ducto tensorial de un vector contravariante por él, combinada con la ope- 
ración de contracción o saturación de índices (§ 63-2, d) da como resul- 
tado un vector covariante, Convendremos en que ambos vectores son uno 
mismo, dado por sus componentes contravariantes o por sus componentes 
covariantes: 


[XXIII-29] Jiv =v. 


Análogas convenciones se adoptan para tensores de rango mayor. 


IV. Formas diferenciales exteriores y teorema de Stokes. — a) Cálcu- 
lo de GRASSMANN-CARTAN e€n Ez. — Retomando las consideraciones de 
$ 88-5, c, y notas 1 y 2, consideremos, cambiando las notaciones por otras 
más aptas para lo que sigue, la fórmula de cambio de variables en una 
integral doble (3 83-4): 


d (ut, u’) 
- 1 du? = E 1 dya 
[XXIII-30] SS du! du? = IS. I r) dæi dæ? , 


para la transformación biunívoca u' —u'(x!,x%°) de A' en A. Si la sim- 
bolizamos por 


d (ut, u°) 


[XXIII-31] - dw du? = aT dede? , 
las igualdades 
O (ut, u?) /3 (x1, x?) = — 9(u?,u) /0(a*, 2?) = — 0(u', u?) /0 (97, ax”) 
conducen a las expresiones simbólicas: 
[XXIII-32] dut du? = — du? du! , dætdg? —= — da? du. 


Definamos ahora las formas diferenciales en Es(x*, x?): las de gra- 
do cero o escalares serán las funciones ao = a (x!, x), las de grado uno o 
pfaffianos, las expresiones de la forma 


[XXIII-33] u = u(x, x )dr + a(x, x )de? , 
y las de grado dos, de la forma 
aa = a(x!, x?)dæ dx? = — a (x', 2?) de? de*. 


Dotaremos al conjunto de estas formas diferenciales de una estructura 
algebraica (llamada álgebra exterior en Ea) definiendo la suma de for- 
mas diferenciales de igual grado mediante la suma de eoeficientes homó- 
logos, o coeficientes de iguales diferenciales, por ejemplo la suma de 
[XXIII-33] y Bı= b: dx! + badz? será 


0 + fm =(0,+bi)dx* + (a, + bz) dx? , 


y el producto exterior A con el convenio de que debe operar en forma 
asociativa, distributiva respecto de la suma, conmutativa con escalares, 
catar sujeto a las reglas (que completan la segunda [XXITI-32]) : 


[XXIV-34] dæ! A dæ = — dr’ A dr? ; deApAdx* =dxe*pAde*=0 , 
y finalmente la convención de que la- foma a: es 
a: = a (2, x°) dæ A dæ’. 


Con estas reglas el producto exterior de las formas diferenciales exac- 
tas de grado uno o diferenciales de escalares: 


dul dul du? du? 
| XX111-35] dul = a de + Sp de, de = de + 5d, 


verifienn [XXT1-31] y la primera [XXIII-32], pues: 
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du? du? du? du? 
1 O EA i 2 E Aa A 
dw A du? = ( dq dæ! + de ) A ( TE dx? + F de pe 


da? 
2 du! ðu? du du i ii 
= (+ 7 a ) da* A del = 
== (ul, u?) 1 2 — 2 1 
o dz? A dæ? = — dw’ A dw. 


Definidos los diferenciales de escalares por [XXIII-35] se define el 
diferencial exterior de una forma diferencial aplicando el operador d a 
sus coeficientes escalares y considerando el resultado como un factor en 
el producto exterior, por ejemplo para [XXITI-33], será: 





== 2 2 da; k ) dui ( daz dadı ) o 2 
yz (È, aze de! ) ade! = (7 — aya) pde”. 


Si es a una forma diferencial no nula de grado 0, 1, 2 es respectiva- 
mente da de grados 1, 2 (o nula), nula; y como aplicando [XXITI-36] 
con adu’ dada por [XXI1I-35] resulta 


a 0 du! 0 de a $ 
d (du') = + ES += a de ) dæ A da =0 , 
se tiene en E, para toda forma diferencial: 
[XX111-37] d(da) = 0. 


Recíprocamente, teniendo presente que una forma idénticamente nula 
o bien de grado dos es diferencial de otra (respectivamente nula o con 
un coeficiente nulo) se ve considerando los grados posibles de la forma 
diferencial B que: 


[XXI11-38] Si dB =0 es fB= du. 


Una forma f con diferencial exterior nulo se llama integrable; en- 
tonces por [XXIII-37] y [XXII1-38] una forma es integrable si y sólo 
si es diferencial exterior de otra forma. 


b) Fórmula de STOKES en Ez. — Indicando con CA, el contorno de 
un recinto orientado Az de E, orientado a su vez como vimos en 
$ 88-5, a, la fórmula de STOKES en el plano o fórmula de RIEMANN 


(§ 88-6): 
ff (12 -i ) dæ! dg? = mdr! + mdr? , 
“A, Z > CA, 


puede escribirse en virtud de [XXII1-33] y [XXIII-36] en la siguiente 
forma, generalizable a un espacio euclídeo cualquiera E, como indicare- 
mos en c: . 


[XXIII-39] SS ‘dar = I o. 
A, CA, 


c) Extensión a En. — El cálculo de formas diferenciales (visto en 
a para E,) fué introducido por H. GRASSMANN (citado en Cap. XVII, 
nota V, 1) y desarrollado en forma mucho más general y elaborada por 
E. CARTAN. Luego fué generalizado para variedades de n dimensiones 
por E. CARTAN, H, CARTAN, S. BOCHNER, W. V. D. HODGE, G. DE RHAM, 
K. KODAIRA, etc. (ver nota V, 8). En lo que sigue señalaremos sucinta- 
mente la generalización de lo visto en a y b al caso especial de varieda- 
des euclídeas E,. 


ci) Si a partir de un punto P de E,, de coordenadas (Cap. XVII, 
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nota III, a) (x*,...,x") en el sistema 40; es, ...,en», se consideran r 
vectores infinitésimos 
[XX1I1-40] dX) = de? ,)€1 +... + dx” (»,€n , (h=1, av a) , 
linealmente independientes aplicados a P, forman un paralelepípedo 
r-dimensional (para r= 1,2,3; segmento, rectángulo, paralelepípedo) 
del cual son aristas concurrentes y que determina uníivocamente un espa- 
cio euclídeo E, que lo contiene. 

Para que sean linealmente independientes los vectores [XXI11-40] de- 
be ser r la característica de la matriz 


dx' de, A dx (1) 
[XX111-41] o A AES 
dæi) dx?.., ... de”, 


cs decir, debe ser +40 por lo menos uno de los determinantes de orden 
máximo >», extraídos de ella, Estos determinantes, incluídos los de co- 
lumnas repetidas [en total n’, número de variaciones con repetición ($ 11-1, 
nota 2) hi, ..., hz de los n índices superiores 1, ..., n de r en r] se 
llaman diferenciales de grado r, indicados por 


dea TOA g") 
y son los elementos de un tensor llamado tensor r-diferencial, indicado por 
h h, 
[d(x* ,..., 2 7)]. 
En efecto, para una rotación de ejes en E,, 


$ 
sia = Ro Mia, 


(efr. [XXITI-14]), tendremos ,por la linealidad de un determinante res- 
pecto de cada una de sus líneas ($ 13-3), y usando la convención de 
ININSTEIN (nota III, œ): 


h h, h 
[XXIII-42] (añ. =P a 0), 


lo que demuestra (nota IIl, b:) el mencionado carácter tensorial. 

Definida una forma diferencial de grado r en E, como combinación 
lincal de los elementos de un tensor r-diferencial, con coeficientes fun- 
ciones de (2), ...,%"): 


n 
[XXII1-43] œ= 


hi, a 


h h 
z Ah eee hy d(x! poceo x") , 


r 


dotemos al conjunto de las formas diferenciales en E, de una estructura 
aigobraica (llamada álgebra exterior en E,) definiendo la suma de for- 
mns diferenciales de igual grado [XX111-43] y f, de coeficientes 


bh, eh, (x*, .. s8") 
por 
| X XTIT-44] n h h 
ae o B = x, an, co. h, + bh, A 
A a dE 
y cl producto cxterior A de a y 
n 
IXXII-45] y= X op e (adl a, E) 
k k=1i " Ny 


por 
[XXI-A] n i i 
AY A h, Ota e, UE, y 00), 
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Esta operación es asociativa y distributiva respecto de la suma de 
formas, y con ella un diferencial de grado r se expresa como producto 
exterior de diferenciales de grado 1 por 


[XX111-47] aty ar) = de A... Ade. 


De la definición de determinante ($ 13-3) sigue que dos diferencia- 
les de grado r cuyos índices h,, ..., hr difieren sólo por su orden, son 
iguales u opuestos según que la permutación ($ 11-2) de índices sea par 
o impar, propiedad que expresaremos diciendo que el tensor 


h 
des, cate) 


es completamente antisimétrico, y que por [XXIlI1-47] generaliza 
[XX111-34]. 
Definidos los diferenciales de escalares análogamente a [XXI11-35] 


por 
da (xt, ..., £") = Y,(0%/0x*) dae* 


se define el diferencial exterior de una forma aplicando el operador d a 
sus coeficientes escalares y considerando el resultado como un factor en 
el producto exterior, por ejemplo para [XXIII-43] será: 


n 


[XXIIL-48] dor = Y da, 1 (0). A dla nae) 


n. = 
i 


E et). 
h, k=1 da? 
Sigue de aquí: 
` %a l h 
[XXIII-49] d(da,)= E —— > d(x, gtg p.) , 


N k j 
h,e, j=1 0x* dx 


pues al permutar j con k se obtienen pares de términos opuestos. Esta 
propiedad generaliza [XXI111-37] para E,. También se demuestra que 
vale en E, la propiedad [XXII1-38], y, entonces, llamando integrable a 
una forma con diferencial exterior nulo resulta: Una forma diferencial 
es integrable si y sólo si es diferencial exterior de otra forma. 


ca) También puede demostrarse que [XX111-39] admite la siguiente 
generalización (fórmula de STOKES en E,): 


[XXIT1-50] Jf pia J. dan- = f: ass fo An 


donde CA, es el contorno del recinto orientado A,, que a su vez debe 
considerarse con una orientación adecuada, “inducida” por la de A, de 
una manera que no entraremos a discutir en este caso general. Para 
n=3 [XXIII-50] da la fórmula de GAUSS-OSTROGRADSKI ($ 92-1, nota 2), 
pues si On = 0: = X dy dz + Y dzdx + Z da dy resulta 
X ( oY 
de = ( =— de + ...) dy de ++ qe + we) dede 4 
aZ oX oY dZ ) 
$ = + -< dz ) de dy z (ata +37) dedydz , 

donde en el segundo miembro sólo se han escrito los términos que no se 
nnulan por uo tener diferenciales repetidos. 





V, Bibliografía. — 1. Sobre integrales curvilíneas e integración de 
diferenciales exactas contienen adecuadas exposiciones muchos textos y 
tratados renerales de Análisis matemático, como los de REY PASTOR, COU- 
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RANT, DE LA VALLÉÐ POUSSIN y VALIRON (citados en Cap. VI, nota VI) 
y SEVERI (citado en Cap. IV, nota III, 1). 


2. En relación con las integrales de superficie se presenta el pro- 
blema topológico de la orientabilidad y bilateralidad de superficies sobre 
cl que pueden consultarse algunas de las obras citadas en Cap. XVIII, 
nota III, 4, en especial HILBERT y COHN-VOSSEN para una introducción 
elemental, y SEIFERT y THRELFALL para un estudio profundo del tema. 


3. La mayor parte de las obras citadas en la bibliografía sobre Ál- 
gebra vectorial (Cap. XVIL, nota V, 2) se refieren también al Análisis 
vectorial; entre ellas pueden destacarse las de BRICARD, GANS, PHILLIPS, 
SCHMIDT, BRAND y OLLENDORF, todas ellas con aplicaciones geométricas 
y físicas, y la de MONTEIRO DE CAMARGO con aplicaciones geométricas, 

Introducciones elementales con aplicaciones variadas son las siguien- 
tos, de las cuales la primera es traducción del inglés: 

D. E. RUTHERFORD: Métodos vectoriales aplicados a la Geometría di- 
ferencial, a la Mecánica y a la Teoría del potencial (Dossat, Madrid- 
Buenos Aires, sin fecha) ; 

B. HAGUE: An introduction to vector analysis for physicists and en- 
gineers (Methuen, Londres; 4è? ed., 1950); 

W. SCHLEGELMILCH: Die Differentialoperationen der Vektoranalysis 
und ihre Bedeutung in Physik und Technik (Verlag Technik, Berlín, 
1954). 

Dan una estimulante y lúcida introduccıón general al Análisis vec- 
torial los capítulos II (Fields of force) y III (The potential) de la va- 
liosa obra de carácter más especial y elevado: 

O. D. KELLOGG: Foundations of potential theory (Springer, Berlín, 
1929; reimpreso por Ungar, Nueva York). 

Trata con mucha extensión el Análisis vectorial la obra de gran am- 
plitud de contenido aunque sin mucha profundidad sobre los instrumentos 
matemáticos de aplicación en diversas ramas de la Física: 

P, M. Morse y H. FESHBACH: Methods of theoretical physics (2 
vols,, McGraw-Hill, Nueva York, 1953). 


4. Sobre campos newtonianos y teoría del potencial pueden verse los 
libros de BRICARD, PHILLIPS, BRAND (citados en Cap. XVII, nota V, 2), 
RUTHERFORD (citado en 3) y más especialmente la obra de KELLOGG (ci- 
tada en 3) y la más elemental de 

W. J. STERNBERG y T. L. SMITH: The theory of potential and sphe- 
rical harmonics (Univ. of Toronto Press, 1946). 

Muy especializado y de orientación moderna es: 

M. BRÉLOT: Éléments de la théorie classique du potentiel (Centre 
de Documentation Universitaire; París, 1959). 


5. Aplicaciones a la hidrodinámica se encuentran en las obras de 
BRICARD, GANS, BRAND (citadas en Cap. XVII, nota V, 2), RUTHERFORD 
(citada en 3). f 

También pueden consultarse las siguientes obras, de las cuales la pri- 
mora da en su volumen II una introducción general a la cinemática y 
mocánica de sistemas continuos, la segunda da una exposición sucinta 
con aplicaciones técnicas, problemas resueltos y ejercicios y las otras dos 
son mucho más amplias y de nivel más elevado: 

'T. Levi-CIVITA y U. AMALDI: Compendio di Meccanica razionale. I. 
Cinematica, Principi e Statica. II. Dinamica. Cenni di Meccanica dei 
#istemi continui (Zanichelli, Bolonia; 2% ed., 1948). . 

A. Focu: Introduction à la mécanique des fluides (Colin, Paris; 
4% ed., 1952). 

H, LAMB: Hydrodynamics (Cambridge Univ. Press; 5% ed., 1924; 
Dover, Nueva York; 6% ed,). 

l.. M. MILNE-THOMSON: Theoretical Hydrodynamics (Macmillan, Nue- 
va York; 3% ed., 1956; hay traducción española: Tratado de Hidrodiná- 
mica teórica; Agnilar, Madrid, 1961). 
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Sobre la Mecánica de los medios continuos, conteniendo como parte 
II una exposición clásica de la teoría lineal de la elasticidad y como 
parte III un moderno enfoque de la teoría de flúidos, está la obra que, 
aunque con enunciados en ocasiones no muy precisos, contiene una muy 
acertada selección de material de texto y ejemplos, y gran número de 
valiosos apéndices en cada uno de sus dos tomos: 

M. RoY: Mécanique des milieux continus et déformables (vols, I y 
II; Gauthier-Villars, Paris, 1950). 


6. Sobre funciones armónicas esféricas y armónicas esféricas de su- 
perficie (§ 93, ejercicios 19 y 20) puede consultarse la siguiente obra, que 
puede considerarse a la vez como un texto sobre funciones especiales y 
sus aplicaciones a las ecuaciones diferenciales de la Física matemática: 

T. M. Mac ROBERT: Spherical harmonics. An elementary treatise on 
harmonic functions with applications (2% ed., Methuen, Londres, 1947; 
Dover, Nueva York, 1948). 


Excelente obra que da una presentación detallada de la teoría de las 
funciones "de LEGENDRE y sus aplicaciones más importantes, en forma ri- 
gurosa y nivel relativamente elemental, es: 

J. LENSE: Kugelfunktionen (Akademische Verlag., Leipzig.; 2% ed., 
1954). 

Tratado más completo, adecuado para un estudio más detenido o para 
referencia y consulta, es: 

E. W. HosBsoN: The theory of spherical and ellipsoidal harmonics 
(Univ. Cambridge, 1931; reimpr., Chelsea, Nueva York, 1955). 


7. Sobre análisis tensorial están las obras de BRAND y OLLENDORF 
(citadas en Cap. XVII, nota V, 2), y las citadas en Cap. XVII, nota 
V, 5; entre éstas, da una discusión estimulante de las aplicaciones del 
Análisis tensorial a la teoría del potencial y a la Geometría de RIEMANN, 
adecuada para estudiantes adelantados, el volumen II de la obra de 
DuscHEK y HOCHRAINER, y desarrolla el Álgebra de los tensores (defini- 
dos como elementos del producto de varios espacios vectoriales) para pa- 
sar al Análisis tensorial en coordenadas curvilíneas en espacios euclidia- 
nos, espacios de RIEMANN, y aplicaciones a la Mecánica clásica y relati- 
vista, la obra de LICHNEROWICZ. 

Exposición concisa y lúcida del Análisis tensorial en relación con las 
propiedades elementales de los espacios de RIEMANN, es: 

Dar SPAIN: Tensor calculus (Oliver and Boyd, Edimburgo y Londres, 


Aplicaciones de los tensores a la Mecánica clásica y ondulatoria, a 
la teoría de la elasticidad y vibración de cristales, ondas en flúidos, pre- 
sión de radiación, etc., terminando con una exposición de la teoría cuán- 
tica de los sólidos, da la obra adecuada para famliiarizar a los físicos 
con el Análisis tensorial y mostrar su valor como instrumento: 

L. BRILLOUIN: Les tenseurs en Mécanique et en Élasticité (Masson, 
Paris; 22 ed., 1949). 


8. Introducción muy breve al Álgebra de las formas exteriores da 
LICHNEROWICZ (citado en Cap. XVII, nota V, 5); una exposición más 
amplia y muy adecuada da el capítulo TI (GRASSMANN Algebra) de la 
valiosa obra de orientación moderna: 

J. M. THOMAS: Differential systems (American Math. Soc., Nueva 
York, 1937). 


Estudio profundo, con contribuciones originales y diversas aplicacio- 
nes a la Geometría diferencial en su segunda parte, se encuentra en 

E. CARTAN: Les systèmes différentiels extérieurs et leurs applica- 
tions géométriques (Hermann, Paris, 1945). 

El Cálculo exterior en E,, con demostración del teorema generalizado 
de STOKES y consecuencias del mismo se encuentra en la excelente obra, 
escrita en forma muy condensada: 
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W. V. D. HoDGE: The theory and applications of harmonic integrals 
(Cambridge Univ. Press, 2% ed., 1952); trad. alemana Theorie und. 
Anwendungen harmonischer Integrale (Teubner, Leipzig, 1958). 

Al álgebra de las formas exteriores, con tratamiento en términos del 
Cálculo tensorial clásico. se refiere la obra siguiente, cuyo 2% volumen 
tratará cuestiones de Análisis: 

W. SLEBODZINSKI: Formes extérieurs et leurs applications (Mono- 
grafje Matematyczne, Varsovia; vol. I, 1954). 
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13. 


Que sean paralelos (o sea dos a dos linealmente dependientes) 
los vectores a, b, rı — ro. 


14. 


Que sean coplanares (o sea tres a tres linealmente dependien- 
tes) los vectores a, b, ec, d, r.—ro. Para ello es necesario y 
suficiente que, por ejemplo, sean coplanares los vectores de ca- 
da una de las ternas (a,b,c); (a,b,d); (a,b, r. — ro). 

15. 

m||n.L r,—ro. 

21. 
A — B = OA — OB, etc. SaS 

1%) —vV6, —2V6, +V6; 2%) V24; (2,4,—2). 

24; (2,4,—2); la recta r del ejercicio anterior en el sen- 
tido de 29). 

La condición equivale a (a +B8+y)a + PBlb—a) + 

+ y(e—a) = B(b—a) + y(c—a) = 0, 

[B(b—a) + y(e—a) + S(d—a) = 0]. 

39a, + 150 — 9as = 0; (39,15, —9) son parámetros direc- 
tores de la normal al plano bc. 

r = 2i + j + 5k, s = 10i — 203, t = 2i + 6j — 8k. Se es- 
tudia y compara la característica de la matriz formada por 
los parámetros de las direcciones dadas con la orlada por las 
coordenadas de a. (Cfr. § 15-5). 

Construído un triángulo cor a, b y c=a + b, fórmese la nor- 
ma de c. 

c = (a.b)a — (a.a)b; ver Cap. XVII, nota II, c.. 
Demuéstrese la identidad AB.CD + AC.DB + AD.BC = 0, 
tomando un punto O y poniendo AB = OB — OA, ete. 

19%) La suma de los cuadrados de las diagonales de un para- 
lelogramo, es igual a la suma de los cuadrados de sus cuatro 
lados. 29) El paralelogramo de lados paralelos e iguales a 
las diagonales de un paralelogramo, tiene área doble que éste. 
Poniendo AB=b, AC=c, AD =d, resulta de la identidad 
bâc + cAd +dåb = (b—e¢e) A (e—d). 

1°) x =b + ma, m escalar arbitrario; 2%) x=b+wAa, 
w vector arbitrario; 3%) x = b. 

Aplíquese la regla de CRAMER (§ 15-4). 


1 — A(e:å e); 1= e.e = io ad .€1 = A(e,, €, €3) ; 
8 1 
leel = 1; è=- Í+ == i+ g E; 
a2 2 e O 
ee A 
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23. 
24. 
28. 


29. 


30. 
31. 
33. 
34. 


35. 
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: 2 1 1 
o HE 
9” g Í t-g E 
Base ortonormal. 
(we, + Uea + wes). et —= ue, .el = ul; 


u.v = (3u'e:)(3v¡e') = Zun. 
































u = 180e — 80e? + 157e = 14i — 183j + 33k; 
v = 30e + 60e? — 69e = 8i + 19j — k; 
u.v = 5.30 — 3.60 — 2.69 = 180.3 — 80.1 — 157.4 = 
= 14.8 — 13.19 — 33.1 = — 168; 
eshes eje, ejAes el e q 
uA y = 5 —3 2 = 5 —3 2 (€, €s, €s) = 
3 1 —4 3 1 —4 
= (10e + 26e* + 14e*) .90 = — 614i + 278j + 370k. 
vd yY y 
(uAyv).,w=|v 0? |]. (eee) = 
w w w 
5 —3 2 2 1 5 
=1|38 1 — —2 4 0| = 26.90 = 2340; 
2 4 —7 —1 —3 4 
w = 3i + 39 — 18k; 
(uAy).w = — 614.3 + 278.39 — 370.18 = 2340. 


c) Ambos miembros se multiplican escalarmente por v, apli- 
cando [60-33]. 

a) [aA (bAc)]. = ar(bA ce). —as(b Ac), = ar (bic — bac1) - 
— Qa ( bacı — b1Ca) = (ac, + A2Ca + 0%C5) bs — 

— (ab, + azbe + asb,)c,, ete.; 

b) Resultan nulos los coeficientes de u, v y w. 

(w.u)v — (v.w)u = (w.u)v — (u.v)w: algún factor nulo 
o bien u y w paralelos o bien v perpendicular al plano uw. 
(uUAv).(uAvy) = [(uAv)Au].v = 

= [(wW.uy—(u.v)u].v = (u.u)(v.v) — (u.v)(v.u). 
Los productos (OA A OB) A (OCA OA) y 

(OA A OB) A (OC A OB) resultan de igual módulo. Igualando 
éstos resulta sen csen b sen A = sen c sen a sen B. 

a) (x—3)/3 = (y + 2)/(—1) = z — 1; 

b). æ + 3y + 2z = 8; c) x + 3y + 2z = Ł 2 V14. 
600, 

(1,5,1). 

35m g A MA; = (3mg)A MG + gA3m¡GA:. = fA MG. 

Las medianas de un triángulo ABC concurren a un punto, ba- 
ricentro (ejercicio 32) del sistema de los vértices, con masas 
iguales, 

Pruébese que si OAAu = OA'Au es AA? paralelo a u, lue- 
go tómese OA — (uAm)/u?. 


36. 


2er, = (1 + 4 V2)0; — x: — (1—3 V2) 25; 
lr, = 4 + V2%) + xá; 

2x a =(4V2— 1) — 23 + (4V241)x%. 

Pasar de un sistema a otro mediante las tres rotaciones al. 
rededor de ejes, y expresables mediante [61-11]: 1%) Angulo 
p alrededor de Ora; 2°) Angulo 9 alrededor de Of; 3%) An- 
xulo y alrededor de Os. 
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Primera entrada del cuadro y triángulo correspondiente al 
triedro O (xı, x^, £). 
a) Simetría respecto de x= x1; b) Proyección sobre x.= %a, 
paralelamente a gəz; c) La anterior seguida de proyección or- 
togonal sobre zz. 
1% AX = 4-2 2 0;; 2%) No. 
AB=0. La proyección sobre xa seguida de la proyección so- 
bre x, lleva todo punto del plano al origen, 
19) a) A¡*AA¿? = Aj? = Ag”; 
b) Si AB =I es A¡*AB= B= Aj”; 
20) Si AB=0 y AA,*=—I se tiene A(A0? + uB) = 
=I +0=lI. 
Una base forman las m.n matrices con un solo elemento 1 y 
los demás 0. 
En A'.(A')*=I tómese la traspuesta para probar que es 
[(A')]' = A” y tómense traspuestas de ambos miembros. 
aca ch1 sh11 


—TYXsh1 eh1Í* 


54. 


a) y b) Indicando con mayúsculas a respectivas coordenadas 

no- orae aea. y llamando t:/ti= u: 

X = (xı 4 x2)/ (Ati + t) = AXi + HX) / (A +p), etc, Enton- 

ces (8 9, ejercicio 5) sobre cada eje la proyección de P divide 

al segmento determinado por las de P, y P. en la misma ra- 

zón u/k; c) Si P= P: todo punto del espacio está alineado 

con P, y P., pero todo punto P de la forma (*) coincide con 

Pı y Pe. Si Pı P- la correspondencia entre valores à (in- 

duto “} = %0”) y puntos de la recta es biunívoca, siendo 

= P, para 1=0, P>P, para )—>0, P impropio para 
=—Hu. 

Basta reemplazar (*) en [62-2], y ordenar respecto de À. 

(**) y condición para que las raíces de (***) sean números 

puestos 

Es el plano polar del punto impropio (4:, Uz, Us, 0). 

f(x,y,z) + 1(2y+ 2) (x—2y) =0 da ìà = — 1/3; 

Bx? + 2y? + 32% + 2xy — 2y2z + zx — 3x + 6y = 0. 

C(1,—2,0); a=2, b=V2, c=1. 

1%) (x + y — 3z + 4)? — (1/3) (—3y + 52 — 6)? + 

+ (6/0 LU/D2 + k +2]? + (k* — 12k — 28)/4 = 0; 

20) Hiperboloide de una hoja si —2< k < 14; hiperboloide 

de dos hojas si k < — 2 ó k> 14; cono si k=— 2 6 k = 14. 

Para cada a, al variar n, los infinitos planos y =ax +n 

cortan según parábolas iguales; en [62-18] deben exceptuarse 

los valores a= + Vq/p. 

La cónica intersección degenera en r y otra recta, con al me- 

nos un punto P, propio o impropio, común con r. 

Si pasan tres coplanares, el plano de ellas pertenece a la cuá- 

drica, pues si no habría de cortarla según una cónica. Si no 

son coplanares, sería P singular, pues pasarían por 'él varios 

planos tangentes. 

El plano x tangente en P, es tangente en todo punto de v. 

Otro plano por r es tangente en un punto Q de r (ejercicio 

11), que es entonces singular. 

Por Q pasa una recta: o bien r, o bien la ulterior intersec- 

ción del plano Qr, y por ejercicio 11 dos. 

yY? + xy + xz — yz — 2y = 0; condiciones: aq = bp, aq = 

=(b—1)(p—1), p+q=2. a 

vVp=q = + 2Vq; (0,+ valp—aq), +Hp—q)). 
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19) Zz = pan y; tgĝ = — 4 v3; 0- = 98013"; 
3 
(0, + 1/V14, + 4V3/14); 2%) De revolución, puntos cíclicos 
(0,0, +1), cono asintótico x + y — 2 = 0; 
30) z= >= v10%; te =— 2 v10/9; Q = 144050"; 


puntos cíclicos (+ V10/22, 0,5/22), 

Todas sus secciones planas son hipérbolas o parábolas. 

1°) —%W<k<e elipsoides; cd <k< b* hiperboloides de una 
hoja; b?<k<oao* hiperboloides de dos hojas; aë S k < + œ, 
ningún punto. [Para k—> ¢ y k— b", la cuádrica se aplasta 
sobre los planos z = 0, y = 0, atravesándolos según una elip- 
se e hipérbola respectivamente (cónicas focales del haz)]. 
22) En la ecuación cúbica en k: (ar — k) (b — k) (e — k) — 
— (bb k (č — k) — y’ (e — k) (a —k) — 

— 2? (a — k) (b? — k) = 0. el primer miembro toma signos 
alternados en —æÆ, c, b°, aê (efr. § 41). 

19) —æ <k<q y p<k<+ xX, paraboloides elípticos; 
q<k< p, paraboloides hiperbólicos. [Para k—>q y k>p 
el paraboloide se aplasta respectivamente sobre los planos 
y=0, x=0, atravesándolos según parábolas focales del 
haz]. 2%) El primer miembro de la ecuación cúbica en k: 
xt (q — k) + w (p— k) — (2z — k) (p— kI iq — k) = 0, toma 
signos alternados en —0, q, p, +% ($ 41). 


77. 
T, = (—1/3)i — 4j + (17/3)k; (T,..n) = 240, 
m 2 —4 —3 1/2 —2 
19) 5 —4 2 7112 24 927 + 
1 0 7 ra E 1% 9.2 —6 
f 0 —32 —2 E 
3382 0 —5%2 
2 5 a lo 
0 q al (Ana + bn 
29) < —a 20 E N i 
1 aboae WI E) dl —bn, — El 


multiplíguese este resultado por <m, na nə} y por {c —b ap. 
136/21 = 6,476. 

57/9 = 6,3333; V1434'9)—(57,9)? — 2,845. 

19) 5x? + 4y + 6z? + 4xy — 6yz — 2zx = 1, elipsoide: 
9,37X" + 1.55Y° + 4.087? = 1; 20) El plano tangente en P 
es paralelo al diametral conjugado a la dirección n, o sea 
—x — 12y + 172 = 0, y es (—1)/(—1;3) = (—12) (—4) = 
= 17'(113). 

Tu = 9,37, Teo— 1,555, 794,08, 7:=0 si 2%3; J.—15, 
J» Ta 69. Ja = 59. 

Para que e) plano (+) de § 62, ejercicio 6, sea perpendicu- 
lar a la dirección (u,, Ur, Ua) debe ser 


an + Amo + ans _ hA F Axu- + Aus En 
Ur = ua = 

_ Amt + Ulla F Aaa 

= A A 


o indicando con A el valor común de las tres fracciones se 
obtiene el sistema homogéneo que han de satisfacer los pará»: 
metros directores, 
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a) Para cada raíz à el sistema [63-21] tiene característica 2 
y entonces tiene solución esencialmente única; b) Para raíz 
doble o triple el sistema [63-21] tiene característica 1 ó 0, y 
por tanto infinitas soluciones. 
la? + Ay — g = E 1; cono asintótico x* + y — z? = 0; 
an = ui Y Aj + Ak, con u? + uë — u? = 0, dedi- 
rección simétrica u respecto del plano z= 0, dando el mismo 
cono. 
Sea n = ni + nej + NIK normal al plano. 

Es Nr IA Ra E E S 0; 
anr — ha (n? + na”) + An? = 

Ap, = das Qn, = nadn 0% = a 
Ann = nr + Aana? + kan? = T Aa (Na? + n + Ng w) = = Azs 
sea a, componente tangencial de an, es as = mh — ì:)i + 
+ na(làs— ì:)k; resulta 
nai (Àa — àe) / V (lı — da) / (àa — àa) = 0/0 = 

= Ns (Àa — 22) / y (da — àa) / (Qu — ls) por ser 
Ni V d — àa = — Ma Vir —h. 
S2AS — 11 = SAS — 187IS = S(A—ADS. 
Si y sólo si A y B tienen igual polinomio característico hay 
matrices S y T (que pueden determinarse ortogonales si A 
y B son simétricas) que las llevan a la misma forma dia- 
gonal: S7 AS = T*BT y entonces B es la transformada de 
A por ST", 
a) S*AS.S?BS — S?ABS — S”*BAS = S'BS.S” AS; 

b) Si una matriz diagonal A tiene elementos todos distintos 
es conmutable con y sólo con matrices diagonales. 

19) El primer extremo vale 3 y se obtiene para u= (2i+ 
+ j)e/ V5, (e= + 1); si v es unitario y normal a u es 
v=(—i+2j)e/V5, (e = + 1), dando a la forma cuadrática 
el valor —2. Los valores propios son 3 y —2 y los vectores 
propios u y v; 2%) Con la transformación ortogonal x= 
= (2X — Y)/ V5, TST 2Y)/ V5 se obtiene para la forma 
cuadrática: 3X* — 

a) h=p=2; b) Pio, y)= 9[x +(2/3) y]? + 75y?. 
A =1/4, J,.=1, Ja = — 3/4, Ja = — 1/2, hiperboloide de una 
hoja; centro (2,3,—3), direcciones principales (1,0,1), 
(1— V17, —7 — v17, —1 +4 v17, (1 + V17, —1+ v17, 
—1 — V17) ; ecuación reducida X*+3(V17 + 1) Y* — 
—3(v17—1)7*=1. 
A=—.9/4, J,=12, J2=11, J2=0, paraboloide elíptico; di- 
recciones principales: (2,—1,0), (1,2,0):; eje: 44x — 22y + 
+ 25=0, x+2y=0; vértice: (—5/11, 5/22, —37/44); ecua- 
ción reducida: Z = 11X?’ + Y’. 

A=0, J= 9, J:=— 9, Js= — 81, cono real; direcciones 
principales: (1,1,0), (1,—1,1), (1,—1,—-2); ecuación redu- 
cida: X*— Y? + 3Z2*=0. 


116. 


19) 0<? +y <1 con x? +y Æ}; dos recintos doblemen- 
te conexos con fronteras (0;0), # +y =}, #2 +y =l, 
donde (0; 0) no es punto de contorno; 29) Angulo horizon- 
tal formado por las bisectrices de los ejes de coordenadas: 
dos recintos cerrados (dominios) simplemente conexos; 39) 
Regiones hiperbólicas 2nx < xy < (2n + 1)x, (n = 0, 1, —l1, 2, 
—2, ...); infinitos recintos cerrados (dominios) simplemente 
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CEN cuyos contornos están formados por ramas de hipér- 
ola. 

1%) Circunferencias concéntricas de radio r=(1+.e*/%0)73; 
20) Hipérbolas equiláteras a? PE = 20"; 3%) Hipérbolas equi- 
láteras xy = k, donde 2nx < k < (2n + 1)x, (n=0,1,—_1, 2, 
—?2 .. ), 

Conos y +2— kx” =0. Ramas na <u<(n+ ¿)x, (n—=0, 
1, —1, 2, —2, 

“Circunferencia unidad” es: 19) laa] + loca] = 1, cuadrado de 
vértices (+1,0), 0 +1); 29) máx4lxi], [wal ) =1, cuadrado 
de vértices (+1, +1). 

Dos conjuntos complementarios tienen los mismos puntos fron- 
tera; véase $ 94-2, b 

El conjunto vacío y el conjunto total. Si un conjunto y su 
complemento no son vacíos, el segmento cuyos extremos son 
tales que sólo uno de ellos pertenece al conjunto, contiene un 
punto frontera y un conjunto con puntos fronteras no puede 
ser abierto y cerrado a la vez. 

19) X.Y = (X-Y)- (X-Y) = LaS A 
29) X"(<)X" implica X = X- X =(X-X”)- (La Xx 
= X-X'-X'- X" = X-X’ = X; 39) Si existe un cerrado 
F(=)X ello implica que F(>)X, pues todo cerrado F que 
cumpla X(=)F(=)X es tal que X.X'(<)F y por tanto 
F = X. 

Para todo X es X"(<)X” y por tanto X' es cerrado, Recí- 
procamente, sea F tal que F'(<)F = F'.-A, donde A es el 
conjunto de puntos aislados de F. En el entorno reducido de 
cada punto a de A que no contenga ningún punto de F, puede 
darse una sucesión Y, cuyo único punto de acumulación sea a. 
Si Y es la unión de todas las sucesiones Y., aunque Y’ pueda 
contener puntos no pertenecientes a A, será 

Y” = A.A'(S<)A.F', lo que implica que si se toma 

X = F'-Y, será X'=F, pues 

Xo SAI LASA SAS 

No. 

Sí; orden de conexión 2; contorno x’ + y? =1, que con (0; 0) 
forma la frontera. 

Sí: no; simplemente conexo; el contorno es la parábola 
2. + x =1 que con el semieje horizontal negativo xs=0, 
x%, < 0 forma la frontera. 


124. 


a) 19) z = 1/In[(1— x?— y?) / (2? + y?)]; límites doble y 

reiterados = 0; continua fuera del origen sobre el eje «* para 

1/42 Æ |æ| < 1; 

29) z = + Vx*—y?; existe sólo lim lim z = 0; no exis- 
x—0 y—0 

te el límite doble ni el otro reiterado, pero existe límite doble 

= 0 en el campo de definición; continua a lo largo de todo 

el cje x; 

3%) z = +- Vsen(xy); no existe ni límite doble ni reitera- 

dos, pero existen y son iguales y nulos en el campo de defi- 

nición; continua a lo largo de todo el eje x; 


49) u = arc tg [ (y? 4 23) /2*]; existen los límites reiterados 
lim lim lim u = lim lim limu = nx para cada rama, 
r-—0 y—>0 £—0 —>07>0 y>0 


poro no existen ni los otros cuatro límites reiterados ni el 


$ 66-Ej. 10 
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límite triple. Cada rama es continua sobre el eje œ fuera del 


origen; 
b) f(x,y) =% + 1 si x Æ1, no definida si x = 1. 
19) Existen lim lim z = lim lim z = = 0; no existe límite 


y>0 z>0 r>0 y>0 
doble, como se ve calculando límites a lo largo de rectas con- 
currentes; 
20) Existe límite doble 0; no existen los límites reiterados. 
309) Existen ambos límites reiterados y el límite sobre cada 
recta concurrente, todos nulos; no existe límite doble, pues 
z=1 sobre y =x; 
409) Los límites doble y reiterados son —0; 
59%) Existen los límites doble y reiterados, todos nulos; 
6%) Existe lim lim 'z=1 con igual valor para los límites 
>0 y>0 
a lo largo de las rectas concurrentes; no existe el límite do- 
ble, ni el otro límite reiterado; 
79) Existen los límites doble y reiterados, todos nulos. 
Ninguna de las funciones es continua en (0; 0), pero ambas lo 
son a lo largo de cualquier recta concurrente en el origen. 
19) Por lo menos de orden 2, siendo precisamente de orden 2 
si y sólo si cica—cx* > 0 (cfr. $ 63-7, b, teor. 1); 
29%) Por lo menos de orden 3, siendo de orden 3 en los domi- 
nios o que no contengan las rectas x=0, x= 
39) Arden logarítmico inferior a cualquier orden potencial; 
49) Por lo menos de orden p; 
59) Por lo menos de orden 2, anulándose en las circunferencias 
de centro origen y radio 4in(4n— 1) con rn entero cualquiera. 


139. 


19) z = 1/ln [(1— x — y? / (0? + y]; 

Za = 2z (1 — 8 — yY) (x ty)? Zy = yzs/a; 

29) z = + V —yY; Z: = x/2; Zy = — y/2; 

39) z = + Vsen(xy); Z: = ycos(xy)/ (2z); Zy = 222/y; 
49) u = arctg [ (y + 2%) /2?]; 

Us = — 2x(y +2) /[x0* + (y? + 297]; 

Uy = 2 %y/[2* 4 (y? + 2); u, = zuy. 

Cfr. § 13-4, b, y § 13-7, a. 

0 = (—4 + V16 + 12h + 3h”) /(3h) >1/2, 0: = 1/2. 

B + C = 90°; debe disminuir 0%b/%a, es decir B y por tanto 
alargarse a; senBsen(B + C)/sen C = AB/(Aa/a) = 0,2 
con C~ 61° da B< 11°, es decir a > 25 m. 

S = łbcesen A; AS/S = (Ab/b) + (Ac!c) + 

+ cotgA.AA < 0,01 + 0,01 + V3.0,0044 < 0,028. 

Cfr. Cap. V, nota II, e. 

Error relativo < 0,002; densidad 8,33 + 0,02. 

1°) 0, la dirección de pendiente —2 es tangente en (3; —1) 
a una circunferencia donde es 2 = const.; 2%) 1,4, 

19) x>0 —0<y<+0; 2=0, y>0; 

du = yx”? dx + x” Inx dy; 

29) |z| < lx]; du = [y . Arc sen (z/x)—(yz/ V x — 2) 1dx + 
+ [x. Arcsen(2/2)1dy + (y /Vx?*— 2?) dz. 

19%) Existen f.(0,0) = f,(0,0) = 0. La función no es dife- 
renciable, pues Af = rfg con 

lim e = lim (+ Vleyl/ Vx* + y’) = a V|cos y . sen ọ| = 
e>0 >0 —>0 


11. 


12. 
13. 


14. 


16. 


17. 
18. 


3.67. Pág. 
1. 
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= lim v3 |sen 2q| no existente: 


e>0 
2%) Existen 1f.(0,0) = 1,(0,0) = 0, pero la función no es 
diferenciable, pues Af = sọ con 


lim £ = lim [sen(4 Arctgm)/vV1+m*] no existente con 
o>0 e>0 i 

y'/x =m Ž variable. Es f-(0,y)=0 función continua de y en 
(0,0); f,(x,0)=4 es función discontinua de x en (0,0). 
Intersección (2;2;-—3): plano tangente 2 — 3 = x — 4y; 
ángulo: sen = 19/(3. v138) = 0,554; 0 = 32040”. 

20) Para y =x +4 2=x + In(1+ e"); 39) V2/2. 
Du = 8i + 7j; |Du] = V113; U,, =4V3 + 2.7; nula 
según tgp = — 8/7; qı = — 550, qa = + 1259. 

Du = 9i — 44j — 48k; up = — 2/7; nula en el plano 
9(x +2) — 44(y — 3) — 48 (z — 4) = 0; máxima según (9; 
—44; —48); |Du] = V4321 = 65,73. 

Dz = 12i — 12; 2, =3V3.12—2.12= + 4,392; máxi- 
ma según tg =— 1; q = — 1/4 q. = 31/4; |Dz| = 
= 12., V2 = 16,97. Nula según tgç = + 1; p = 7/4, 
Q: = — 31/4. 

Función no diferenciable. A pesar de que Zz: = z; = 0, las 
pendientes 2/Q = xy/0? — cosq.senqp no son nulas. Dos 
rectas de pendiente máxima para q —= + 1/4, q =— 3/4. 
+ ¿Df = f¿cosyw + fyseny; tew = Íf,/fo. 


Df. de módulo 1, actúa según la recta que une (a,b) al ori- 





gen; fẹ = (—4/ V65) . (3/5) — (7/V65) . (4/5) =—8/ V 65. 
El teorema del coseno da 10 = 25 + 65 — 10 V65 cos y. 
161. 

dz’dt = 2 cos 2t. 

F (+) = 2sen t Veost; —in< ts dx; 

F"(t) = (2% —yy'):z = cos(3t'2) v cost. 

1%) vu — arctg [ (y? + 2%) 'r*]; homogénea de grado 0 en todo 
e] plano; Zus + Yus + 24. = 0; 


20) Sólo positivamente homogénea de grado 2, excluyendo el 
ángulo agudo cerrado comprendido entre x= 0 y x+y=0; 


Y + 2 Y y? qa 
x [5 mn Y AA e 





vV =+ y x x(x +y) 
Vx y? z x+y E 


TT + 
= 2y Vai + y? ln A 





3") No es homogénea, 


De flia. ...,2e.) = wy(0)f(x,..., 2.) se deduce y(1)=1 y 
derivando parcialmente con respecto a à y a cada æ, será 
Sa (Ada, ...,2%0) = W()Í(%,..., Ln), 

AE AXi aan, AEn) = pA) f, (£i... £n), de donde 

VO), (£y ...y £n) = m0) (a, Se -, nr). 

Si yw(A4)=0, se cumple [67-8] para m=0. En otro caso, 
tomando f(a,, ...,4,)4 0, sea 

mo = flian... an) [Xa f, (a, ...,dn)] +4 0. Por tanto 
WwWO)/w() = mh, es decir «p(A) = CA” con 

C. 1 = apl). 


$ 67-Ej.25 


Te 
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(sen x + cos x)? = 1 + sen2x < 1; —ên + na[< x < nx 
(n= 0, +1, +2,...). Es F, (z, y) = cosy Æ 0 en 
—1 + n1n<x< nm con y'(x) = (sen x— cos x)/cosy. 
Es y = arcsen [—V2 sen (x + 310) ]. 
Zz = (—2x* — 2)/(x—y + 2), 
2y = (24 + 2) /(x—y+2). 
F,(0;0;0)= 1 %0. Campo de existencia: todo el plano 
(x,y), pues si x = 0, según y +2=0; si, y = 0, según 
x +z = 0; si xy £ 0, se pone xyz = t, hallándose para 
x£, Yy dados la intersección de la recta u = x -+ y + [t/(xy})], 
nunca paralela al eje t, con u = sent. 
19) z — 2 = = (a — to) tE £o — (y — yo) tg y; 
29) æ — y — z + (1/6) = 0. 
z? = y (1— łx°); plano tangente: 

T5% — 32y + 40z — 90 = 0. 
Plano tangente al paraboloide: z — 2 = 3 (æ — 1) + 
+ 2(y—1); plano tangente a la superficie esférica : 


z — 2 = — (x — 1) + (y—1); 3.(-1) + 2.1 + 
+ (—1).(—1) = 0; (—1/V42; 4/V42; 5/ V42). 
IE Gina) = = (6yo) (22) — 1. (2y) = — 92 Y 0; 


Reducida al punto de contacto con el plano tangente común 
2x + 3y + 2z — 9 = 0 con jacobianos nulos. 

(3u/ðx), = u(y —w)/(1—unv) con 

0(F,G) a = (1— un) / (uv) X 0. 


_ Fi + Fegi Fa Faga)” 
(04 /0y) a — Gahs (Fa + F.82) f | Gı + Gəh: Ga + Gəhz 








LZu — YZ = Zy 
9F, IF, du oF, dUn 
— —= = : qu —— . ~= 13-6. 
dx, dur dx, + DUn dx y $13 
J= — 1/(x* + y?)?. 
19) 40 dy zi 


lahja u) © On) 

2) x = + V(a—t)(a—t:)/(a—b); 
y = + V(b—t)(5—t)/(b—a); 

30) 9(t,, ta) /0(x,y) = 

= 4xy(a—b)/V (a+b)? — 2(a—b) (2? — y?) + (2 + y)”; 

49) f.g"y/[(a—t,) (b—t1)] = f28'2/[ (a — to) (b — ta) ]. 

Hay 24 casos. Por ejemplo: 

(uz)y = f- = 20; 

(uz): = f: + fg: = 2x + 2yzz"!,; 

(Usa = fig- = 2yx*Inx; 

(uz), = f:g:/g: = = —- 22* ln alz; 

(us): = f, = 2y 

(Uy). = (£ 182) al f, = 2g z7 + 2y; 


(22). = — (f: + £,82)/(£f.g:.) = — (2 + yza* 2)/ (ya" In x); 
(22), = — (g=/8g:) = — 2/(xlInxw); y análogamente: 
Zija = = , Zu) y = 0,5 (2) = , (2,7) 2 = , 
(Yu)2 = = , (Yu) z = 3 (Yo) u = ; (Y: z = ; 
(Yz) = ; Ue = $ (m) = 5 (x) = 5 
(2). = , (xz y = ; (y). = , (xp): = 
f. Lo —2x fo fo f. 

du SS ; a 

de == -| Eu —Yw Es gu —WwW gu . 

: h, ho h, hno ho h. 
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(u:)o = 1/(sx); (us), no existe; 
(u,).- = (1— sur' In r) /(sx) = (1—3Ins8.Inr)/(sr'); 
d(ux—y, y—Ins, z—r')/0(u, x,r)= 0. 


175. 


Existe a' <a tal que lp(x,0)| <(1—k)b si ea por 
(*) si ivi <b será latay) — ple 0) < kļlyl < 

.. |p(x,y)| < kb + (1—k)b b. Entonces, Data ar <a 
los puntos (x, yn(x)) enian en R y Sigue que la serie 


ya(x) + 2 ¿Lyn da) — Yo (10) ] 


converge absoluta y anto rmementa; con lo que la sucesión 
(**), de funciones continuas, converge hacia una función con- 
tinua f(x), y es 

9[x,f(x)] — f(x) = lim [F (z, yna (x))— ya (x)] = 0. 








2. Si g(x) es otra, de 
let) yl = lolo, g(2)] — b(2,Y2)| < klg(a)—ynal 
sigue E) ml, < kt lg(x) —Yl, y 
jg(x)— f(x)! = lim |g(x)— y| = 0. 

3. (x,y) = y — [F (x, y)/F,(0,0)]. 

4. Considérese la unión de todos los conjuntos determinados por 
el teorema de § 68-2 conteniendo (ıı, ..., An; bi, ..., bm). En 
un punto de E.” frontera de V debe cumplirse [68-11], 
siendo contradictorio que no pertenezca a V y cumpla [68-12]. 
Si hubiera otra rama V, debería ser V,(<)V. Si V—V,=A 
no fuera vacío, lo serían V^ A’ y A7V', (8 64-4, nota 2), 
contradiciendo la conexión de V. 

5. 19) (F, Fa) /? (u, ua) = 4(u?* + w?) sólo nulo en Y = u: = 
= % = % =0. Una sola rama en el campo real E, que co- 
rresponde a la solución compleja de u? — x = 0 (cfr. $ 116-2); 
209) Dos ramas en el campo real Es para u>0, u< 0, se- 
paradas por el punto x = u = 0, frontera no perteneciente a 
ninguna de las dos; 39) Dos ramas (hemisferios) en el cam- 
po real E, para u > 0, 4u< 0, separadas por el ecuador u = 0, 
ay) +. ts Z 1. 

6. Cfr. Hosson (citado en Cap. IX, nota VIII, 3), vol. I, pág. 
439. 

7. dlu, v) jd, y) = 0; v = w —1)/ (u +1). 

8. 0(u,v,w)/d(x,y,2)= 0; con y = z = 0 se obtiene fácil- 
mente w = w. 

alz ty’) _ Zz Z| o 
d(x,y) le yl” 
11. 8xcos*x — 8x costx + xcos4x —1=0, pues 
cos 4x = 1 — 2sen*2x. 
12. Necesidad: Multiplíquese cum + + Crun =I 0 por w; 
intégrese y aplíquese § 15-6, b; Suficiencia : G=0 implica 
Taca ln = 0, k=1,... 7, "se multiplica por c, y se suma, 
obteniéndose l 
b 
f (c+... + Cru)? de = 0. 
“a 

13. $ 13-6. 

Pág. 200. 

l. Us = xyz(1 — z’ + z) (x —23) 1 
Uy = 0 


Uas = xyz A 
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Usy = arcsen(z/x) — z(a?—2?)-*! = Up; 
Uys = x(x — 2) — Uey; 
Uss = — ye (r — z)? => U; 
Vrs = — Vry = — Vys = Vy 


TARA — 2e”) /(e2 + 2e")?. 

fn + fa +.. + fm = ge + (n—l)g/r; f=a rr +b 
si n#Æ2 con a, b constantes; f(x, xa) = aln(b Vz? -+ x?) 
con a y b >œ 0 constantes. 

z = lnu convierte la ecuación en Z:y = 0, de donde resulta 
z = pls) + ply), u = e = f(s)g (y). 

fa = fy = (x — y)/ (+y) si 2+4+yg>0; 

fa (0,0) = — 1 Æ fv- (0,0) = + 1; 

f.y no es continua en (0,0); f., f, no son diferenciables en 
(0,0). 

Las mismas para (x2,Y0) con xe(xo—h, zo +h) y además 
existencia de uno de ambos miembros de la tesis, 

dz = e”*(ade + fdy)'” ; d'z = e”(adx + cdy)'” con 
c™ = b"eos(by + inn); cc” = cosby; $ 38-1, ejemp. 4. 
19) Uze + Uyy = Ur + (Upp 17) + (u-/r); 

22) u = (P re), (P + 2r” — rr”). 

Derivando sucesivamente [67-8] se tiene 


ð a (p) 
(a da +...+%. a) f (Ati ..., A%n) = 


= m(m— 1)... (m— p 4 1)? f (£r... £n) 
y se hace à =1. 
Aplíquese [67-9]. 


y = — (Bay + y?) / (4a* + 2xy) 
y” = 3y(64x* + 32x*y + Buy” 149) 1140 (2% + y)”. 
dz = 8x dx — 6ydy; zxdxw + ydy + zdz = 0; 
dz = 8(dxz)? — 6(dy)* — 6y dy; 
q + (dy)? + (dz)? + y dy + zd’ = 0; 

z = — 18 dydy — 6y d'y; 
Si. dy + 3 de dez + ydy + zdz = 0; etc. 
dx + dy + du + dv = 0; 
ade + ydy + udu + vdv = 0; 
du + div = 0; 
(dx)? Ti T (du)? + (dv)? + udu + vdw = 0; 
du + d o 
Deco + 3 du dee + udu + vd% = a etc, 

= 1 + 2k 4 k’ + hk + (3/2) h*k ET 


sy. E 
1°) 2 2 A 


n=0 m=0 





00 
lx] + lyl < 1 comparando con Z (+y) para x>0, 


p= 
y >0; en los otros cuadrantes el término general no tiende 
a cero si le] + ly] > 1; 

on 


29) 5 S ry’ 


37, válido para todos los valores de x y 
min! 


n=0 m=0 
e fte, y) fa (Bix, Qy) + y £, (Que, Qu) 
y) _ vÍ-(07, 0.4) + Yf, (Qz, Qy 
A g(x,y) ` xgz(0.x, 024) + Yg, (02x, 0y) 
0(f,g)/0(x,y) = 0 en (0;0). 
—2; No. 
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(Los + Mo + NEw) / (Ery + ZE. + MEw) = 1; i 
Sí; También pueden aplicarse los desarrollos en serie de 


$ 45. 


8 70. Pág. 224. 


1. 


10. 
1. 
12. 


13. 


14. 


Nueve puntos extremantes (0;0), (+1/ V2; +1/ V2), (0; 


+1/ V2), (+1/v2; 0) con máximo relativo (—1) en el pri- 
mero, mínimo absoluto (—=4) en los cuatro siguientes, y pun- 
tos de ensilladura en los cuatro últimos. 174 ! 

Un solo punto extremante (0;0), caso dudoso. Se tiene 
f = (@— p) — y = (y (e— y +4 y) > 0 si 
y <0. Recta singular, semieje +y. En un entorno del ori- 
gen es £<0 en y(1—Vy)< x < y (1 + Vy) con y >0, 
siendo f > 0 en el resto. No hay extremo; cfr. § 70-2, ejem- 
plo 3. 

Por razonamiento análogo al del ejemplo 6 de $ 70-2, los cua- 
tro versores de dirección PV, dan suma nula, por tanto si 
el mínimo, siempre existente, no es uno de los vértices, debe 
ser la intersección de las diagonales. Ésta es precisamente P 
si el cuadrilátero es convexo. 

Mínimo absoluto en (1;-—3) con valor —7. Trasladando el 
origen al punto (1;—3;-—7) y girando los ejes, resulta 
Z = (3/2)X? + (1/2) Y”. 

Extremantes (0,0), (a, 0). 

En (0;0;0) es H = — 16a* < 0, punto de ensilladura. 
En (+a;0;—a*) con H = 64a* > 0, 222 = 808 > 0 hay 
mínimos (que son estrictos y absolutos). 

No hay extremos relativos; máximo absoluto 1/4 en (In2;0), 
mínimo absoluto —1/4 en (0; ln 2). — 

Extremantes (0;0), (+V2; —vV?2), (—V?; + V2). 

En (0;0;0) caso dudoso H = 0, con recta singular y = zx, 
siendo en ella z>œ>0 y según los ejes z < 0, no hay extremo. 
En los otros dos puntos hay mínimos (que son estrictos y ab- 
solutos) con valor z = —8, pues H = 384 o 0, Zza = 20 > 0. 


+ (19 + 6t—t:)%; t = — 4; P = V185. 

u = sen A sen B sen (A + B) > 0 anulándose a A=0 
ó B=0 ó A+4B=x cen OLAS, OS<SBS ox, 
O<A+B<x; ua = ur = 0 da tg A = tgB; 


sen 3A = 0; A = B= C = x8. 
= B = C = xz/6 da máximo sen A.sen B.senC = 1/8. 
El baricentro. 


a) Mínimos para 2=5, y=8 y para x=—5, y=—-8; 
b) Mínimo para *=a/vY3, y=a v3; 

máximo para 2=—a/Y3, y=—a/vV3. 

d = — D/vVA*+B*+C” con pie de la perpendicular en 


(—AD/ (4° + B? + Œ), —BD/ (4° + B? + C’), 

I (4° + B° + C?)). 

xja = y/b = z!e = s|. (a+b + c); 

F —= ey2 + A(x +y+z— s); Máximo al ser 


a de b dy cdz y” 
d'F —= xy" [í Hee T ) — 











zx Y z 


(ua b dy? E) z 
E qe + y’ + z = 
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a da? b dy’ c de 22) 
z + y? E 
pues x/a = y/b= z/c con dæ + dy + dz = 0. 
Triángulo equilátero en ambos casos, 
Se extrema 2S — adsenA + bcsen B_ bajo la condición 
a + d—2adcosA = b + cC— 2bccosB y resulta 
A + B =x, €s decir, el cuadrilátero inscriptible. 
En ambos casos triángulo equilátero inscripto en a*+y*=1, 
demuéstrese primero que debe ser inscripto. 
Vértices x= + a/V3; y= + b/V3; 2= + c/vV3. 
Cubo; cfr. $ 70-8, ejemplo 3. 
Para el plano l(x—a) + míy—b) + níz—c) = 0 se ex- 
trema el volumen V = (la + mb + nc)?/(6lmm)Y obteniéndose 
3al = 3bm = Zen = la + mb + nc; V = 9abc/2 
Para determinar los extremos de r se encuentra la ecuación: 
e ma Ot f 

Pao H r — b t a Pp = 0. 
Resultan los ejes de una cuádrica de a su centro; cfr. 
$ 63-5, [63-22] y $ 63-8, a. 
Debe extremarse 7? = x? + y? + 2xycos Q, y para 
F = P + A(aux? + 20122y + day? + das) resulta 
x + ycosQ + lanx + ay) = 0, 
y + xcosð + ¿(010 + amy ) = O, de donde 7° — lam y los 
valores de A son las raíces de la ecuación 
(Maa + 1) ran + 1) = (Lan + cos 0)’. 
Basta buscar el máximo de u = ax” + 2bxy + cy” con la 
condición ex? + 2fxy + gy? = 1, debiéndose eliminar v, y 
ax + by bx+ cy 


ex + fy fxr + gy 
De las dos primeras se obtiene 
x[ (ax +by)— ulex+fy)] + y[ lb + cy) —u(fe+gy)1 = 0, 
debiendo por la tercera, ser compatibles en x, y las ecuaciones 
(a—uede + [b—ufly =0, (b—ufle + (c—ug)y = 0, 
de donde resulta la tesis. Para el ejemplo, es 
u = (14/3) + (2 v67.3). 
Ecuaciones de condición pr = 3.4, — H, = 0. 
Para F = A + X&Xì-ọ- se tiene (0A/%,-.) + 21-47, = 0, 
de donde Ar;¡/ar. = — 2%, independiente de 1, 
Como <X¡Ar,,a., = 0, (r 48), se extrema A cuando es or- 
togonal. Por tanto A? — H,Hs ... H,, de donde 


Amiz = VH:Ha... Ha. Para la,,| < M es H, < naM’. 


z= — | 


entre estas dos ecuaciones y la 


q 








234. 


xy + yz + zx + x — 5z — 10 = 0; (1;2;0); 

xy + yz + zx — 1 = 0. 

3x + 8y — z = 19; æ — 1 = (y — 2)! (—5) = 2/3; 
(1;1;1) e indeterminadas, normales a la anterior; hiperbo- 
Es ordinario de ai Xx” — 3 Y? — 32? = 1. 


Y + yz + zx = 
(eI) (u2) = + aai + z(x—1) = 0. 
YX + 8y + 72 = 1; 17(x —3)* + 34(y — 2)? + 49(z—1)°'— 
ON U 2) — 14(y — 2) (2 — 1) 28 (2—1) (1-3) = 
Esferoide achatado 4X* + Y? + Z*= 1. 
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Basta resolver f(a,b) = 0, f.(a,b) + Af,(a,b) = 0, 
ez(a, b) + 2Moay(a,b) + ¿f,y(a,b) = 0 con 


3 2310 
£2(0,0) + £9(0,0) >0 y (¿+1 a) f(a, b) Æ 0. 


19%) d+ pa + b = 0; 3a + 2pa + ì@ = 0; 

6a + 2p = 0; (fs +Af,)™ = 6 Æ 0; a = — pl3; 
b= — 2p* (279); à = p° (8g); 

Recta de inflexión 9px — 27y + 5# = 0; 

29) at — 6a? — b = 0; 4a* — 124 —1=0; 

12a° — 12 = 0; 24a Æ 0; (+1;—5) con ìà = — 8; 
(—1;—5) con 1= 8. 


La única raíz real del sistema f = f+ = f, = 0 es el origen 
(0; 0), punto crunodal de tangentes c(x? — y?) — 0, es de- 
ar y = + æ, con ramas sin inflexión. 


El origen punto acnodal. 


Desarrollando en potencias de À — à, = yuh y x —a =h, 
será 

2F (2,1) 'k* = fa? + 2P (h)a + Qa) + A[R(u) +ô] = 0. 
Si el trinomio constante.-respecto de h, tjene dos ceros reales 
distintos h, uz, la ecuación de ambas ramas del tacnodo será 
aproximadamente y — b = ħ(x— a) + u:(x—a)? y am- 
bas estarán a un mismo lado de la tangente común si 

Ua = Q (A) :fyy > 0, a distinto lado si pus = Q (A) /fyy < 0, 
y dudoso, pudiendo una u otra rama tener inflexión si 

papa = 0 = Q(A). Si A=0, es 

2F (2,2) /2* = fu(u— m)’ + h[R(u)+85] = 0 para 


m = — VQR(M)/fw. Si R(m) + 0, el caso no vuelve a 
ser excepcional y se tendrá aproximadamente 
Lu —u)? = — AR(pu) fu, es decir 


-y — b = h(x —a) + (x — a)?’ (m + V—(æ —a)R(m)/fy); 


por tanto, sólo si x—a es del mismo signo que —R (m) /fw 
es y real; si-m 0, ambas ramas de la cúspide quedan a 
un mismo lado de la tangente común, mientras están a dis- 
tinto lado si =0=0Q(). 

Ejemplo 3: F(x,1)=Y + prO, Ah=0, 
P(4) = P.-(4)=0, Q(0)=2 fywy=2; A=4>0; 

(0; 0) es punto parabólico aislado. 

Ejemplo 4: F(x,1)=*—xmx= 0, caso no excepcional 
con P(1)=-—2%0; (0;0) es punto de retroceso de 1? es- 
pecie, existiendo curva para x >0. 

Ejemplo 5: F(x,1)=Y* — 2x + 124 =0, Ah =0, 
P()=—4, P)=-—2 Q0)=2 fu =2 A=0, 
R=0, el caso vuelve a ser excepcional, Directamente à = g 
es doble. 

Ejemplo 6: Fíx,A)= (U—zx)—x*t=0  A=0, 
R=0, el caso vuelve a ser excepcional. Directamente, si 
à = ug, queda, dividiendo por x": (u— 1)? — x? = 0 ylas 
ramas son aproximadamente y =a2*(1 + x), a un mismo lado 
de la tangente común en el tacnodo (0; 0). 

Ejemplo 7: FíxA)=Y + s — e= 0, A =0, 

P (1) = 21, P(A) = 1, QQ) = — 2, f= 2, 
A= —5<0, W+pu—1l = 0, mp = — 1; (0;0) es 
tacnodo con ramas a distinto lado de la tangente común. 

Ejemplo 8: F(x,1) E Y — 2r + *—x'=0; A=0, 
(A) = — 4); P: (A) =Z — 2; Q) = 2 Æ 0; f= 2), 
A=0, R<O0; (0;0) es punto de retroceso de 2% especie, 
existiendo curva para e +0 
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19) Las raíces del sistema f = f+ = f, = 0 son (0;0) y 

(0; —c). Para el primer punto es 

F(x,1) = EA 4+ 2elx — 3x? + x (2c — 2x1 + xit) = 0, 

A = — 16” < 0; čp + 2ce — 3 = 0, Wp = — 3 < 0; 

(0;0) es tacnodo, con ambas ramas a distinto lado de la tan- 

gente común. El punto (0;-—c) es crunodal, con tangentes 

paralelas a las bisectrices de los ejes de coordenadas, siendo 

de inflexión en ambas ramas; 

2%) La raíz del sistema f=f.=f,= 0 es (0;0); 

F(x,1) =I 4 £? — 24 =0, P(2)=0, 2) = ux da 

F(x,1)/x* = pP + x — 2xe* = 0 con 

Pı (à) =0 = Q (1) = A, tm=0, R(0)= 2 > 0, fuy > 0, 

(0:0) es punto de retroceso de 1% especie, existiendo curva 

para r < Q0. 

19) Tangente simple y = 0 con rama ordinaria sin inflexión; 

Tangente doble x? = 0; para x =ìy., h =0, es 

Fig. A) = Xy +y — P = 0, yh) <0, P(n) >0; 

(0; 0) es punto de retroceso de 1% especie de tangente x =0, 

con ramas existentes para y > 0. 

29) Tangente simple x = 0, con rama ordinaria con infle- 

xión. Tangente doble y” = 0, para y = w, h = 0, es 

F(x.) = x Mx? — 2 +2%=0, P(0) =0, caso excep- 

cional; para ) = ux es 

F (g. ux) = 1 — por — 24 + 4 = (u— 1)’ — p'r = 0, 

vuelve a ser excepcional, pero directamente, para u=1 es 

[(y/x?) —1]* = x*, es decir, y = x*(1 + q), dando (0; 0) 

punto de retroceso de 2% especie, de tangente y=0; con 

ramas existentes para x > 0, 

19) En (0; +1) y (0; —1); 2%) En (0; —3x) y (0; +41). 

Punto anguloso con ramas de pendientes —¿a, +3x (¡no son 

ángulos!). 

19) Elíptico, por debajo; 

29) Parabólico, atravesando ; 

39) Elíptico, por encima; 

4%) Hiperbólico, atravesando; 

59) Parabólico, atravesando; 

6%) Hiperbólico, atravesando; 

7%) Elíptico, por debajo; 

89) Parabólico en todos, por encima en los ejemplos 3 y 5, 
atravesando en los demás; 

99) Parabólico, atravesando en ambas superficies. 





255. 

r(u) = r(u) .e(u) con !le(u)l = 1 da 

TAr —= reA (re+re') = reAe', $ 72-83, bd. 

Cfr. $ 60-1, b; [72-17], [72-21] y [60-35]. 

u’, derivada del módulo, no es el módulo de la derivada lu'|. 
Si n es el versor normal al plano, aplíquese $ 60-7, a, para 
ver que el sistema homogéneo n.r =n.r =n.r =0 


tiene solución no nula ($ 15-6, b). Para el recíproco, se aplica 
w.n Š n.r = n.r = 0 y ejercicio 1. 


l0u 6 0 l0u 3 —3 
19) J 0 Ww 4v 1 = Í 3 2w 2v l + 
—1 0 3w J —3 w —3w* f 
/ 0 3 30 
+: —3 0  2v L ; 
| —i —2u 0 | 
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29) Dr(Q).x = 1(20i + 63) + (—2) (2j + 4k) + 
+2 (¡Za =181 4 2j — 14k; 
39) To (Qu) .x = 4[20(1/3) + LO + 
bs [6. (1/3) +2. (2'3)]j 
+ [4. (—2: 3) + (3). (2: Bkh. 3 = 18i + 2j — 14k; 
49) dr(Q)= (10u du — dw)i + (6 du + 2v du)j + 
+ (4v dv — 3u” dwk = (10ui + 6j)du + 
+ (203 + 4vk)dv + (—i — 3u*k)dw; 
dy T(Q) = [10.2.1—2]i + [6.142.1.(—2)1] + 
+ [4.1. (—2)—3.1*.2]k = 18i + 2j — 14k; 


0 3 à 
59) —3 0 20 >,=0; 


—i —2u 0 
Plano (r—ro).(4vi—j-+»6k) = 0, para 
Tr=?2i+4k es 4u — v + 6w — 13 = 0; 
ap = [(—83) (—2 3) + (—è) (2;3)]li + 


+ [3(1:8) + (—20) (2/3) ]j + 
+ [(1:2) (13) + 200(—2 3)]k = (5/3)i + 
+ [1—(4/3 Jj + [ (1.6) —(4:3)0] k; 
(5/3) (1.3) + (1 — 4v 3). (2/3) + 
+ [(1 6)—(4v 3)](2:3) = 0; 

6% r.(0) = 6j; r.(0) = 0; r.(0) = — i; 
Lo (0) = (—2.3)i + 2j con 
(—2 3) (1'3) + 2(—2:3) = — 14/9 7 0. 


Es N- = N = N- = N = 5.(0) = 'r'-(0)| = V2 yno 
existe r'(0), pues r-( =i+j r- (0) =i Zj 
Por § 26-4 con F(u) = o L Ym L Rih debe ser 
F (un) = Ym < F(u) para todo u de (um, v]. En este in- 
tervalo será |r(u)—r(un): > ;r(ù)—r(u)| — 
— Ir (Um) — T (u) | > f(u)—f(un) y se aplican definiciones 
de ejercicio 6 y Cap. IX, nota V, a. 
Por reducción al absurdo. se supone que exista v de [uo, u1] 
donde F(v)>0. Entonces se toma Ym de (0,F(v)) no per- 
teneciente a F(S) y se aplica ejercicio 7. 
Para k>0 sea f(u)= g(u) + ku y por ejercicio 8 será 
T(Uu)—T1(U)| — glu) + gluo) — k(u—u) < 0 en Ea 
y también Ir(u)—r(w): < g(u)—g(u0), por reducción al 
absurdo para k suficientemente pequeño. Si fuese 
E A = g(u)—g(u). por la desigualdad triangu- 
ar ($ 9-5 do deberá ser también 
Ir(1)—r(u) ' g(v)— g(w). para todo par v,w tal que 
YU <S WX<TUTS a y sería N, r(u) = D.g(u) en todo punto 
de [uo w). 
Corolario de ejercicio 9; obsérvese que no puede deducirse de 
$ 35 por proyecciones. 
Se aplica ejercicio 9 con g(u)=1, obteniéndose 

0 < :ir(u)—r(u)! < 0. 
19) Por componentes, se aplica $ 35-3, dando r(u)= ro; 
29) Se aplica ejercicio 1. 
10) Debe ser (§ 60-8, a) r = ro + p(u).a con ax0 y 
y (u) 0, Por ejercicio 2 es 

d { r ) = (rAr”)Ar 

du Y lr] / Jr]? 
2%) Se aplica ejercicio 4. 
De [60-43] se deduce n.r = n.r” = n. T 
homogéneo con solución n =Æ 0 si (r',r”,r” 
Recíprocamente, como en ejercicio 4, será n 
n.r =o. 


0, sistema 
($ 15-6, b). 


ip) 
Si y se integra 
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19) Se aplica $ 66-2, corolario 19; 2%) Si r(u,v)=r(t) con 
r'(1) 40, t=t(u,v) será rAr, = tatr Ar’ = 0. Recí- 
procamente, de 


0(y, 2) — (z, x) — 0x,y) — 

0(u,v) — Iluv) — Ilm) — ” 
por § 68-3 la proyección sobre cada plano de coordenadas es 
una curva o un punto y se aplica 1°. 
Si n es el versor normal a la recta, [72-27] da 
[r (uo + h)—r(u)].n = (hr/n!)r™ (u).n + olh”), 
que cambia o no de signo según sea la paridad de n. 
[r (ue +) —r(u0)].n = (hr/p!)rw (uo) .n + o(hv) 
da que la tangente atraviesa o no a la curva en P, según 
que p sea impar o par. Para n—=1, p=2 se tiene punto 
ordinario con contacto de primer orden ($ 38-8). Para n= 1, 
p=3 se tiene punto ordinario con inflexión ($ 71, ejercicio 
5). Para n=2 se tiene una singularidad (que no depende 
de la representación paramétrica) y sip=3 Ó 4 se tiene un 
punto de retroceso de 1% ó 2% especie respectivamente 
(§ 71-4). 
Tomando æ% = 2u + 1 resulta 
r(u) = AEDI T (2u + 3)j + V12u° + 24u + 18 k; 
v(1) = r'(1) = + 2j + (24/7)k. Mediante [67- 31] resul- 
ta v1/(—2z2) = l Coi = Va| (—3x — 3y) = 2/(—14). 
2x — y + 3z = 0; (3z— y)? — 2y = 0; 
r(u) = ui + 2wj + (2/3) (u"—u)k; —0 <u<x 4 00, 


2(F,G) _ = q SG) O; 
d (yo, zo) = Áyozo = 4; 0 (zo, xo) = 1; 


A PA 
any] == 25 (@—1)/4 = y — 1 = (2—1) /2; 


r(u) = ui + uj + uk; r'(1)=v(1)=4 +j+ 2k. 

19) Si v = const., ds?’ = du’/cos u, y s= atoni no de- 
pende de v; 2?) Si u=const,, ds* —(u? + 1) de! depende 
e u. 

r = (5 V3/4)i + (15/8)j + (3/4)k + 

+ M(—5/4)i + (15 V3/8)j] + 

+ pL(3 V3/4)i+ (9/8)j + (5/4)k]; 

0(y,z) /0 (uo, vo) = 3 cos Ue ch? vo = 75 V3/32; 

a (z, x) /3 (Uo, Vo) = 2 sen Ue ch? v = 25/16; 


9(x%,y)/0(u0, vo) = — 6Gch vosh v = — 45/9; 

15 V3[x—(5 V3/4)] T 10[y —(15/8)] — 

— 36[2—(3/4)] = 

Hiperboloide bio (1/4) + (y*/19) — z2* = 1; 
Fa = 5 V3/8; F, = 5/12; F, =-—3/2., 


r = (a +7rc0su)eos vi + (a + reos u) sen vj + rsen uk; 
(0<u<2x; 0<v<2x); Ninguno, pues 


rAr, = — a (cos u cos vi + cosu sen vj + 
+ senuk) Æ 0 si abr. 
277. 


Sólo la parte donde y 40 y está definida z(t), excluyendo 
así el eje z que es parte de la intersección. 

En el campo real 8 queda determinado por [78-1]. En el cam- 
po complejo existen curvas mínimas de longitud nula para las 
que r'(u).r (u) = 0. 
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= ag o. 
El punto u = 0 es singular. 
Cfr. $ 72, ejercicio 17. 
Cfr. $ 72, ejercicio 17. Si n=1, p=2, q =3 se tiene punto 
ordinario con contacto de primer orden, Si n es par se tiene 
singularidad (que no depende de la representación paramé- 
trica). Si p es impar se tiene en Po una tangente estacio- 
naria o de inflexión. Si q es par se tiene en Po un plano 
osculador estacionario. 
t(1) = (4/V21)i + (1/V21)j + (2/V21)k; 
n(1) = (22/V2121)i — (26/V2121)j — (31/V2121)k; 
b(1) = (1/V101)i + (8/ V101)j — (6/ V101)k; 
Recta “tangente: io A (4i +j 2k) = l; 
(x—1)/4 = y — 1 = (2—1)/2; 
Recta normal principal: 
(r—i—j— k) A (22i —26j — 31k) = 

(x—1)/22 = (y —1)/(—26) = DS 

Recta binormal: (r—i— j—k) å (i+ 8j— 6k) = 9; 
x — 1 = (y —1)/8 = (z —1)/(—6); 

Plano osculador: To (i t 8j — 6k) = 0; 


æ + 8y — 6z = 
Plano normal: THIER +i +2k) = = 0; 
5 x+y+2 T; 
Plano rectificante: e, | (22i — 26j — 31k) = 
moo = — 35. 


e = (i+ uj + łwk)/(1 -+ 3u’), 
= [—2ui + (2—u’)j ae +w), 
b = (24%1i— uj + k)/(1 + 2u?); 
en u=2: e A EA 


3b(2) = 2i — 2j + k 

Recta tangente: 

[r — ui — 3u8j + E A (¡+ uj 4 łuk) = 0, 

x —u= (y — 2u*)/u = [z— (1/6)u"]/(342), 

enu=2: x — 2 = (y —?2)/2 = [z — (4/3)]/2; 
Recta normal principal: 
[r — ui — uj — (1/6)uk] à [—2ui + (2 — u’)j 4- 2uk] = 0, 
(x — u)! (—2u) = (y — bu’); (2— u?) = [2— (u*/6)]/(2u), 
en u=2: (x—2)/(—2) = (y —2)/(—1) = [z— (4/3)]/2; 
Recta binormal: 

[r — ui — 3u% — (u*/6)k] A (3u%i — uj +k) = 0, 

(2 —u)'(3u2) — (y —¿u)/(—u) = z — (u 5/6), 
en u=2: (0 —2):2 = (y — 2); (—2) = z — (4/3); 
Plano osculador: 

[r — ui — 343 — (u?'6)k] . (34% — uj +k) = 0, 

sw (x — u) — ul y— du”) + z— (1/6)? = 0, 
en u=2: 2x — 2y + z = 4/3; 
Plano normal: 

[r — ui — 34 — (1 '6)4'k] . (1 + uj + bwk) = a 

x — u 4+ uly — łu’) + awiz — (ue 6)] = 

cn u—2: x + 2y + 2z = 26/3; 
Plano rectificante: 
[r — ui — 3u% — (u*'6)k] . [—2ui + (2 —u»Dj + 2uk] = 0, 
—2u(r—u) + (2—uY (y — du) + 2u[2 — (u'¡6)] = 0, 
on ux- 2. 2r — y | 22-143; e 10,3 
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V3t(/4) = — V2i + K; 
V39 n(x/4) = — i — 6j — V2Zk; 
VTĪ3 b(x/4) = 2i — j + 2 VZk; 


8 = vz f vV1—¿sen tdt = V2 E(u;1/vV2), 


integral elíptica de 2% especie ($ 55-2, b); 
8 = V2E(1/4;1/V2) = V2.0,748; 
8 = V2 E (7/2; 1/V2) = V2.1,349. 


Qo (21/2) V21/101; Tə = — 101/12. 
1%) Q = (38/2) V3/13; To = — 13/(6 V2); 


s' (uo) = V1 + cos’ us = V3/2; 
S” (Uo) = — COS u SEn wo V1 + cos? uo = — 1/ V6; 


dt/dso = (s'r” — s"r')/s° = — (2i + 12j +2 y2 k)/9; 
n(x/4) = go. dt/dss = — (i+ 6j— V2 k)/vV39; 


e = (3/13)i — (5/26)j + (5 V2/13)k; Si 
r = (5/13)i — (5/26)j + (5 V2/13)k + u(2i— j+ 2 V2k); 
[o — (5/13)]/2 = [y + (5/26)]/(—1) = 

= [2— (5 V2/13)/(2 V2); 

29) e = (1 e žu)’, Qo = 9, 

T = — (1 +4 To = — 9; 

dt/ds = (dt/du) (du/ds) = 

= [—2ui + (2—u2)j 4 2uk3/[2(1 + 342), 

n = qdt/ds = [—2ui + (2— u*)j + 2uk1/(2 4 u?), 
n(2) = — (2/3)i1 — (03 + (2 k 2k; 

Centro de curvatura: ce = ui + du + (u*/6)k + 

+ 3(1 + 32) [—2ui + (2 —u*)j + 2uk], 


c(2) = — 4i — j + (22/3)k; 
Recta polar: r = c + plui — uj +k), para u=2: 
r = — 4i — j + (2k + (2i — 2j + k); 


(x + 4)/2 = (y + 1)/(—2) = z — (22/3). 
Aplíquense -[73- 70] y [73-71]. 
b(u) = [r (u) Ar” (u)]/|r' (u) Ar” (u)| = 
= (u'i — 2uj + 2k) / Vut + 4u + 4; 
b' (2) = (2i + j— 2k)/9; s (2) = 3; 
T = To. dbi = C = (—2—j + 2k) /3. 
19) t.k =k/V1I+*; Derivando ésta, por [73-30] es 
(dt/ da). k = 0 = n.k; Deducida de [73-30] y [73-31] es 
e (Oude) E = T(db/ds) .k =0 que da b.k = const.; 

29%) De .k=0 y [73-34] se deduce 
(dn/ds) . k = = 0 = — (1/0)t.k — (1/7)b.k, es decir, 
0/7 = — t.k/(b.k); 
39) Si ta= y (constante) es z= ys; de 
L = tè + tè + tè = 0° + y seobtiene o = Vl1— y's, 
es decir r = q(o)i + y(o0)j + (y/V1—y%ok; Si ni=0, 
de [73-30] se obtiene ta(s)=0; Si ba es constante, de 
ota = Tb's = 0 se deduce tə = y; Si 0/7 es constante, de 
[73-30] y [73-31] sigue t — (7/q)b = m constante, y mul- 
tiplicando escalarmente por t queda 1 = t.m (es decir, t 
forma ángulo constante con e 
49) Es 8° = 1 4+ k’, ta 
1/0 = |ť/s'|? = bz ED 4 k’) siendo el último nume- 
rador el cuadrado de la curvatura de flexión de la sección 
recta; 
5%) La sección recta plana tendrá curvatura constante, es 
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decir será una cirtunferencia, pues por [55-22] el centro de 
curvatura será fijo. 7 

19) v(1) = 4i + j+ 2k = v21t; 

a(1) = 12i 4 2k = (52/vV21)t + (202/v2121)n; 

d(1) = (12/101)t + (2/21) V101/21b = 

= [1210/(2121 V21)]i + [1868/(2121 V21)]j — 

— [236/(707 v21)]k; 

20) v(2) =i + 2j + 2k = = 8t; 

a(2) =j + 2k=2t+n 

d(2) = 9) + (1/9)b = (1/9)i + (1/9)k. 

19) h%/ (12070); 29) h"/ (2400). 

Se aplica [73-93] con qr"*=1 por [73-51], q? = (1 "r"")*/r"", 
[73-64], r?=1, ”.r"=0, (r'.r"")* =r"' y la identidad de 
LAGRANGE ($ 60, ejercicio 24). 


293, 


Envolvente y = 0; Sí, pues (f, f.)/3 (x, y) = 4 Æ 0; 

fe E — 2 Æ 0. 

La envolvente es el par de rectas y’ = = a*/3; Sí, fuera del 
origen, pues 0(£,1.)/0(x,y) = By; Lu = =6xX%0. 

Curva discriminante y! — y? 0; Envolvente y = Ł 1; 
Lugar de puntos singulares y = -0; 

Es 0(f,f,)/0(x,y) = = 4y (24° 71 nulo en y=0 (puntos 
singulares) con Yu = = — pe 

19) (2/07) + (v/d) = 

20) Envolvente x* + ne E 1; t=tg30, con a = incli- 
nación del radio correspondiente al punto de tangencia, 
Hipérbolas equiláteras t 2nxy = c. 


Envolvente (x/0)79/(Mm + (y/b)"?/(n+» — 1, obtenida eli. 
minando u,v entre las ecuaciones dadas y 

(æn/un) — (yn/v™) (ujv) (b/a)? = 0; 

19) y 29) Astroide (efr. § 74-1, ejemplo 12); 

39) Las involutas son elipses cuyos vértices son las proyec- 
ciones sobre los ejes de los puntos de una elipse fija. La en- 
volvente es un sistema de cuatro rectas + (x%/a) + (y/b) = 1. 
Envolvente  (x? +4 y?)? — 4(a%? + b*y*), con caso particular 
lemniscata de BERNOULLI (x? +y)’ = 4a (2° — 4°), (§ 54-2, 


ejemplo 3). 

a) Parábola y = — gx/(2v cos?t) + (tgt)x; 
b) Parábola y = — ga?/(24*) + v*/(29). 
Cfr. [75-23]. 


T, år, = (t+3uq)4q =0 con tAq = kcos2, 
dqa/dp = e dp/ds = (2/0) — (cosi/p), si ọ es el án- 


gulo (i, q). 
(y— y = (27/16) a?. 
Es lim r (8) — r (80) 


oa, 0(8) —0(80) — 


«| r(s) —r(s0) + 0(so)En(s) — n(s0)] ] 

= lim | — == 6 (Iz_—- n(s) |= n(s), 
A] ela) — q (8) FU a 

por aplicación de [73-35] y $ 36. Además 

d(s) = [r(s)—r(8)].n(8.) conserva su signo en un en- 

torno de 80, pues ae) = d'(s)= 0 con 

a, (80) = = g ' (Ao) N (8 38-7). Si 0” (80) = 0, pero 

g ai = d” (ae) / 0, la evoluta no tiene cúspide, sino in- 

lexión. 
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(x+y +z)? + 4(ax + by + cz) = 

Involutas x?* + y? + 2? — 2ax cos t — 2by sen t = 0. 
Envolvente: (+y +2) = 4l + by’). 

La condición queda cumplida por toda esfera de radio uni- 
dad con el centro en el plano coordenado z = 0. 

Los planos que pasan por (—c"?; 0; 0) tienen la forma 

—cdxw + cy E cz = 1 con envolventes (y +2)? =4x é 

(y — z)? = 4z. 

Envolvente xyz = 2k*/9. 

19) Væ + Vy + Vz=1; 

29) æ p Pepel. 

A B GQ D, 
ÀA’ B^ C D’: 
As B; Ca Da 
A’ Ba Ca D3 
La envolvente de las superficies esféricas tangentes a los 
tres planos 3u — 1 = 0, 3v — 1 = 0, 3w —1 =0 esel 
cono circular 1] — 2(u +v + w) — 3(u+v+w) = 0 de 
vértice (1/3, 1/3, 1/3) con eje que pasa por el origen. Su 
transformado es la solución (1? + y? + 2*)? — 

— 2(44+ YI 2) lao YH 2) — 3 lo +y+2)? =0. 

Se aplican [74-58], [74-54], [74-55] y sus derivadas para de- 


=.0. 








ducir ($8 13-6, 15-4 y 15-6, c) ud = — A?/8', 

A” x + B”y el C”"z + D” = ana 

dl B C A A 4 

x = — B’ C . AJ, y = — C' do | 4/8, 

2 == e jala =B/B=1/0= 0078 
y se sustituye en el ejercicio 11 de $ 73. Para el ejemplo es: 
d=6, A=-—€, Ay BH Cm 82( + 2)”; 
A” + B” + T = (e + 1); 

AA' + BB” + CC' = 18t(* +2); r = 18 (P +2)’; 
e = (1/4) (44 2% 7 = (1/4) (t* 4 2)”?. 

305. 

r = u cos vi + usenvj + kvk; —œo < u< +a; 


—% <v < + 0; No tiene puntos singulares porque 
Ts A ro.= ksenvi — kcosvj + uk Æ 0. Plano tangente: 
kyox — kay + (a? + yo) (2— 20) = 
Z = — R'o/m' = — Ko/mo = t*/6 dando para arista de re- 
troceso r = ti + ¿tj + (1/6) k; 
æ — (2te/3) y—(t*/6) z 

2/3 to/3 0| =0. 

2/t0 2/to 1 
(+1 +34k)/(1 +38); 
[—2ti + (2— )j + 2tk]/ (2 + 8); 
al +k)/(1+46); 
= (1+34t)?; Tt = — (1 +2)"; Superficie polar: 
r(t, u) = p ton -t ub = tit ai t 
4+- (see + 3(1 4 20) [—2ti + (2— P)j 4 2tk] + 
+ WEEN SIE TY g = P+ 2t; 8 =1+140; 
de/ds = 2t; Arista de retroceso de la superficie polar, por 
[73-92] es r(t) = 3(046)i + cua. Ca 
+ (1/3) (9t + 5%) k con u= de/ds = 2 a», 
También ($ 74-5) mediante el lao. normal 


MAN 


a 
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+ ty + 38z — t — 38 — (t*/12) = 0, derivando dos ve- 
ces respecto de t: y + tz — 1 — (8/2)ť — (5/12) = 0, 


z — 8t — (5/38) t = Superficie tangencial 
r(tu)=p+u p = (t+ uji + (Gt + tu)j + 

+ [(1/6)€ + auek. Superficie rectificante: 
r(t,u) = p + u(0t—Tb) = ti + 46 + (1/6) k + 


+ u(1+ 30)" (14 k), cilindro cuyas generatrices AA las lí- 
neas de acción del vector de DARBOUX d —= (i+k)/(1 +38”) 
que verifica ($ 74-5) la ecuación 

—2t (x — t) + (2— t) (y — t) + 2[2— (1/6)8] = 

(plano rectificante) y la derivada a de t 

—2x — 2ty + 2z + 2t + (2/3)ť = volviendo a derivar 
queda un sistema incompatible en x, Y, z, pues la envolvente 
se reduce a un punto impropio. 

Si q = cosqn + senqb, es p'Aq = cos qb — sen qn, 

(p Aa). .q =Y9 — (1/7) = 0. La arista de retroceso viene 
dada por m, ôm, = p' åq + u(q4 q) = 

= [1— (u/Q)cos q] (cos pb — sen pn) = 0. La normal m, la 
principal n y la recta polar forman un triángulo rectángulo 
cuyo cateto q sobre n e hipotenusa u sobre m abarcan el 
ángulo q. 

En ejercicio 5, es m’ = w (cos qn + sen ọb) con 


u = q/cosp, g = 1/r, es decir |m'| = |u']. 

p(o) = r(o) + u(o)t(o) tal que p'(o).t(o) =0 da 

1i +w = 0, u = — o + o = — o, €s decir 

p(o) = r(o) — ot(o). Es p’ = — on/ę con plano nor- 


mal de C coincidente con el rectificante de T. 

Envolvente p(u) = r (cosu + u sen u)i + 

+ r(sen u —u cos u)j; cfr. $ 55, ejercido 15, a; 

p' (u) = ru cos ui sui + rusen uj = — run = 

= — un/ (Vr + °). 

r(t, u) = r(cos t — usen t)i + r(sent + u cost)j + 

+ k(t+u)k. Intersección con z=0 por u=— t dando 
r(t, —t) = p(t) evolvente, ejercicio 9. 

Aplíquese la definición de punto central y § 74-1, teor. 3. 


1°) Circunferencia de garganta a* + y =a, z= 0 para 


. cada uno de los sistemas de generatrices (5 62-6, dı); 


29) Cada una de las rectas y = + œ, intersección del para- 
boloide con el plano z = 0, para cada uno de los sistemas de 
generatrices (§ 62-6, da) respectivamente secantes; 
39) Recta œ = 6/13, y = 3t/ł3, z = — 2t/13. 
Paraboloide 3xy — 22x — 2y = 0; Plano director 8y = 2z; 


y *=6/13 
líneas de estricción: 1 24 +82=0 y eje x (es la reglada del 


ejercicio 12, 3%), que sitúan los ejes nuevos para reducir la 
cuádrica (ejercicio 12, 29); 8Z/13=X*— Y? (cfr. $ 63-8, b); 
vb 

y = 2tz/ (8t — 2) ” 
leg sobre el eje x, para t=0 en el origen, intercambiando 
en [75-5] x por z da m' = — 4/(3t — 2)? = — 1, a y 
n’ =h = 0 y resulta el haz de planos tangentes —zx = 
do “puntos de contacto (0; 0; zo) y parámetro de distribución 


Reglada del sistema 4 tiene puntos centra- 


u + ay — yz + ze — 2y = 0; 

(1/2)X? + (1/4 (V17 + 1) Y* — (1; 4) (VIT—1)Z = 12. 

19) Cr 5078 = (u + 5)'(—4) = (z— 7) '5; 
(x--5)/4 = (y +5) '(-3) = : 

20) (r403 = G +2)/2 = CC 
(r 16) (3) 4212 - (2—3)/0 
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r+y+2=0 

x — 2y +z=0 ? 
de directriz hiperbólica (x + y) (x — 2y) = 
(3/2) V2X? — (3/2) V2 Y? = 1. 


318. 


Generatrices paralelas a i 


Hipérbolas verticales y elipses horizontales; no son ortogona- 
les, a menos que v=0 ó u=ikx, pues 
ds? = (4 + 5 cos*u) ch? v du? + (5/2) sen 2u sh 24 du du + 
+ [(4 + 5 sen*u)sh?v + ch? v]dv?. Hiperboloide ordinario de 
eje transverso k es: r = acosushvi + bsenushvj + 
+ echvk; (—a<u<x;0<v< +0). 
x = + (a? — k,) (a? — ka) (a? — ka) 
(00) (4—0) 
y análogamente para y,z. Es 
a les des) (ako) 2 
de= 4 (a* — kı) (b? — kı) (e — kı) dk’ + 
kh — Ho) (ke— k) apa 

ten e 
19) Ángulo 0 = 1/4; 
29) Ángulo 6 = arecos [(1—cos* p)/(1 + cos? p)]; 
39%) Q = a(l + cos qp)*?/(5 + 3 cos? g)? 
Aplíquese la última igualdad [72-57] y la [67-36] para el 
cambio de dos variables. 
19) Indicatriz (x?/16) + (y%/4) = 1; K = 5/32; 

= 1/64; 0. = 32/5 (EULER); e = (32/5) Vv2/3 
(MEUSNIER) ; 





29) Indicatriz (x%*/9) — (y"/4) = + 1; K = — 5/72; 
H = — 1/36; 0q=-— 72/5; 0 = (—72/5) V2/3; 
39) Plano tangente 2=0, se corta por z =— h, se despre- 


cia h* y se hace h= 3 dando indicatriz x? + 4y’ = 9; 

K = 5/18; H = 4/81; Qh = 18/5; e = (18/5) V2/8; 
49) Plano tangente z=0 a lo largo del eje y; Indicatriz: 
æ = + 4/ V3; K = 38/82; H = 0; Q = 82/3; 

e = (32/3) V273. 


gu = 1; gv = 0; g2 =; W = V5; Du = — 2/ V5; 
Da = 0; Da = — 2/ V5; — 

Qa = VBa BAAT B(A t AA); e: = — 4 V5; 

0 = 4 5°; K = — 6/5; H = 4/2 


Tomando como SOS U=X, V ña es 
d? = dz? + dy? + (z. dx + 2zy dy)? = 
= (14 22) da? + 22.2, de dy + (1+2,) dy”; 
W = Vg9nuga— g? = V14 Z? +2; D, = Zeal W; E 
Di = 20.4 /W; Da = Zw/W; ti = dæ/ds; — dy/ds y se 
aplica [76-30]. 
Según $ 70, ejercicio 24, los extremos de [76-80] vienen da- 
dos por (Da De — D-2) = (D1 92 — 2D29 12 + Degn) (1/0) + 
+ (guga — Yi2%) (1/0?) = 0, equivalente a poner 
(91 — Di0)? — (gu — Dno) (9a — Dzọ) =0 
de donde ($ 19-1, b,) 

K = 9D: — 29D 1 + 92D a 

> 2 (Juga — Yu”) T 
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= (1+ 22) Zyy + (142,7) 209 — 2212 yZ0y 


2(1 +2 + 291? 
De D,.D= — D,* 5 ZaaZyy — Zay 
Juga — gè  (1+2 +2)" * 


Por [76-11] y $ 13-6 es 
D,,D2aW?* = (ruu Yu, rv) . (ro, Pu, r,) = 














A q A Tuvo 3091/04 reru 
=-| boo Ti Pro | = | Pv gu ga ; 
A r,’ ¿0g=/0v Y Ys 
Di W” = (re, fu re)? = 
Psoe Fuke- Turto Pov 3091 /0v  ¿0g2/0u 
z= Yulyv r? Yulo = 3091] dv gu Y1 
Fouo Yor ro? 2092/04 gu ga 














Restando, se aplica ejercicio 8. 


La meridiana es una sección principal por ser desarrollable 
su normalía; la otra sección principal tiene su centro de cur- 
vatura en la intersección de su plano con el eje del toro 
(8 76-4). NN 

19) (0; +1/V14; +4vV3/14); 

20) (0; +12/V153; +156/ V153); 

39) (0; +6; 9/4). 

Teorema de APOLONIO de las cónicas basado en el primer in- 
variante del tensor bidimensional respecto del grupo lineal 
($ 63, ejercicio 11). 

19%) Por 8 67-5, ejemplo 3, es 

(t.xo/a?) + (tayo/d*) + (tozo/c?) = 0, de donde 

c (b°xoti + ayota)? = atbtz? (1 — tê — t?) que da 

1l _ P(e —a)t? + a (t— b)t? + ah 

Qn V b'c'x + ctay” + a'b'zo 

Por pertenecer (rt,, rts, rta) al elipsoide es 

1/7 = [de —ad t2 + ar(e — b) t? + ab], (abet). 

Por [60-51] es d — 1/V (x*/a*) + (y*/b*) + (z/c) = 

— DIV beca? + cayo? + abiz?; 

2 o 224 )/ (14 22 + 2? = 

= abe? (betw? + ca 2 + atbtz?y? por ser 

a*rb?iz? + Caye + beca? = ve; 

39) A = Nra = nd V 010 = nabc/d. 

Puede aplicarse también $ 70-8, ejemplo 4. 

Se aplica [76-31], fig. 253. 


Yu = 1, 9z = 0, Ja = u? + k, Da = Da = 0, 


D: = — k/ Vu’ + k’; El ejercicio 8 da K = 0, 
H = — k/(u +); Las líneas asintóticas son las líneas 


de coordenadas u= cte. (hélices), v = cte. (rectas generatri- 
ces horizontales). 


Es (d9/ds)t la rotación instantánea de tn g, respecto de t m b, 
y la de este triedro viene dada por d = (1/r)t + (1/0)b 

($ 73-6) siendo m = cosĝ.n — senĝ.g; 

b = tå m = cosĝ.g + senĝ.n. Análogamente a [73-43] en 
dn/ds = wAn = (1/7,)g — (1/q.)t, de donde 

1/7, = (dn/ds) .g; 1/0. = — (dn/ds).t. 

La involución queda determinada por los rayos dobles o diroc- 
ciones asintóticas [76-34]. 
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Los extremos de [76-30] se determinan eliminado du, dv en 
1/0 == (Du du + Da du) / (gi du + go du) = Se 
= (Dudu + Du dv) / (gu du + gia dv); Cfr. $ 70, ejercicio 24. 
ga = 0 equivale a ortogonalidad; Da =0 a conjugación. 


Para que dr + àdn + ndì sea paralelo a n, con dr y dn 
normales a n, debe ser dr + àdn = 0. 

De rdu + rdv + ę(n.du +n dv) = 0, 

multiplicando escalarmente por r, y r, se obtiene 

gudu + gudv — Q(Du du + Da du) = O, 

gudu + gadv — Q(Duydu + Da dv) = 0, por [72-45], 
[76-11] y ser ra.n = — re. ne cte., al derivar 

[reâ rn = r,Ar,. Elimínese entonces, bien e (ejercicio 18), 
bien du, du (ejercicio 8). 


335. 


Para 8 colatitud y 1 longitud, se aplica [77-46] como radio 
polar de la integral logarítmica ($ 54-2, ejemplo 2; $ 34-7) 
dando tg3Q = kebħň, es decir Intg39 = bh + c. Las 
constantes b y c se determinan por la posición y dirección 
iniciales, siendo bdi = d8/sen B. 


Teniendo en cuenta 1/(1-+t*) = cos? p, para la ads de 
X/a = arc tg (tg ọ sec l) = f (D) =p + al + aË + al +. 
resulta f'(0) = £” (0) = f(0) = £F (0) = 0, £(0) = 
as = 3£"(0) = 3t/(14 
Uu = (1/41) £7 (0) = (1/24) (5t— 9 /(1 + 3, 
as = (1/61) (0) = (1/720) (61t — 58t* + )/(1 + t?)?, 
Pera la segunda, será preferible considerar 
l s, lyp 
2Y 1 + cos ep (1 TOP.) 


A A —— e E 


5 1— cosg ( 1— -P+ -5r E— p 5 


E [ 142000914200 rary] P -+ 


+ (2 cost p— 2252) “+ 
o ) rom | =2 cosg. l+ 

X 2 cos? I= cos Pp 4+ 24 era — zocos p + cos E O(P), 
obtenida teniendo en cuenta el desarrollo en serie del seno y de 





+ ( 2 cos p —cos* y + 


= l elpo _ ly 
In(1 + a)=a— 2 a+ Ss “—= 74 +t..., 


a=? cos g .l + 2 cos? g. F + (200929) .P+. : 


Se aplica a [77-63] el desarrollo en serie binómica (§ 45-5, a): 


(1 — cos? q sen? 1)-+=1 + + cos? ọ sen? l -+ 





+ cos’ o senl +. 


2.2.2 
y el desarrollo de 
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1 1 
sni=l—=<3— "+ ...3 
teniendo en cuenta que 1/(1+t*) =cos* y. 


4. De la segunda de las [77-55] se obtiene: 
Y 1 + sen y 
2 — = n = = 
a 1 — sen y 


1 
= mài ta) = 


1 1 
= 2 + GV +7 +O) 


de donde 
Y: y: ] 
n= vw + + 04), 7 = + Oly’), 


las que combinadas convenientemente dan 


a 2 4 0 
Mg E H oN = 37 + + o (E), 
y se sustituye en 

14 t H o) 
cosy — 2 24 
obtenida de [77-63]. 


5. Es tg(—y) =dY/dX, donde se sustituye 





—— = —— . ——=-— tg lo sen p dp, 
dX cos y dp cos” y E PST 


deducidas de [77-55] y [77-61], y se tiene en cuenta [77-57]. 
Para el desarrollo, se tiene en cuenta 1/(1 + t) = cos’ y 
se aplica 


sen ọ =t. cosg, tgl =l + +. + E E + or). 


8 78. Pág. 367. 
0 si x>1+0 


—e si z> 1—90. 


+1 0 1 
5. / zdle = — f ade + f zdz = 1. 
—] —1 0 


6 5 
6. $ (+ 1)d[e] = Y (241) = 60. 
0 n=1 


4. feat [t]) = et(x + [7] — 2) >] 
1 . 


$ 79. Pág. 374. 


+1 +1 
— J jxidx = 2 — 1 = 1. 
Es] 


a 
1. f zd|e| = ælæl 
a.J —1 





5 
0 





2. S æ+ Dala] = (a*+1)[ 
0 


6 
— 2 f [e] de -130 - 70 -- 60, 
0 
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Basta que a(x) sea una R-integral indefinida 
ax) = f oea 
pues entonces (§ 48-6, c) es: i 
fatoJutojd = a(b)U(b) — funesta e 
i a(b) U (b) — U(E) a(b) — a(a)] = 
= ala) IES + a(b) f 'u(e)az. 


Aplíquese [79-8], observando que la integral de sen x sobre 
cualquier intervalo no supera a 2. 

392. 

xa. ="r/in y 06,=1/n da 


n 1 
mn = nA > metl =—1z= 
n n” 


¡Ma 


u 
1 7=1 


1 1 
= f msds = | sms —e | a 
0 e—>0 


a) Integrando positivo. En œ integral convergente si 
k=2—s8>1; en 0 integral convergente si h=1—8s<l. 
Convergencia se da para 0<s<l1; 

b) Integrando positivo cerca del límite inferior; convergencia 
para kh=s—1<1; en 0 el integrando cambia de signo, 
integral absolutamente convergente si k=s> 1, pero por 
DIRICHLET es condicionalmente convergente si gs >0, pues 
a" /0 e fsenadxw se conserva acotada. Convergencia en 
0<8s<2, absoluta en 1 <s<2. Para s< 0 es divergente en 


(n+1)7 
00, pues fi se hace en valor absoluto tan grande como 
nT 


+o 
se quiera. Resulta 2 J sen (y) dy convergente, aunque os- 
0 


cile sen (y*) para y>%. 
1. 


0; 0. Cuando el valor principal en un entorno simétrico sufi- 
cientemente pequeño del punto singular sea cero. 


Por transformación trivial en caso necesario, podemos supo- 
ner siempre k>0. Haciendo kg = t, la primera se reduce 
al ejercicio 2-b). La segunda sólo es condicionalmente con- 
vergente para 0<a<l1. 


Si a(x) es de variación acotada, entonces es acotada y dife- 
rencia de dos funciones crecientes acotadas ($ 55-9, d). Si 
a(x) de variación acotada tiende a cero, es diferencia de dos 
funciones crecientes que se puede suponer tienden también a 
cero sumando y restando el límite lateral (§ 25-4) común, 
siempre existente (pruébese). 
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16. 
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RESPUESTAS A EJERCICIOS § 81-Ej. 1 


402. 


Un = 0; Unn = —2/[n(n +11, (n>1); 

Um, = 2/[m(m + 1)1, (m > >1); 

Um = 2(m—n)/[(m+n) (m + n—1) (m4 nu —2)], 

(m+mn>2) que comprende las dos anteriores. Suma por 

e —1; por columnas +1; doble, no existe; por triángulos, 
; diagonal 0, pues esta última es convergente por no supe- 

A en valor absoluto sus sumas parciales a 

(m+n—1)/[2(m+n) (m+n—2)] >0 para 

(m+n) 400. 

Por filas (1, 4%, —0); por columnas (—1, +0, —00); 

doble (no existe, +00, —00); diagonal (oscilante); por trián- 

gulos (0). 


412. 


160/12. SE 
8ln(1 + V2); es impropia convergente, § 87-2. 
0. 


421. 


Para la región z > 0 el valor es 1/8; con la opuesta, es cero. 
1/50 400. 

(e + e-1)/4. 

(0/4) — (1/2). 

1V3Arctg£. 


b 
; f dð f rmrar = æb(mna— 3; 
a 0 


439. 


eir — eir., 

nabe(5 VZ — 4) /24. 

4nat/35. 

Mediante coordenadas cilíndricas resulta 

(1/4) (k* — h?) (2a? — k — h’). 

2 y2ab (a + b)/3. 
av ab(a + b). 

2xab(2V2—1)/3. 

dnr’. 

(3a/8; 3b/8; 3c/8); xabe(2a + 3b + 6c) /112; 
rabc(2a + 3b + 6c — 48) /112. 

(3R/8; 3R/8; 38R/8); 197R*/52; R*'Y(19R — 48)/52, 
VG = 2h/3. 

S = 2r[a + (2r/1)1; V = ver [a + (4r/31)]. 
2 ab. 


a) I = iMR*; 0 = R/v2; 
b) 1 = ML(R'/4) + E 
e) E= MLERE/A) H 

— 2MR*/5b; = BVa: 
l = M[R*+- (8/4)r°]. 


I Mb/4; Q = b/2. 


$ 86-Ej. 5 


20. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 574 
Is = Us Is + 421, + u* 1, — 24,4, Loy — 
— 24, Ue 1, — 24; Ue Iso; 
L = L = SMI + (1/4) 11/20; 
Ti n 3Mr/1 
de = GO e (1/4) h?]M (us +u,) + 3Mr u,*/10; 


Us/Qu = Y, e 


te ir 5/0] + (2/0) = 


5 85. Pág. 450. 


1. 


N 


Qu 


“Y 


a) No son uniformemente convergentes ni S, (x) ni S; (x). 
La S,(x) es derivable término a término Ambas S,(x) y 
S,’ (x) son integrables término a término; 
b) No son uniformemente convergentes ni S(x) ni S, (æ). 
La S,(x) no es derivable término a término en a=0. La 
Sa (x) no es integrable término a término, pero sí lo es Sẹ (æ); 
c) La Sa(x) es uniformemente convergente, pero no lo es 
S. (x). La S,(x) no es derivable término a, término en x =0. 
Ambas S,(x) y S,'(x) son integrables término a término; 
d) La S,(x) es uniformemente convergente, pero no lo es 
S. (x). La S,(x) es derivable término a término. Ambas 
S,(x) y S,'(x) son integrables término a término. 
S(x) es convergente uniformemente en [0;1], pero no deri- 
vable término a término en x = 1. La serie de las derivadas 
no converge uniformemente en el entorno de x= 1. 
No está garantizada en [85-5] la ley disociativa (§ 22-1, e, 
nota 1). Es sen(x/n)/2n = al ($ 43-3, c), mientras que 
a no n a 0, (8 22-1, d). 


. Jo (Zu, (4) ) at = Y f7 u(t)dt + 2= 
0 1 1 0 


= In(1+2)/n2. Es limR;,-.(1/k) = 00 

Divídase [a,b] en m partes de manera que la norma de la 

partición ($ 48-2) sea menor que e/3K. Para cada æ, existe n, 

número natural tal que |Sa(ær) — Srupler)]| < £€/3 para 

e y todo p número natural. Sea N el mayor de los 
Ni, ..., Nm Y aplíquese § 35-1 para probar en [a,b] que 

IS. (x) — Suplx)| < e para n>N y todo p. 


JUN [S (2) — Sa (x) Jde JA ; 


o+ ò 
+ 46K < e. 


< 














+ 





$ 86. Pág. 464. 


1. 


2. 


4. 


5. 


No puede tomarse límite bajo el signo integral, pues a pesar 
de ser lim [y/(y +x) = 0 para y—>0r, es 

p(0t) = 1 Æ0. 

Por § 86-2, Teor. 3, existe y es 


gv(x,y) = gu(a,y) + Sete, y) dé, 


a la que se aplica $ 50-1, a). 
La integral derivada es uniformemente convergente respecto 
de y>c>-—1 ($§§ 80-7 y 37-5). 


Es y (y) = fu + y cosx)™ dz = x/ V1 — y’ 
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11. 


13. 


14. 


15. 


16. 


RESPUESTAS A EJBRCICIOS $ 86-Ej.5b 
(S 53, ejercicio 3) y de aquí (y) = xr Arcseny + q(0) 
con ọ(0) = 9. 

Intégrese Jo por partes (la tdt/V1—#ť). 


00 
Aplíquese [51-10] e intégrese f e-Yz cosa de = y/(1 + y?) 
0 


desde a hasta b. 


Aplíquese la expresión integral de Jo, inviértase el orden de 
integración y con 

2 sen(ax)cos(bxt) = sen(a + bt)x + sen(a — bt)x 
esa DU [86-16], resultando 3x si a >b, arcsen(a/b) si 
a ; 


00 
Si I (æ) s tn ẹ-zdt o bien se deriva respecto de x 
0 


dando I.(x)=-—TI'”.-2.(x), o bien se integra por partes 
aando In = (n — 1) In-2/ (2%). De una u otra résulta: 


(1) = (27): si n es impar; 


(n—1)!! 


I, (1) = Va -moa n es par (con [53-15]), donde m!! 


es el producto de factores decrecientes de dos en dos unidades 
(§ 53-2, ejemplo 2). 


De y'(y) = — 2yọ(y) se dedfce (y) = Q(0). e-/a, 
donde q(0) se obtiene de [53-15]. 

La primera integral no existe en 7 = 0, ni es uniformemente 
convergente en el entorno de 7=0, y lo mismo para la se- 
gunda en y=0. 


T 
Aplíquese $ 86-2, Teor. 2. La f e-7y dr 0 
20 





con y >-+0%, por aplicación de $ 86-2, Teor. 1, a la 
f(T, n) =e7/n si np >0, f(7,0)=0, pues 
f(7,n) <f(T,n) para n>0. Existe 
> œ T 
G(T) = J sen y dy f 6-13 de 
0 0 
por el criterio de DIRICHLET ($ 80-8). Por ser 
Y 
f e-7%Y sen y dy = 
. 0 
= (1— e-7Y (7? sen Y + cos Y))/(1+7*) = O(7*), la 
00 Y 
H(Y) = f ar f e-7% sen y dy 
0 0 


converge absolutamente ($ 80-7; confr. $ 87-4). 


00 00 

Por ser Yn!a, convergente, la Fax” es uniformemente con- 
0 0 

vergente sobre (0, X) y resulta 


X 00 %0 xX z 
$ e-=(Yanx")dx —= Ya, f e2 on ag. 
0 0 0 >» 
Basta demostrar que 
00 00 
lim Ya, e- yn dæ = 0 
0 Xx 


$ 87-Ej.7 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 581 
para X— œ. Es 


00 
f e-z yndy = eX(X" + nX +... +n!) 


00 
y si r,=Yn!la, >0 para p>0%, resulta 
P 


00 00 00 
An $ ezande = eXxXNr,X”/p! > 0 
0 X 0 


para X— œ, pues se fija P para que si p >P sea |r,] < e 
y entonces se toma X suficientemente grande para que 


8 87. Pág. 472. 


N 


P 00 
(máx r,)e *SX”/p! < £, así como cee XSX’/p! < e 
p<P 0 P 
(§ 45-1). 
8(V2—1)/3. 


n/A. 


Con la misma sustitución que en § 87-2, ejemplo, y aplicando 
[87-4] y § 86, ejercicio 11, resulta 
¿in(aC + 2bB + cA)/ (ac — b?)?/?. 


Pasando a coordenadas polares, el método a) reduce el cálculo 


al de 
1 
21 f L sen Lody 
o r r 
integral simple impropia condicionalmente convergente (§ 80-9 
ejemplo 2). El método b) da valor distinto, pues la integral 
doble en D, vale 
1 
1 1 1 2n 2pr 1 
2r f — sen — dr + 2n Y $ E 
A r p=n+1 A A g 
(2n+1)7 (2p4+10)7 
cuyo segundo sumando es mayor que 


or), sente = 4n/(4n +1) => 1 
n TIO 


para n— 0%, a agregar al valor límite del primer sumando 
2 ya sen A dr 
=f r r , 


Según definición de $ 87-1, la integral doble impropia dada 
no es convergente. 
Por rectángulos resultan respectivamente los límites 


3(1/Vac—b*) Arccos (b/Vac); 0. Por cuartos de círculo son 
oscilantes. Según definición de $ 87-1 no son convergentes. 


Según definición de $ 87-1 no son convrrgentes, pues no lo 
son 


00 00 
f sen (xy)dy , i cos (xy )dg. 
70 JO 


Por rectángulos, la primera diverge, pero la segunda converge 
a dx. 
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RESPUESTAS A EJERCICIOS $ 88-Ej. 1 


$ 88. Pág. 486. 


OON O hy 


pal 
=> 


12. 


8 89. Pág. 


SS. -J o O Aa Yv N m 


pd pd 
pá 


E 90. Pág. 


>= N 


a) 16/3; b) 14/8. 

n. 

a) 5/2; b) 13/6. 

a) 3; b) 7/2; c) 9/2; d) 19/6. 

2. 

4 In(3 + 2v2). 

19) rab/2; 29) ab; 3%) (nrab/4) — (ab/2). 

(4—1n)a?/2. 

3xa’/8; poner la astroide en forma paramétrica: % = a cos’ t, 
y =b sen’ t. 

Momentos: 1% estático —27; 2%) de inercia 37; del círculo 
respecto del eje y (cambiado de signo). 

Momento polar 3a?*; póngase la astroide en forma paramé- 
trica: x«—acos*t, y=bsent, 0<t<2x; radio de giro 


al VÈ. 


57r; momento estático respecto del eje x. 


492 
U = e” +C. 
a) U=% + 3y +y +C; Se 
b) E y) + C enla región x + y £0. 7 
U=% P arete el) +C. ; 
§ 67-3, ta 1. 
a) 19) 1/4; 2%) 1/2; 301 1/3; 4%) 2/5; 5%) No; 
b) 19) 1/4; 20) 1/4; 3%) 1/3; 4%) 11/35; 5%) No. 
a) I=1, U-= (24 20y 4 y* + C)/4; 
b) J=—= 1/3 U= (1/3) + C. 
a U — 2x4? + x + C. 
I = et — 1, cfr. ejercicio 1. 
U = xyz + C. 
a) U = xy + yz + zx +C; 
b) xy + yz + zx =C. 
I = — 448/3; U = (x?— 3xyz + y* + 0)/3. 
1 
502. 
xa’; calcular en coordenadas polares. J 
2a*/3. 
2a*/3. 


(atiti )f S fewa = 


1 
+ Jue. 


P. + Q, + R, = 0. 
En coordenadas esféricas ($ 84-2) es dS = 7° sen () da dU, 
7 = 1 + k’ — 2k cos, entonces 


L fn E o senda _ 4r 
(LF 2k cos 0)" (1 k)" 


$ 93-Ej.7 


$ 91. Pág. 


^N 


O Aaw 


13. 


$ 92. Pág. 


$ 93. Pág. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 583 
515. 

19) x= do + 5t, = + 3, 2= Zo (t variable, pa- 
rámetro); 29) Reca al = tiefe) E Coy z =C: (t, Ca, 
Ca constantes). -> 

19) æ = xoet/2, Yy = Yet, z = zet; 

29). z = Gyt, y = Cz. 

U = (2* +4 3x*y* + y 4 C)/6. 

U = xy + yz + zx +C. 

d 0 0 0 a 

CE A O 7 37) 40- 
Aplicando A a r*U, y luego el teorema de EULER ($ 67-3) a 
U resulta A(r'U) = h(h +2n + 1)r*U. 
525. 
7/4. 
8/5; aplicar el teorema de GAUSS. 

rn / 1 1 2 5, ; 
E (+ + E + Z) abe ; aplicar el teorema de GAUSS. 
Aplicar el teorema de GAUSS. 
El flujo a través de una esfera de centro P debe ser inde- 


pendiente de su radio r, Hamando f(r) a la intensidad de la 
fuerza es entonces r'f(r) = const. = m, f(r)= m]? 


f(r) =1/r. Considérese el flujo a través de una superficie 
limitada por dos cilindros circulares con eje en el eje del 
campo, y dos planos perpendiculares al eje del campo. 


—a/2; aplicar el teorema de STOKES. 
19) U = — gz; 


29) y 39) U= f cede 


con a constante y r distancia a] centro o al eje respectiva- 
mente. 


533. 


a) X = — u/[x(x—D501] Y =Z=0; 
b) X = — M/E con d= Va(l—a); 


c1) La fuerza tiende a infinito: 
cĉ) La partícula equivalente tiende al punto medio del seg- 


mento. 
19) En P(x;0;0) la fuerza es: 
00 
E pa di/ (a+ 4) =—2u/0, Y =Z=0; 
— 00 
29) ad a+ yg. 
2 
19) F=f "Poa. rd = -sen o; 
7 J—a 
29) F = Mi con d = rValsena. 
19) Inmediato; e 
29) X = — Mz (r 4 £)’, Y =Z2Z2=0; D = dVdliz. 
19) U = 2M/( Vr 4+ z + izl). 
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10. 


12. 


13. 
16. 


17. 
18. 


19. 


20, 
21. 


22. 


23. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS S 93-Ej.8 


19) X=Y=0, Z= (2n02/Va* + 2) — 21088 2; 


20) Z, = lim Z = — 2x0, 
20 
Z- = lim Z = 2x0, 
z—>0” 


Z(0) =0— 3(Z,+2.). 

F = 2arh(1—cosa) siendo h la altura y a el ángulo de la 
generatriz con el eje. 

19) X=Y=0, Z= 2M(h+ d,—d:)/ (ah) siendo 

h = c — b = altura, d, y da distancias de P a los puntos 
más próximo y más lejano de ła superficie curva del cilindro; 
20) Z = 2art(hı— h + d— dı) siendo h; las distancias a 
los centros de las bases y dı a sus circunferencias; basta su- 
primir un trozo de atracción nula por simetría y aplicar 19). 


19) F = — 4nro' a” = — M/æ si a>r, 
F=0 si 0<a<r; 
29) F = — 2x0 = 3 (lim F + lim F); 
art a>r 


calcular la integral en coordenadas esféricas, 

5,5 g/cm? aproximadamente. 
De 7? = (ọ sen ĝ così — qQ' sen Q' cos 1)? + 
+ (e sen Q sen A— q” sen 9 sen 2")? + (9 cos 9 — q cos Q)’ 
y T = @ + 0? — 200'cosw siendo w el ángulo de los ra- 
dios vectores, resulta 

cosw = cosf cos 8” + sen Q sen Q’ cos (A — 1’). A 
aos (1/@)[1— 2(/g')cosw + (o/g) T? y § 45, ejerci- 
cio 22, 
P. (t) contiene sólo las potencias t”, t™-2, ..., (Cap. XVI, no- 
ta III, b) y por ser t= cosw = (£x 4 ny +82) /(00), 
P, (t) contiene el radical o = Va +y+z2* en las potencias 
Qq7”, 077+2, ... Entonces P,(t)p” contiene y con los exponen- 
tes 0, 2, 4, ..., todos <ni Además t es homogénea de grado 
0 en 2, y. z. 
De ejercicios 17 y 18 sigue 
(1:r) = Ho(x,4,2) + Hitx,y,z) + ..., donde quitando pa- 
réntesis queda una serie de potencias cuyo campo de conver- 
gencia contiene (0;0;0) como punto interior. Como 1/r sa- 
tisface a la ecuación de LAPLACE resulta por derivación tér- 
mino a término, agrupando términos después: 
0 = AHolx,y,2) + aH,(2.y.2) + ... y como por el .prin- 
cipio de identidad, la serie de potencias que resulta de quitar 
paréntesis tiene todos sus coeficientes nulos, resulta 
AH, (x.y.2) = 0. 
Escríbase AH, =0 en coordenadas esféricas ($ 92-4). 


[93-28] da sen 0 cos (dP, 'dQ) + sen? Q (d*P,/d8%) + 

+ n(n + 1)sen?ĝ P, = 0, y como d'dg = — sen Q d'dt, 

d?/d@” = — cos Q (d'dt) + sen? Q (d*/dt*) resulta [93-29]. 

a) Desarrollar ambos miembros de [93-30] en series de poten- 
cias de h y comparar los coeficientes de hr”; 

b) c; >0, y cosrw alcanza su máximo en w=0. 

Sea d la distancia de O(0;0;0) a D. Si Q está en D y P 

en la esfera ọ < hd, O< h <1, la serie [93-26] tiene (ejer- 

cicio 22) la mayorante h” y es entonces convergente uni- 

formemente en todas sus variables. Puede entonces multipli- 

carse por 7 e integrarse término a término. 


ÍNDICE DE SIMBOLOS, NOTACIONES Y ABREVIATURAS 


a = PQ = RS 
Vector, 60-la. 
móda = la| = |PQ| = a 
Módulo de un vector, 60-la. 
0 


Vector nulo, 60-1la. 


ha 


Producto de un vector por un número 
real. 60-1b. 


a+ b 


Suma de vectores, 60-1c. 


d = a — b = a + (—1)b 


Diferencia de vectores, 60-1d. 


—b 
Vector opuesto a b, 60-1d. 
Q —P 


Vector como diferencia de puntos, f0-1d. 


P+ra=Q 
Suma de punto y vector, 60-1d. 
E, E, , E, , E, 


Espacios vectoriales de una, dos, tres y n 
dimensiones, 60-2b. 
i, j, k 
Versores fundamentales, 60-3b, 
O(i. j,k) 
Sistema de coordenadas, 60-3b. 
a = aj + as + ask 
Expresión lineal de a en el sistema 
O (i,j,k), 60-3b. 
Qi, Q2, Q3 
Componentes del vector a, 60-3b. 
ae 
Componente o valor de un vector sobre un 
eje, 60-4. 
la + bl. = a. + do 


Proyección de la suma de vectores, 60-4, 


a.b = ab cos (a,b) 


Producto escalar o interno, 60-5a. 


Na = a” 
Norma o cuadrado escalar de un vector, 
60-bd. 


Qis Q3, Za 
Cosenos directores de un vector a, 60-5. 


[an as œ] 
Dirección de cosenos directores q, dy Uy 
60-5d. 
cos (a, b) 
Coseno del ángulo de dos vectores, 60-be, 
sen (a, b) 
Seno del ángulo de dos vectores, 60-56, 
i j k 
p=aádb=j|4a 4 ds 
br ba bs 


Producto vectorial o externo de dos 
vectores, 60-6. 


(A.B) 

Producto escalar de vectores, 60-67, 
[A.B] 

Producto vectorial de vectores, 60-6g. 
axb 


Producto vectorial; íd. escalar, 60-6g. 
(aAb).c =aAb.c = (a,b,c) 


Producto mixto de vectores, 60-74. 





a b c 
( a b a = (a, b, c) (a”, b', c”) 
Determinante de dos ternas de vectores, 
60-74. 
G(a, b, c) 
Determinante de GrAM, 60-74. 
b c 
a A b A c) = 
( ) a.b a.c 
Doble producto vectorial, 60-7b, 60-Ej. 21. 
r = OP 


Vector que sitúa un punto P respecto del 
origen O, 60-8a. 
Y 
Parámetro que determina los puntos de 
una recta, 60-84. 
U, V 
Parámetros que determinan los puntos de 
un plano, 60-84. 
n 
Vector o versor normal a un plano, 60-8b, 
(e, e, e) 
Base recíproca de la base (e, €, €), 
60-Ej. 16. 
Sr, (=0 si r*8; =1 si r=38) 
Delta de KRONECKER, 60-Ej. 16; 61-1b. 


586 ÍNDICE DE SÍMBOLOS, NOTACIONES Y ABREVIATURAS 


(w, w, u’) 
Componentes contravariantes de un 
vector u, 60-Ej. 18. 
(o, Vz vs) 
Componentes covariantes de un vector V, 
60-Ej. 18. 


Baricentro, 60-Ej. 32. 
O (u, m) 


Coordenadas vectoriales de un vector 
deslizante, 60-Ej. 35. 


A pm det ¿dre? 


Determinante de una transformación lineal, 
61-1c. 


Transformación lineal, 61-2b, 


Eg 
Rotación de ángulo ø alrededor del origen, 
61-2b, 
H, 
Homologia especial, 61-2b. 
H. = P 
Proyección sobre el eje x, 61-2b. 

y = Ax 
Transformación lineal vectorial, 61-2b, 
A = Ja} 

Matriz de una transformación lineal A, 
61-26. 

C = BA 
Producto de transformaciones lineales, 
61-3a. 

= BA 
Producto de matrices, 61-34. 
Ånn 
Matriz de clase (m,n), 61-3a. 
Ann 
Matriz de orden na, 61-3a. 
A = det ¿a,:? 


Determinante o módulo de una transforma- 
ción lineal A, 61-3b. 


A? 
Transformación inversa de A, 61-3b, 
Ar 
Matriz inversa de A, 61-3b, 

I 
Transformación idéntica, 61-3b. 

I = dôr 
Mntriz unidad, 61-3b. 

A' 


Mntriz traspuesta de A, 61-4a. 


A + B = Ja + birt 


Suma de matrices, 61-4b, 
LA = ant 
Producto de mnn mntriz A por un 
número A, 61-40. 


O = 40} 
Matriz nula, 61-4b, 
On. 
Matriz nula de clase (m, n), 61-4b. 
A° = I 
Potencia de exponente nulo de una matriz, 

6l-4c. 
f(A) 


Función de matriz, 61-4c, 


eå = I + A +...+ (42D +... 


Exponencial de A, 6l-4c¢. 
xı 


X = La 


Un 
Matriz vectorial, 61-4d. 

F = Santi = X'AY 
Forma bilineal de orden n (ó n-aria), 
61-4d. 

TA == X'AX 
Forma cuadratica de urden n (ó n-aria), 
61-4d. 
[aib + azb: + asaba] 
Expresión diadica, 61-6b, 
[ii + jj >+ kk] 
con i’, $ k’ no-coplanares: expresión 
diádica completa, 61-5b, 
[a:b + abe] 
Expresión diadica plana, 61-5b. 
[ab] 
Díada. 61-5b. 


n 
Grupo lineal, 61-7a. 


n 
Grupo ortogonal, 61-7b, 
Ra 
Grupo ortogonal unimodular (rotaciones 
alrededor del origen), 61-7b. 
Ro , Rs 
Grupo de rotaciones alrededor del origen 
en el plano, en el espacio, 61-7b. 


A, 
Grupo afín, 61-7c. 
Ta 
Grupo de ias traslaciones, 61-70, 
M. 
Grupo de los movimientos, 61-7c. 
E, 
Grupo euciídeo, 61-7c. 
Ay? 
Matriz inversa a derecha. 61-Ej, 8. 
A? 


-Matriz fluversa a izquierdn, 61-EJ, 8. 
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Mn, 
Espacio lineni de las matrices de clase 
(m, n), 61-Bj. 10. 


(A)? = (47) 
Matriz contragrediente de A, 61-Ej. 12. 


(2,yz,t) , (640) 


Coordenadas homogéneas, 62-la. 


P (a, b,c,0) 


Punto impropio, 62-1a, 


A = det Jan} , (ik= 1,2,3,4) 
Dlsariminante de una cuádrica, 62-1d, 
Au = det {a;:} , (i, k= 1,2,3) 
Adjunto de a,, en el discriminante de una 
cuádrica, 62-1d. 


Qij 0 
O bmw 

Suma directa de las matrices A =+<a,,) 

y B= {bax b 62-54. 
(P:P:P) = P,P,/P2P, 

Razón simple de tres puntos alineados, 

62-Ej. 1. 
(P.P+P,P,) = (PPPs) / (P,P*P,) 

Razón doble de cuatro puntos alineados, 

62-Ej. 2. 


F( Xi; Yis Zis a) 
La, Yz, Za, ta 
Forma bliineal asociada o polar, 62-Ej. 3, 


A 


Tensor. 63-1 b. 


aus = Zau 
Vector del tensor A correspondiente a la 
direcclón u, 63-1b. 


{aint 
Matrlz de las coordenadas del tensor A, 


63-15. 

AU 

Coordenadas principales del tensor A, 

63-15. 

tn 

Tenslón correspondiente a la dirección n, 
63-1c. 
T = dtia} , (ter = tre) 


Tensor simétrico correspondiente a un 
estado de tensión elástica, 63-1c. 


A + B = Jair} + Jbair} = 
= 441 + bis? 


Suma de dos tensores, 63-2a. 


AA = Adair} = Jait 


Producto de un fensor por un escalar, 


63-2a. 
AX = %.a, = 2%181 + Lzdz + Xofs , 
(u = xx) 
Producto del tensor A por el vector x, 
68-20. 


0 = 40} 
Tensor nuio, 63-2b, 
I = Jð} 
Tensor unldad, 63-2c. 

Jab} = Jaiba} 
Producto tensorial de vectores, 68-26. 
J = I — 4r,r) 

Tensor de inercia, 63-2e. 

B(u,v) = a,.v = DG inu;Ua 
Forma bilineal correspondiente al tensor A, 
63-3a. 


C(u) = a,.0 = YA ¡nUUn 
Componente normal o valor del tensor A 
en ia dirección u, 63-3b, 


A 
Autovalor o vajor propio, 63-ba. 
J, , Ja Ja 


, 
Invariantes lineal, cuadrático y cúblco de 
un tensor simétrico, 63-6. 


ll A A 
Ag Aga ro. Ugg 
(q=1,2,...,1) 


Determinantes del signo de una forma 
cuadrática, 63-7b. 


característica de la matriz 4a,,). 63-70. 


Índice de inercia, 63-70. 


8s = 2p — h 

Signatura de una forma cuadrática, 63-7d. 
1 , Cas 

Invariantes lineal, cuadrático y cúblco de 
una cónica, 63-8c. 


a = 441,0; ...,Onp = Jas) 
Vector de E,, de componentes a,, XVII-la. 


Espacio vectorial de las funciones reales 
definidas en a L z < b, XVIT-Tc. 


S 


Subespacio de un espacio vectorial E, 
XVII-Ia. 
Fo 
Espacio vectorial de las funciones reales 
acotadas en a < z < b, XVIIIa. 


Espacio vectorial de las funciones reales 
continuas en a [x < b, XVII-Ia. 


A = det.4 Ajr} 
Determinante de la matriz de un cambio de 
base en un espacio vectorial de dimensión 

finita, XVII-Ib. 


S, , Ta-r 


Subespacios supiementarios en E,, XVII-1b. 
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F(x) 
Funclonal definido en E, XVII-Ic. 
* 
Espaclo dual o adjunto de E,, XVII-Ic, 
P(x) = %1 ,..., Paí(x) = En 
Base dual en E,* de i, ..., 1, de E,, 
XVII-Ic. 


b 
(fig) = f.g = f tæg()as 
a 
Producto escalar en un espacio vectorlal de 
funciones, X VII-Ila, 


Qir = e. ek = ri 
Coeflclentes de la forma bilineal de un 
producto escalar, XVII-Ila. 

g = det.{gua} 
Determinante de GraM de la base 
ep o €p XVI-a. 

Na = 'lall = a.a 
Norma de un vector, XVII-Ila. 

a = móda = VNa 
Módulo de un vector, X VII-IIb. 

a.b 
ab  ? 





p =(a,b) ; 


0<q7<u 
Ángulo de dos vectores, XVII-I1b. 


cosq = 


a 
Espacio puntual afín de n dimensiones, 
XVII-Illa. 


OA 
Verefor de posición dei punto A respecto del 
origen O, XVII-IIIa. 


0 = BB 
Vector nulo de un espacio afín, XVII-IIa. 


10. ex? 
Sistema de coordenadas de un espacio 
puntual afín, XV1-ITla. 


o(P,Q) = mód PQ 


Distancia entre los puntos P y Q, 


XVII-IIIb. 
brisg . kisi , K,, y 
Cuellelentes de ecuaciones auxiliares en la 
resolución de un sistema de ecuaciones li- 
neales, XVII-IVc. 
On; 
Coeficientes de das ecuaciones resultantes 


en la renolución de un sistema de ecuacio- 
nes lineales, XVII-IVc. 


ÚS ; z= z(x,y) ; 


z = F(x. y) 
Función ¡de dos variables independientes, 
84-1. 


Unmpo de variación, de definición o de 
exintenein de una función, 864-1. 
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YU = U(2L,, Lo, ..., Ln) 
Función de n varlables, 64-1. 


f (%o, Yo) 
Valor de f(z,y) en (£o W), 64-2a. 
(a, b) 
Punto del espacio euclídeo de dos 
dimensiones, 64-44. 
(a, b, c) 
Punto dei espacio euciídeo de tres 
dimensiones, 64-44. 
a = (0,.02, .-., 4n) 
Punto dei espacio euclídeo de n 
dimensiones, 64-4a, 


E, , Es , E, 


Espacios euciídeos de 2, 3, n dimensiones, 


64-44. 
TT e 
o(a,b) = + Vla — b.) = 
= ila — bi 
Distancia de dos puntos del espacio 
euclideo, 64-4a. 


lal = + Via? 


Distancia al origen del punto a, 64-44, 


ab E 
Recta dei espacio, 64-4a. 
Y’ 
Derivado de un conjunto X, 64-4c; 
XVIII-IIb. 


X 


Clausura de un conjunto X, 64-4c; 
XVIII-Ib. 


Í(x,y) >f para (x,y)> (a,b) 


Límite funcional dobie, 65-1. 


lim f (x, y)= t para v> a, 
y >b ó (x,y) (a,b) 
Límite funcional doble, 665-1. 

lim 


f(x,y) =f 
(x, y) > (a, b) 
Límite funcional dobie, 65-1, 


lim lim f(x,y) = 


Uy>b Ima 
= lim [ lim f(x, y)1 
y>b ze 
Límite sucesivo o reiterado, 65-2. 
= g — ala , k = y — b 
Incrementos de ias variables independientes, 
65-4. 


e= + Vh?*+k 


Infinitésimo tipo o principal en E,, 65-4. 


df (x, 
f- (7x, y), D.f (x, y), ED, 
Oz 
Zas Di2, E 


Derivada parcial, 68-1. 


ÍNDICE DE SÍMBOLOS, NOTACIONES Y ABREVIATURAS 589 


02/0x%, = fe (£o, Yo) = D¿f (xo, Ya) = 
of (xo, Yo) 
= dx 
Valor de ia derivada parciai en un punto, 
668-1. 


df (x, y) 


Dif (x,y), — zy 


f (x, y), 


, 


0z 
2y Dz, Dy 


Derivada parcial respecto de y, 66-1. 


Of (X1, La, - > -, Ln) 
fı = d 
%1 
Derivada parcial respecto de x,, 66-1, 
0 (%1, Co, -. ., En) 
fa = 3 
Xa 


Derivada parciai respecto de x, 66-1. 
Az = Af(a,b) = 
= fía+h, b+k) — f(a, b) 
Incremento totai de z = f (x, y), 66-2; 69-5. 
dz = A.Azxo + B. ôy 


Definición de diferencial total, 66-4. 
dz = f.(x.y)dx + f,(x.y) dy 
Expresión analítica de la diferencial total, 
66-4. 
du —= f.(x, y, 2) dx + 
+ f,(x,y.2)dy + f.(x, y, 2) dz 


Diferencial total de la función 
u = f(x,y,z), 668-4. 
dau = fede , 
d-u = f. dz 
Diferenciales parciales de la función 
uw = f(x, z), 66-4. 


Dy f (xo, Yo) = to (Za, Ya) , 
Dy (£o, Yo, Zo) 
Pendiente o derivada en la dirección o» 
46-5b; 66-6b. 


Du , gradu , yu 
Vector gradiente, 66-6. 


(z/dx)y , (3z/ðx) uv 


Derivación parcial de función compuesta. 
67-2. 

J E o (F, F,, Fs) 
= 9 (Uo, Va, wa) E D (uo, Va, Wo) 
Determinante funcional o jacobiano, 67-64. 


(d-u). , (d.Y) uo , (d.0):, u 
Diferenciales parciales de funciones 
compuestas, 67-8. 

W = W(u,..., Un) 
Wronskiano, 68-4. 

A, 

Adjunto de u,("-1) en W, 68-4. 

E. 

Adjunto de u '"-2) en W, 68-4. 


d,u = f, dy > 


_ D(F, F, F) 


E 


Espacio topológico de HAUSDORFF, XVIII-Ib. 


I 


Conjunto totai de un espacio topoiógico, 
XVIII-Ib. 


Familia de abiertos de un espacio 
topoiógico, XVIII-Ib. 


G 


Conjunto abierto de un espacio topológico, 
XVIII-Ib. 


Conjunto vacío de un espacio topológico, 


XVIII-Ib. 
a , b 
Puntos de un espacio topológico, XVIII-Ib. 
Nn 
Base de abiertos de un espacio topológico, 
XVIII-Ib. 
F 
Conjunto cerrado de un espacio topológico, 
XVIII-Ib. 
fr X 
Frontera de un conjunto X, XVIII-Ib. 
xo 
Interior de un conjunto X, XVIII-Ib, 
X= AI|B 
Separación de un conjunto X, XVIII-Ic, 
o(a, b) 


Distancia de dos puntos de un espacio 
topológico, XVIII-Id, 
x* = T(x) 
Transformación unívoca, aplicación o 
representación, XVIII-1e. 


T”(A*) 
Conjunto inverso de A*, XVIII-1e. 
T”(x*) 
Conjunto inverso o preimagen de x*, 
X VITI-Te. 
y = T(I) 
Arco simple de Jordan, XVIII-Ie. 
xX” 
Derivado de X’, XVIILIIÐ. 
X 
Clausura de X, XVIII-IIb. 
fos (Lo Yo), fzv(X£o Yo), fyz (Los Yo), 
fy (%o, Yo) 


Derivadas segundas en (£, Yo), 69-1. 


o (A 
Laa) = 37 (77) = 
a E du . E 
A TEA 
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3 raf d'f = d(df) = 
fa (x,y) = 37 (+) = 9 9 15 
y Ndx = (àz — 4 dy >) f 
ae du de oy 
= Tady = dy = Uz , Diferencial n-ésima de f(x, y), 89-3a. 
2 d E ) d”f (x1, £o ..., En) = 
ye LX FT RA = m 
2 dx dy ( 0 ð 7 ) 
= | de — ... + d&n — 
92 B du j 2 a T 0 GEA f 
a F = Jyt = Up , Diferencial m-ésima de f(z, ...,2,), 69-3a, 
a af d a (2) 
E Aya def = ( Ad 5) 
f, (x, y) dy (3 ) de dx + Y dy f $ 
def du af df 
Se e a E dr dea ar Y 
Funciones derivadas segundas de Diferencial segunda de la función 
u = f(x,y), 69-1. compuesta f(z, y), 69-8b. 
92 m 
ts => (7) = tw = 2 DDN +7 
dx da? Im| < n 
2 (a, Y z) au | Desarrollo simbólico de Mac LAURIN, 69-6. 
= ax? dx? | 
3 af XM = m” g™ on , 
us = y | 37) = | m!i= mi! mil... ma! , 
+m + + m 
Paya __ tu la 3 
dx'dy 6x'dy de Bge ,,, DEn” 
à 0 of ) E Símbolos del desarrollo anterior; 69-6. 
dz | Cody M =— máx (m,.Mz, ..., Mn) 
E f(x, y, z) u Rango de m, 69-6. 
dxdydz dadydz m, = m + mt... Hm 
ete, Orden de m, 69- 6. 
Derivadas terceras de u = fíz,y, 2), 69-1 m+p= 
fu = un , fu = ua , i = (m+ m, Mm + por ..., Mna + Pa) 
fäi = Um ) .. $... Lan Œ Unn | Suma, 69- % 
Derivndne segundas de u = Í(2,, Lg 0. Tp)» | m m \/ m: Ma 
de (e. (ml (a) 
| p pı Pz Pr 
fu = Um , fin = Mis , Número combinaforio, 69-86, 
fia = Uma , +... nan = ang 
Dorivadas terceras i u = Taoa Eg sees Tp), ER E A 
M, D Pp My 2 Pp '. M, > Pps 69-6. 
A, f (£o ya) = fUxo+ h, yo) — 3 qn 
E f (xo, Yo) , —= 
A, f (xo, yu) = f(xo yo + k) — Ox dx, 0x2 ... 0%n 
— f (xo, Yo) gr E gra 
Incrementos parciales primeros, 69-2, de de Jx Fa de.” 
A, T= A,(A, f) , Derivación, 69-6. 
Anf = 4,(A, f) 
Inorementos parciales segundos, 69-2. H = fa fu E fa? Z = o 
d'f = d(df) = ee 
3 a (2 Hessiano de f(z, y), 70-2, 
= (de z; +d 5) f Les Lay Les 
Diferencinl sexuida de fir, y), 69-3a, H = fue Tu Lis 
dr (de) d'f = d(d*f) Los Ley Les 
lUferencinlos tercera y cunria de f, 69-3a. Hessinno de f(z, y, z), 70-4b 
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Hss 





La El 
fys Luv 


Adjunto de f,, en H de f(z, y, 2), 70-4b, 


ME a 
d(x,, X2, e... Ln) z 
Ía Íu 


fin 
fa fz fon 


fa fn Lan 
Hessiano de f(x), 70-6c. 

Hı = fu, Hz, . .. Hna, H, = H 
Supresión de últimas filas y columnas 
de H, 70-6c. 

T:-(u) = D JUU , su; = 1 


Forma cuadrática n-aria en el versor u, 


H = 





70-6b. 
Tra (u) = 
ð d A 
=lu o Un =— f(a); 
(23,7 + Pia, (a); 
Suw? = i1 
Forma m-ésima n-aria en u, 70-6e. 
[ab] = Jabr 
Coeficientes de las ecuaciones normales 
XIX-I. 
r=r5r(u) , P = P(u) 
Función vectorial uniforme de escalar, 
72-1a, 
r(u) = P(u) = x(u).i + 


+ y(u).j + z(u).k 


Expresión lineal de la función vectorial 
en Ep, 72-1a. 


r(u) = P(u) = 
= X,(4).€e, + x2(u).es + + 
+ Xa(U). En 
Expresión lineal de la función vectorial 
en E, 72-la. 


limr(u) = 1 para u > % 
Límite de función vectorial, 72-1a. 


r = r(u,v) , P= P(u,v) 
Función vectorial uniforme de varios 
escalares, 72-1b. 


r' (u) = dr/du 
Derivada de una función vectorial, 72-2a. 
P” (u) 

Derivada de función vectorial con origen 

fijo, 72-2a. 
y(u) = P'(u) — O'(u) 

Derivada de función vectorial con origen 

móvil, 72-2a, 


x (u).i + y'(u).j + 
+w'(u).k 

Expresión lineal de la derivada de función 
vectorial, 72-2a. 


r (u) = 
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r” (u) = dr'/du; r” (u) = dr”/du 


Derivadas sucesivas de función vectorial, 
12-2a. 


o(h) 
Vector infinitésimo de orden superior a h, 
72-24. 


dr(u) = r'(u).h 


Vector diferencial, 72-24. 


Ar(u) = r'(u).hk + o(h) 


Incremento de función vectorial, 72-24, 


Or 
E = r.(u, v) = tu =P; 
Derivada parcial vectorial, 72-2b. 
Or 
2a. = To (u, v) = To == P, 


Derivada parcial vectorial, 72-2b. 


dr(u, v) = r,(u,v)du + r.(u, v) du 
Vector diferencial total, 72-2b. 


L 


Perpendicular a, 72-8. 


— DEQ) = 
= £L,(Q).1+ £.(Q).ji + f.(Q).k 


Vector gradiente de f(Q) = f(u, v, w), 
72-4a. 


f p (Q) = f(Q). pı + 
+ f(Q). pa + fo(Q). Ps 


Derivada de f(Q) = f(u v.w) en la 
dirección p = (Pr Po Pa), 12-4a. 


ApQ = du.i + dv.j + dw.k 
Incremento vectorial independiente a partir 
de Q en la dirección q, 72-4b. 


Apr(Q) = r.(Q)du 4 
+ r(Q)dv 4 r.(Q)dw + 
+ o(lAPQ]) 
Incremento en dirección y de una función 
vectorial, 72-4b, 


rp(Q) = r.(Q).q + 
+ r.(Q).p + ro(Q).q 
Derivada direccional de una función 
vectorial, 72-4b. 


Dr(Q) = dr/dQ = r 


Tensor derivado, 72-4b, 


dpr(Q) = Dr(Q).4pQ 
Vector diferencial en dirección p de la 
función vectorial r(Q), 72-4b. 


T, = o(A”) 

Término complementario de la fórmula de 
TAYLOR para función vectorial, 72-54, 
o(1) 

Vector infinitésimo (—> 0 para h — 0), 
72-5. 
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an = r"(u)/n! ; 
(n = 0,1,2,...; 


de dy dz 
, 

n; rO (u)=r(u)) | 4= yor *="q> += y 
Coeficiente del desarrollo en serie de Cosenos directores de la tangente, 73-1. 
potencias de u — u) de r(u), 72-5. 


Yo = 5 (uo) 
Vector tangencial, 72-6b. 





X 
Vector derivado dei x, 73-1. 
k s 
à i Gi y i š 
Paso de la hélice cilíndrica circuiar, 72-6b, Matriz de un vector derivado, 73-1. 
e = 2. A soe A 
E = gu = rt; F= ge = Ten; | rm) = r(u) + Ar (00) + 
E a TE det + ur” (uo) 
Coeficientes de Gauss, 72-7b. Ecuación paramétrica vectorial del plano 
nzm r./|r, A r.| osculador, 73-2. 
Normal a una superficie, 72-7b. (r — ro) 3 (ro A 1%) =0 
r (À, p) E T (uo, vo) + Ecuación a plano osculador, 
+ ATu (uo, vo) + ur. (Uo, Vo) E 
lcuación paramétrica vectorial del plano (r—ro).(roAroP) = 0 
tangente, 72-7b. Ecuación ortogonal de un plano 
sobreosculador, 78-2. 
(r—ro).n= 0 
Kcuación ortogonal del plano tangente, n 
72-7b. Vector normal principal, 73-3. 
Jı , Ja . Ja , b 
Jncobianos de las funciones paramétricas Vector binormal, 73-3. 
de una curva, 72-7b. do, 
Tlu) = IrArl= Diferencial de arco de la indicatriz de 
W (u 0 EAN flexión T,, 73-4. 
— + y gng — gua = d 'd 
Ti 2 C = 001, As 
= + VJè + Jë +J? ss f 
Coeficiente del elemento areolar de una Curvatura de flexión, 78-4. 
superficie, 72-7b. e = 1/c, 
Radio de curvafura de flexión, 738-4. 
Tı _ T,(ts) 
Representaciones topolóyicamente similares do» 
72-9c. Diferencial de arco de la indicatriz de 
] torsión T,, 73-4. 
T, G T:(F) 2 
Representaciones F-equivalentes, 72-9c. Ca = doz/ds 
N.r(uo) , N*r (20) s Curvatura de torsión, 78-4. 
N rf) , Nr(u) T = 1/c 
Números derivonormados, 72-Ej. 6. Radio de curvatura de torsión, 73-4. 
u 1 1 
=s = f rla d = — ESS 
Š Vector de DARBOUX, 73-6. 
Abacina curvilínea o parámetro intrínseco, 
13-1. r(2) = r(s0) + At(so) 
ics ; Ecuación paramétrica vectoriai de ia recta 
da = ¡r (um) ¡du = tangente, 73-7. 
dr y? A t (80) 0 
— Tr = 
= + lo) du [r (80) ] So 


Ecuación de la recta tangente, 73-7. 
Diferencia] de arco, 73-1. 


; to = 5 (s) = vd + y'i + zok 
de = de 14 dy.j + dz.k Vector tangente, 73-7. 
Vretor diferencial de arco, 73-1. n = Qor”o 
i | dr! ds Vector normal principai, 78-7. 
Po AS 
lv, i du du 


b, = t Am 
Vector binormal, 73-7. 


[r—r(8)] .t(8,) = 0 


Menación ortogonn! del piuno normal, 73-7. 


t = dr da — tl -| taj + tsk 


Vector tangente, 73-41, 
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[r — r (so) ] . n(sa) = 0 
Ecuación ortogonal dei plano rectificante, 
; 13-7. 


[r— r(80)]. [t (50) A n(s)] = 0 
Ecuación ortogonai del piano osculador, 
13-7. 


r — dr/du ; Y = dr/ds 
Derivadas vectoriales, 73-7. 
rår 
b = . .. ; 
Ir A rl 
(rAr)ar 


t= r/ir ; 


¡(A r) Arl 
a = le = IrArl/lrP ; 
tc = 1/7 — (rAr)r/lrAr!? 
Expresiones explícitas de los ejementos dei 
triedro intrínseco, 73-7. 
d?r dv q? 
a == =-——t+—nmn 
du du Q 
Vector aceleración, 73-8. 


d 
a: = qt 





Aceleración tangencial, 73-8. 
v’ 
an = n 





Q 
Accleración normai o centrípeta, 73-83. 


c = ro + Qmo 
Vector de posición dei centro de curvatura, 


73-10. 


Te = Qo 
Radio de la circunferencia oscuiatriz, 73-10. 
do b 
'0 
dSo 


Vector de posición del centro de la esfera 
osculatriz, 73-10. 


n= yerel] 


Radio de ia esfera osculatriz, 73-10. 


r(u) = r(8) + omíso) + ub (so) 


Ecuación paramétrica vectorial del eje do 
curvatura, 73-10. 
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Ca = Yo + QoíMo — To 


Familia monoparamétrica o haz de curvas 


planas, 74-1a; en el espacio, 74-4a. 


C: 
0 
Curva del haz 4C, para t= tẹ 14-1b. 


E 
Envolvente de un haz 4C,p. 74-1b; 74-4a. 
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v(x,y) = 0 


Curva discriminante de un haz de curvas, 
74-15; Ecuación discriminante de un haz 
de curvas, 74-1b. 


T 
Evoiuta de su evolvente C, 74-2; 


{Se} 
Famiiia monoparamétrica o haz de 
superficies, 74-3a. 


E 
Envoivente de un haz ISh 74-3a. 


C: 


Curva característica de cada involuta 5, 
74-3a. 
-  Vv(x,yz)=0 
Superficie discriminante de un haz de 
superficies, 74-34. 
da {Suo} 
Familia de superficies de dos parámetros, 
74-3b. 


75-Ej. 7. 


Envolvente de una familia 48, op» 74-3b. 


T 
Arista de retroceso de la reglada 
desarroilable E, 74-5. 


Reglada desarrollable, envoivente del plano 
móvil S, y superficie tangencial o desarro- 
llable circunscrita de su arista de retroceso 
T, 74-5. 
4 
Ángulo de incidencia, 74-Ej. 11. 
r = p(s) 


Directriz de una superficie reglada, 


r = p(s) + uqgíls) , 


ds 
Ecuación paramétrica vectorial de 
superficie reglada, 75-1. 


[r — p (8)] . [(p' (8) + 
+ uq (s)) Aa(s)] =0 
Ecuación normal del plano tangente 
superficie reglada, 76-2. 


| d8? — gudu! + 2g: du du + gado” 
| Primera forma fundamentai de las 
superficies, 76-1. 


X, = (r—r).n 
Distancia del punto P del entorno de P, al 
plano tangente en éste, 76-24. 


Te (to). n = D, (uo, vo) du? + j 
+ 2D.2(u0, vo) du dv + Da (uo, Vo) dv; 
Du = ra.n; Da = re. N; 


i Da = roe. n 
Segunda forma fundamental de las 


superficies, 76-2a. 


15-1. 


una 


a una 
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xa = FSD. (Uo, Yo) 2:23 
Paraboloide osculaudor referido a los ejes 
rp rp nen Pyp 76-20. 


$D,,(%0, 90) 1:14, = + 1, resp. =t 
Indicatriz de DUPIN, 76-3b. 


K => 3). 
Curvatura media, invariunte del tensor de 
curvatura, 76-3b. 
H pa So 
Curvatura total, invariante del tensor de 
curvatura, 76-3b. 
1 cos? y sen? q 
R Q: Q2 


Curvatura de una sección normal en fun- 
ción de las curvaturas principales 1/py 


1/p, (Enter), 76-3b. 


1 
—m.n = 


Q 
Du gu’ + 2Dw du dv + De da? 
T gundu” + 2912 du du + gz dv’ 
Curvatura 1/p de una curva de normal 
principal m en una superficie de normal 
n, 76-4. 





Q = Qr COS 0 j 
Railio de curvatura de la sección que según 
la tangente común forma ángulo 4 con la 
sección normal de radio de curvatura p, 

(MEUSNIER), 76-4. 


Cs 


Centro de curvatura geodésica, 76-5a. 
1 
Qo 


Q 
Curvatura geodésica, 76-ba, 
Q 


Recinto de definición en el plano paramé- 
trico (u,v) de una superficie S, 77-2a. 


1 
= ——sen 0 





P 
Latitud, 77-2b, 84-2. 


Longitud, 77-2b, 84-2. 
a — 6378388 + 18 m 
itadio ecuatorial del elipsoide terrestre, 
TT-2c. 
b = 6 356 912 m 
Sembrje de rotución del elipsoide terrestre, 
77-2¢. 


e = + Va —b"la 5 
e = + Va — bb 
Exvenfriridudes del elipsoide terrestre, 
77-2c¢. 
a/l (a—b) = 297,0 + 0,5 
Reciproca del nchatamiento del elipsoide 
terrestre, 77-2c, 
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A = (1— e sen” q)*/? 
En 77-2c, 
M = a(1 —e?)/A 
Radio de curvatura del meridiano del 
elipsoide terrestre, 77-2c. 


r =N eos o 
Radio del paralelo del elipsoide terrestre, 
17-2c. 
N = a/A 
Radio de curvatura de la sección normal al 
elipsoide terrestre que contiene la tangente 
ai paralelo, 77-2c. 


m = ds''de 
Dilatación lineal en una representación 
plana de una superficie, 77-3. 


8 = in —oq 
Colatitud, 77-4c, 84-2. 
; l=1i— h 
Longitud contada a partir del meridiano 
principal, 77-5. 


Y 
Convergencia del meridiano, 77-Ej. 5. 


, , 


a , 
Dilataciones lineales según las direcciones 
principales de la elipse indicatriz de Tissor, 
XX-I. 


2% = 2(U — U’) 


Máxima alteración angular, XX-I. 


o = aÙ’ 
Dilatación areolar, XX-I. 
du 


Elemento de arco de la imagen dei 
meridiano, XX-I. 


a dr 
Elemento de arco de la imagen del 
paralelo, XX-I. 


h = du/(M dq) 


Dilatación lineal del meridiano, XX-I, 


k = d7/(rdi) 


Dilatación lineal del paralelo, XX-I. 


€o 
Aiteración dei ángulo recto que forman 


meridiano y paralelo, XX-l. 


? M 
q = ll dp = In tg (171 + 20) 


Latitud ampliada o función lambda de p 
XX-II. . 


p 
=f Mr dy = a? sen q 
0 


Función de latitud en una representación 
equivalente, XX-II. 
n = e cos ọ 
En [XX-107], XX-IV. 
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t= tego 
lin [XX-111], XX-IV. 


Abscigsa sobre el meridiano principal con- 
tada desde el polo Sur, XX-IV. 
(x) 
Función de repartición (o de distribución) 
en una integral de STIELTJÐS, 78-1 y 2. 
9d, = glx-) — gl(%r-1) 
Incremento de la función de repartición en 
un subintervalo de partición Tr: 
a =%<X2< ... < Tn = b, 78-1. 
h pod máx, (xr — %r-1) 
Norma de la partición m, 78-1. 


0r = M, — m, 
Oscilación de f(x) en [z,_, x,] 
con m,, M, extremos inferior y superior 
de f(x), 78-3. 
s = 3m,ô, < S = 3M,3, 
Sumas inferior y superior correspondientes 
a una partición, 78-1. 


b b 
w f dr f1erazto) 5 
= lim $nôr , 


con Mm Sn SM: 
Integral (generalizada) de RIEMANN- 
STIELTJES, 78-1, 78-6. 


34 at 
Conjunto de números reales dirigidos según 


sus índices, 78-1. 


l 


Límite de un conjunto dirigido según sus 
índices, 78-1. 


b 
R-st) f f(=)dg(x) = lim 3n,8, 
a h—>0 


Integral (restringida) de RIBMANN- 
STIELTJES, 78-1. 


Integral (St) 


Integral de tipo STIELTJES, 78-2. 


o 
Salto de g(x) en un punto, 78-2. 


a(x) 
Densidad lineal, tal que 


z 
g(s) =f a(x)dzx, 
c 


V(x) = Ve g(t) 
Variación total de g(t) en [a,x], 78-6b. 


78-2. 


ab 
TEAVA) = 
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b 
= f l£@œ)llag()i 
En 78-6b. 


Vs(æ) = Ve F(t) 
Variación total de F(t) en [a, x], 78-6b. 


* (x) 
Normalizada de la función de variación 
acotada g (1), 78-6c. 


P[f] 


Funcional, 78-7. 


b T 
f = im ftaa ; 
a pb a 
b< +o 


T= m f ta 


æ 2z — œ 
Integral (R-C) para extremo singular 


único, 80-1. 
e b 
L 


c B 
lim LN z% J = 
e c 
` 00 Ps c 
—00 —00 c 


naa 


+ lim 
Bi tove 
Integral (R-C) con ambos extremos 
singulares, 80-3a. 
z 
lim |} + 


b c b 
a a c pe 
b 
+ lim f 
zje zx 


Integral (R-C) con punto singular 
interior, 80-3b. 


b 
(VP) Í f(x)dx = 


e La | 
(VP) JE f (2) de = 


= lim 
a +00 
Valor principal de una integral (R-C), 
80-4. 


Eor 
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.. + b: + bi + a + apn. T 
= lim (ba +... bi +a... + an) 
n—0 
Valor principal de series biláteras, 


I 
Conjunto de intervalos que queda al supri- 
mir los entornos de radio p que en número 
finito cubren los puntos singulares, 80-9. 


80-4. 


(R-Ha) | f(x)dgz = 


= lim f(x)dx 
p—>0 Ip 
Integral de RIEMANN-HARNACK, 80-9. 


b B 
f = lim (R-Ha) 
a 8 q b a 
Generalización de DıRICHLET de la lntegral 
de RIEMANN-HARNACK, 80-9a, 


Smn 


Elemento general de una sucesión 
indefinida doble, 81-1. 
lim Sma 


S = 
m, nN 
Límlte doble de una sucesión indefinida 
doble, 81-1. 


lim Snan = O 
m, n—> W 
Límite doble infinito de una sucesión 
indefinida doble, 81-1, 
lim ( lim Smpn) 
m> nr 
(por filas) 
lim ( lim Sma) 
n- mQ 
(por columnas) 
Límites sucesivos de una sucesión doble, 


81-1. 
Umn 
Término general de una serie doble, 81-2. 
mMm, n 
Smn = y Uis 
i=1, j=1 


Suma parcial de una serie doble, 81-2. 


y Us 


S = 
i, j=1 
Sama de una serie doble convergente, 81-2. 


Qn = Un H Un +... F Unin + 
+ Unn + Un, n-1 E + 
+ Un + Un 


Término general de la serie por cuadrados, 
81-2b, . 
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tn = Un + Uni +... + 
+ Un-112 + Un 


Término general de la serie por triángulos, 


81-2b,. 
00 00 00 00 
2 | 2 ua) = È E Um 
m=1 in=1 m=1 n=1 
> 00 00 
5 f; con fa = 5 Umn 
m=1 n=1 


Suma por filas de una serie doble, 81-2b,. 


00 


E o 


00 
E Dl 
m=1 m=1 


Suma por columnas de una serie doble, 
81-2b,. 


R(a<xw<b;c<y<b) 


Rectángulo de definición E dná integral 
doble, 82-1a, 


con 


Cr = 


r = Ax, Ay 
Área de una subdivisión en una partición 
de R, 82-la. 


= M., =— Mr 
Oscilación de f(x) en $, con m,, M,, 
extremos inferior y superior de f(x), 82-3. 


s = 3m,0, S = XM.ó- 


Sumas inferior y superior correspondientes 
ə una partición de R, 82-1a. 


ffe (x, y) de dy 


Integral doble (R) en R, 82-la. 


f f tæna dy = extr. inf. S 


Integral inferior, 82-1a. 


f f nas dy = extr. sup. 8 


Integral superior, 82-1a. 


f f Ende dy 


Integral doble (R) en un dominio D, 82-3. 


b d 
f de | tw ; 
a c 
d b 
f dy | tvda 
c a 


Integrales reiteradas, 82-4. 


d 
A(x) = f £ vidy ; 
o 
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b 
B (y) = f f (x, y) du 


Integrales interiores de las integrales 
reiteradas precedentes, 82-4. 


Y (x) 
Conjunto de intervalos intersecados en un 
recinto cerrado D por una sección de abs- 
cisa x, 82-4. 


X (y) 


Conjunto de intervalos intersecados en un 
recinto cerrado D por una sección de orde- 
nada y, 82-4, 


f f tænd dy = 

D 
b . 

=Í de | f(x, y)dy = 
a Y(x) 

d 

=Í a f f(x, y)dx 

c X (y) 


Cálculo de una integral doble por integrales 
reiteradas, 82-4, 


b y(x) 
i de f f(x, y)dy = 
a Y(T) 
b Y, 
=f S f(x, y)dy dz = 
a Yo 
b Y, 
=Í Lf f(æy)dy | de 
a Yo 
d x (y) 
f dy | f(x, yde = 
e xX 


o(Y) 


d ti 
=f f f(x, y)dx dy = 
ae 
=J t(æ,y)de $ dy 


Integrales reiteradas, 82-4. 


G(y) 
Función superior de G(y), 82-5, 
G(y) 
Función inferior de G(y), 82-5. 
Plar Sx: <S b) , (k=1,2,...,n) 


Intervalo n-dimensional, 83-1. 


f(x) = f (21, £e... £n) 
Función de n variables reales, 83-1. 
I”, f 
Intervalos parciales de una partición 
de I”, 83-1. 
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ô = Agga 0% Az, 
Volumen de I”,, 83-1. 
Ur = M. — Mr 
Oscilación de f(x) en In, con extremos in- 
ferior m, y superior M, de f(x), 88-1. 
8 = `m, ð, , S = SM,ô, 
Sumas inferior y superior correspondientes 
a una partición de 1”,, 83-1. 


f(x)dx = 
J» 


=Í Í(%1,%2, ..., An dx dx... de, 


Integral n-ple de f(x) sobre I”, 88-1. 


f f(x)dx = 
J” 
b, bpa 
=f da, | d&n- ... 
a, Qa- 
b, d, 
Lun J dea È f(x)dxı = 
A a 
qa pe 
z 2, ar- pe 
by b, 
Dvi f f f(x) dx, dez... de, 
% a 


Cálculo de una integral múltiple por una 
integral reiterada, 83-1. 


f f(x, y, 2) dx dy dz = 
D 


£, y, (x) z, (2, y) 
=f de f a f ` f(x, y,z)d2 
T yy (2) zy(x, Y) 
Integral triple, 83-1. 


dS 
Elemento de área, 83-2. 


dV 


Elemento de volumen, 83-2, 


J f(x, y)dS 


Integral doble, 83-2. 


JI f(x, y,z)dV 


Integrai triple, 83-2. 


iD] = w f dx 


Extensión o medida de PBANO-JORDAN 
n-dlmensionai o hipervolumen, 83-3, 
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_ (xy) 
de ð (u, v) 


Coeficiente de diiatación areojar en un 
cambio de variables, 83-4. 


f f(x)dx = f J(u)f[x(u)]du 
D Q 


Camblo de varlables en una integrai 
múltlpie, 83-5. 


wf 


Volumen de un dominlo trldimenslonai en 
coordenadas curvllineas, 88-64. 


(x,y,z) 


auau) 0) du du dw 


g 
Discriminante de la forma cuadrática daf 
en coordenadas curvilíneas, 88-6a. 


V E Vg du dv dw 


Volumen de un dominio tridlmensional en 
coordenadas curvilineas, 88-64. 


M =$ o0(x, y, 2) de dy dz 


Masa de un cuerpo de densidad p, 84-la. 


V = SS fo(x, y) dx du — 
D 
E fı (x, y) de dy 
D 


Volumen orientado de un cuerpo limitado 
por las superficies z = f,(x, y), 
z =f,(x, y), 84-1b, 


Y 
Radio, primera coordenada esférica, 84-2. 


r 
Radio, primera coordenada ciiíndrlca, 84-3. 


S =f dx dy/cos nz = 
A 


= f V1 +2 +z dedy = 
+ A 


= f W (u, v) du du 
R 


Área de una superficie alabeada, 84-4. 


Mo = fozas 


Momento estátlco de un arco respecto dei 
plano yz, 84-5. 


= f o.z.as j 


Ms 
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Ma = f 0.v.ds 3 


Ma = f o.2.as 


Momentos estáticos de una superficle res- 
pecto de los planus «ourdenados, 84-b. 


Mr = po r do, 


Ma, := NA 2.0dV 


Momentos estáticos de un cuerpo respecto 
de los plano: «oordenados, 84-b. 


M r = 01 M,, + aa Mao «+ as Moy 


Momento estático respecto del plano 


.y.dV , 


at + AV + N = 0 con 
ar + aj + a = 1 84-5. 


a 


Momento estático respecto de un plano, 
84-5. 


SSS eoa = lim> f(r.)37V, 


dm = qdV (ó ọdS ó eds) 


Elemento de masa, 84-6. 


G(£,n, £) 


Baricentro de un cuerpu, 84-6. 


I = m? 
Momento de inercia de una masa m res- 
pecto de un eje a distancia r, 84-7. 


Iı 
Momento de inercla respecto de un 
punto O, 84-7. 


y 
Momento de inercia respecto de un eje y, 
84-7. 
e= VIm 
Radio de giro, 84-7. 


A(S)= S = Tik W (u, v) du du 


Área de ia superficie S, XXI-I. 


t 
Hn (È) = f te (t — x)" dx 


n del 
por flix? 
(n > 0,1,2, ), 


área del trape- 
en fa, t] res- 
86-2b. 


Momento de orden 
zoide determinndo 
pecto de zx t, 
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+1 
1 cos (at) 
E a E 


Función de BressEL, 86-Ej. 6. 
r 


x 
.(2r—1)x 


+1 
f (1 — t)" cos (xt)dt 
—1 


Función de BussEL, 86-Bj. 7. 


00 
T(z) =f te` dt 
0 


86-Ej. 10. 


J: (x) = 


Función Gamma, 

m!! 

Producto de factores decrecientes de dos en 
dos unidades, 86-Ej. 12. 


lim p +1) dx 


nm 
Integrai ON impropia, 87-1. 


00 
f e- de = ¿Va 
0 


Integral de PorssoN, 87-3. 
00 
I =f sen (2?) dx = 
0 
00 
=2f sen y day ==, 
2 Vo Vy 8 


00 
J =f cos (x°)dx = 


®© eos 
=4Í eL ay =af 


Integrales va, FRESNEL, 87-4. 


00 00 
f f f(x, y)dx dy = 
0 0 
b a 
= tim f f f(x, y)dx dy 
0 0 


para (a,b)=> œ 
Definición rectanguiar de integral múltiple 
impropia, 87-5. 


00 00 
f f sen (x* + y?) de dy 
0 


Integral de CAYLEY, 87-5. 


(h/ Va) va? 
Frecuencia en una distribución normal, 
87-Ej. 8, 


I = 
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00 % 
u = (f x*. ke-kx? de ) 
—00 


con k=h/Vx 
Error medio cuadrático en distribución 
normai, 87-Ej. 9. 


x 
P(x) = (2/Va) f e- dt 
0 
Función error, 87-Ej. 10, 
£ 
Error probable, 87-Ej. 10. 


U = U (x,y); U- =P, UỌ =Q 


Función primitiva potencial de P y Q, 88-1. 


[eri ó 
Cc 


[ami , 


f P(x, y)ds 
Cc 


Integrales curvilíneas a lo largo del camino 
de integración C, 88-1a, 38-4b, 


f P (x, y) dx = f Pie y)lx = 
AB i TJa T 


(b,, ba) 
= P (x, y) due 
(a, Ca 
Integral curvilínea desde A (a, n) hasta 
B(b,, b,), 88-1a. 


f Part Qa = 
c 


=f P dx +f Qdy ; 
C Cc 


f Pà + Qdy + Rdz = 


=Í P dx +f Q dy EI R dz 
C. C c 


Integrales curvilíneas completas en el plano 
(x,y) o en el espacio (Œ, y,z), 88-4a, c. 


Contorno orientado, 88-5a. 


a=-/ y de = Í sd = 
c c 
= 2 f say — yd 
2 ve 


Área orientada, 88-Ba. 
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J =-/ saf was— f f vu, de dy 
—C IC c R 


Signo de una integral a lo largo de un Integración por partes para integrales 


contorno orienťado, 88-5b. dobles, 88-6. 
Cr 
f(x. y)dx dy = Ciclo orientado, 90-1. 
—A 
S S, —sS 
Superficies orientadas, 90-1. 
= -j Sena dy ,(A>0) ; 
A 


! Sf f(x=,y,2)d8 
SS dies s 
A 


Integrai de f sobre una cara de la superfi- 
cie orientada S, 90-2a. 


2 — f f tnia -fJ ,= Hs 


Integra] doble sobre un área orientada, 


[da du] = Ms dx] = dz dy B Dd 7 Tis 


Convención de siena de la- integración Relación entre las integrales de superficies 
doble. 88-5c sobre las dos caras —S, = S» —S, = 8, 
de una superficie, 90-2a. 
M. = — pe f y dx; 
2 o , y Ay 2Jde dy = 


1 a 
oE a y” de = SS Rix. y, y (x, y) ]dx dy = 
Momentos de 1% y 2% orden respecto del 


eje x, 88-5d. = ff R dy dx 
S 


M, = 4f g? dy . Integral de superficie de R extendida al 
2 c 7 trozo de superficie S dada por z = ple, y) 
definida en D, 90-2d, 
1 
-= Af x* dy 
3 vc P dy dz + Q dz dx + R dx dy = 
Monientos de 1% y 2% orden respecto del S 
eje y, 88-5d. 
= [P cos (ng) + Q cos (ny) + 
S 
— dy = 
SS, co. Esa + Reos(nz) ]dS 
Integral completa de superficie, 90-2d. 
= f P dx + Q dy ne 
C Normal exterior a una superficie cerrada, 
Fórmula de RIEMANN, 88-6. 90-3a. 
S, 
ff uv, de dy = Cara exterior de una superficie cerrada, 
4 YR 90-34, 
= f uv dy — fue Vus dz dy , V= f] z cos (nez) dS 
C e R S, 
Volumen orientado dado por una integral 
f f uv, de dy = sobre su superficie cerrada de contorno, 
J IR 


90-3b. 
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n: 
Normal interior a una superficie cerrada 
90-3b. 
S; 
Cara interior de una superficie cerrada, 
` 90-3b. 
tarve 


=f z dæ dy = 
S, 
= — iT z dx dy = 
S, 
= =f zcos(n,,2)dS > 0 
S, 


Volumen orientado positivamente, 90-3b. 


V= Ef / |r| cos (r, n.) dS 
3 s, 


Volumen orientado de contorno S dado 
por r, 90-3b. 


f fP dy de + Qde de +R de dy = 
S, 


= S [P cos (na, x) + 


+Q cos (n.a, y) + R cos (ns, 2) ]dS 
Integral complete sobre una superficie ce 
rrada orientada positivamente, 90-3c. 


dr = dxi + dyj + dzk 
Vector diferencia] de r, vector de posición 
de Mízx, y, 2), 91-1a. 

f = f(x.y,21= Pi + Qi + Rk; 
P = P(x,y.2); Q = Q(z, y, 2); 
R = Ríz, Yzy 
Campo de fuerzas o campo vectorial, 91-2a. 
, op I R 
div v = Jx + ay + EP 
Divergencia de v = Pi + Qj + Rk. 91-3. 





f P dx + Qdy + R dz = 
AB 


=Í f.ds 
V AB 


Circulación del vector f = Pi + Qj + Rk 
a lo largo del arco AB, 91-4a, 


; 1 
(rot yv), =: rot, v = lim — | v.ds 
S vc 
Componente según n, normal a S, del 
rot v, 91-5. 


rot v = (42); + 


ðP IR 2Q ðP 

E-E) + (217) 

A F og y)" 

Expresión del rotor del campo vectorinl 
v = Pi + Qj + Rk, 91-5. 


S e Ep 
VA e T 


dx 
Operador simbólico nabla, deita invertida o 
del, 91-64. 
y U = grad U = 
. ðU . OU JU 
= lzy J dy TA 0z 
Gradiente del escalar U, 91-6a,. 
v.f = div f = 
P Q R 
= — — + —— 
dx dy 0% 
Divergencia del vector f = Pi + Qj + Rk, 
91-6a,. 
VAf = rot f = 
i j k 
9 9 9 
0x 0y dz 
P Q R 
Rotor del vector f = Pi + Qj + Rk, 91-6a,. 
Pra Poua Pra 
(v P)u = Pyu P U: P jus 
PU ¿Us $, Us 


Producto tensorial dei vector 
v=0i+ P,i+ b,k por el vector 
u =4i+ 4) + uk, 91-6c,. 


(yvu)Ay = 
(us Av), (uAvy)z  (usAv)s 
=|(u, Av)  (uAv)z (u,Av)a 
(u, Av) (w Av): (uAv)a 


Tensor de coeficientes vectoriales u, Á v, 
u, Av, u, Av., 9l-6c,. 
v. (Vu) = VU + VU, + VU, = 
= (Uta F Vy + Vsusa)i + 
F (Vuza + Vuy + Voua) j + 
F (Vss + Vly + VoUes ) K 
Producto del tensor y u por el vector y, 
91-6c,. 
(yu). V = (VUn + Vas + Vals) i + 
F (VU + Vya F Vsus) j + 
+ (U/Un + Vatez + Votes) k 


Producto del tensor conjugado al yu por 
el vector v, 91-6c,. 


2 9? 92 a? 
A= y A 


Operador delta de LAPLACH, 91-8d, 
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AU = y’'U = y .(yU)= 1 0% 
b = — — 
= div grad U = grady, T hi du 
LU XU XU Componentes dei gradiente en cvordenadas 
= e Dy + E curvilíneas ortogonales, 92-4c, 
1.aplaciano del escalar U, 91-6d. Ab — 1 0 [| heh 0% 
T hrhzhs | Ou hı u 
SÍ, n.wdS = z 0 [e e] 
Ua ha dua + 
= a [X cos(n, x) + EaR harha 2E ] 
S Shni Ous hs dus 
+ Y cos(n, y) + Z cos(n,z)]dS= Laplaciano de «pp en coordenadas curvilíneas 


ortogonales, 92-4c, 


= f f xóyd + Yázás + 1 A 
S ; rot, v = [hvu )— 


Y Y— 213 
EN Z de dy n wW 
Flujo de w = Xi + Yj + Zk a través de S, ne z hw )| 
92-1a. du: ma 


Componente del rotor en coordenadas 


A curvilineas ortogonales, 92-4d. 
df a il div y dV 
R 


e 
Divergencia total del campo vectorial y en U = f og , 
R, 92-1b. 


c r 
a ` o 
E avvav = Í f n, .v ds U= Í -iS 
. R S, S 


Fórmula de la divergencia, 92-1b. P 
U = — dv 
y r 
SS grad U dV = SS U dS Potenciales gravitatorios de distribuciones 


de masas, lineal, superficial y de volumen, 





Fórmula del gradiente, 92-1d, 93-1a. 
SSS rot f dV = f f natas f) Va dS = — 4xM 
š R S S 
Fórmula del rotor, 92-1d. Integral de GAuss, 93-10, 
AU = — Ánr 
f yv.ds = Sf Tot, v dS Ecuación de PolssoNn, 93-1d. 
C S 
ðw 
TFórmuia de STOKES, 92-3. ETA 
i Derivada local, 93-2. 
v.nds ) 
c dw 
"lujo del campo plano v = P (z, y)i + Un dt 
t Q(x, y)j u través de ia curva C, 92-3. Derivada sustancial, 983-2. 
1 0 dw dw ; 
div v = ——— | — [{ hhw ) + — = —+v.v = 
hihsha E 27 th dt dt 
dw 
a 0 = —— v.gradw 
71 hahyv ) cl Polo ) E + v.g , 
el 207 e dus pe Ya E ot 
dw _ ôw 
(hi = 911) de a +y.VwWw 
Papronlón de ln divergencia en coordenadas Relación entre las derivadas sustancial y 


ecurvilinera ortogonales, 02-4b, local de un escalar y de un vector, 93-2. 
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P = Pz = Py = Po IV IU 
Presión interior en un flúido, 93-3a, E ( Ut “a +) 8 
S 
f* Segunda fórmula de GREEN, Penti: 


Fuerzas exteriores en un flúido, 93-30. 


e [a +. v v |=f— grad, -4f {= L 


dv 
5 =1*—eradp 0, 4 dS 
Ecuación del movimiento, en formas Tercera fórmula a Sa XXIII-IIb,. 
euleriana y lagrangiana, 93-4a, q a go s x? 
2 e Sistema de coordenadas ortogonales, 
FE + div(oy) =0 , XXIII-IIIa,. 
d sl o , x? , g” 
NN +0 diyy = 0 Nuevo sistema de coordenadas ortógonales, 
h XXIII-IIIa,. 
Te de continuidad en formas y cos(a'*, q*) 
é . z k 
euleriana y lagrangiana, 93-4b. Cosenos de los ángulos de los ejes de dos 
Ve sistemas de coordenadas, XXIII-II Ia. 
Componente tangencial de la velocidad v, 
norma! al plano meridiano, 93-Ej. 15. wt = Ara" 
e y Fórmulas de rotación para la transforma- 
Vr ción del sistema antiguo al nuevo, 
Componente radial de la velocidad v, en el XXIII-IIIa,. 
meridiano y normal al eje, 93-Ej. 15. 
Aat = {Ah = {eos (x, æ) } 
Ve Matriz de la transformacién inversa, 
Componente axial de la velocidad v, para- XXIII-IIIa,. 
lela al eje, 93-Ej. 165, ai — ha” 
P, (t) Transformación del sistema nuevo m 
Polinomio de LEGBNDRE de grado n, antiguo, XXITI-IlTa,. 
93-Ej. 17. v = A'r y* 


Definición del vector velocidad dx*/dt = y 
como tensor simple contravariante, 


H, = H,(x,y,2) = Palt)o"/ q” 





Función armónica esférica sólida de 
grado n, 93-Ej. 19, XXIII-a. 
dp oq” 
Yn(1,0) = Hn(x, y,2)/0" MT) Wi = 
Función armónica esférica de superficie, 0% dx 
93-Ej. 20. Derivadas de un campo escalar, 
( ) (x1, x7, x3) = p (xt, x2, x3), 
u(u, V XXIII-IIla,. 
Momento de un potencial de doble capa, Pila, 
XXIII-I. Urk = UN’ ; Uk = Wi h'r 


Definición del gradiente como tensor simplo 


i , XXIII-IIIa. 
U = Í E > (>) as NE i III-II la 
a's = at/dy* 


Potencial de doble capa de momento {u Derivadas de Jas componentes a! de un 
vector, XXII-a. 


XXIII-I. 
UAV U.v V]dx dy d 

SSS FN y ] E escalar u, XXIII-a}. 

a"s = Anr = Un = duan” dat 


=Í f, U Zas Coordenadas del tensor derivado de un gra- 


diente a en coordenadas ortogonales. 
XXIII-IIa,. 


diva = ah + as + as 
f f (UAV — VAU )dg dy dz = Divergencia del vector variable a en coor- 
“ D 


denedas ortogonales, XXIIT-Illo,y. 


== , Ob , A = th 
Componentes del gradiente a de un 


Primera fórmula de GREEN, XXIITE-Ila. 
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di = a, + a% + a, y 
(i = 1, 2, 3) 

Componentes del vector divergencia de un 
tensor doble A = (a*t) de coordenadas va- 
riables en un sistema ortogonal, 
XXIII-I a. 


as — aa , 4-— a, aa —a 
Componentes de rot a, XXIII- -IIIa 
ut = N (w, ... u) 
ut = A*u, ... w") 


Transformación directa e inversa de un 
sistema de coordenadas oblicuas (ul, .... u") 
a otro (ut... w”) en E,, XXIII-IIIb,. 


F Ilut, ... w") +0 
T da... u") 

Jacobiano de una transformación invertible 
entre sistemas de coordenadas curvilíneas, 
XXIII-IIIb,. 

du’! 
du* 
du’ y 
aya = Vulus, ..., 4) 
Derivadas de las fórmulas de transforma- 
ción de coordenadas curvilíneas, 
XXIII-IIIb,. 
du' = 1*, du'* du'* = 1, du* 
Transformación del vector diferencial como 


= AM) y 





tensor simple contravariante, XXIII-IIIb. 
dp > dp’ 

b, = du' , $ E — Tur 
Derivadas de un campo escalar 
(ut, ....un)= P (ul... um), 

XXIT-10b,. 


Pb, = Pp, is , P's 2 $, At 
Vector derivado de un campo escalar como 
tensor simple covariante, XXIII-IITD. 
LA = T’; Ar: A, mr, 

Tuy de transformación de un tensor triple, 
contrnvariante respecto de un índice y co- 


variante respecto de los otros dos, 
XXIT-111b,. 


19) 


Pensar fundamental correspondiente a la 
urimera forma fundamental en E,: 
dS = g, dut du*, XXIII-IIIb;. 


Vi = gik yë 
Componentes covariantes de un vector, dado 
por sus componentes contravariantes v*, 
XXIII-IIIb,. 


du' du’ = — du’ dw , 
de! de? = — d’ dge? 
Kxprosiaues aimbólican upropiadas nl cam- 
blo «o variables, XXill-IVa. 
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œo = a (x!, x") 
Forma diferencial de grado cero o escalar, 
XXIII-IVa. 


ù = & (xt, x’) dat + aal(x*, a) dx” 
Forma diferencial de grado uno o pfaffiano, 
XXIII-I Va. 

a: = a(x, x’) dæ dz? = 
= — a(x, x’)dz? dg! = ' 
= a(z, 22) da? A dg? 


Forma d diferencial de grado dos, XXIII-IVa. 


o + $ = (41 + bi)de* + 
+ (a + ba) da? 


Suma de formas diferenciales en E, 
XXIII-IVa. 
dæ! A dg? = — dæ’ Ade ; 
dæ! A dæ! = dæ’ A dæ? = 0 
Convenciones para el producto exterior A 


de formas diferenciales exteriores, 
XXIII-IVa. 
da = da, å dz! + das A dg? = 
das da, 
+ 1 2 
( Jai Sa ) de* A de 


Diferencial exterior de una forma diferen- 
cial, XXIII-IVa. 


CAs 


Contorno de un recinto orientado A, de E,, 
XXIII-IVb. 


del da: = OL 
A, CA, 


Fórmula de STOKES en E, XXIII-IVb. 


dae* 1, da?) ... dx") 
dx* yr, dæ’) .o. dx") 


Matriz de característica r de los r vectores 
infinitésimos dX in = da! aye +... + 
+ de ayen (h =1,....7), XXIII-IV c. 


| a( aa, apt )] 


Tensor T-diferencial de las diferenciales de 
grado r, XXIII-IV c. 


> 


har 1h, 
h 


Ar 


Aho. sh, (e 1 ai 
Forma diferencial de grado r en E, 
XXIII-IV c. 

n 
Qr + B- = D 
poo» h, =1 
( Uh... h, Omana) 
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` 


d(at,.. at) 


Suma de formas diferenciales del mismo 
grado r en E,, XXIIFTVc,. 


n 
Ur Á y, = y 
hite= 1 


a AS A A te, 


r 
a ( gh.. g" ali, .. ate) 


Producto exterior de formas diferenciales, 
XXIII-IV c 


a( at) = 


= dgħ A... Adgër 


Diferencial de grado r expresada como pro- 
ducto exterior de diferenciales de grado 1, 
XXIII-IVc,. 


da (x, ..-, €") = Y:(0/0x*) de* 
Diferencial de escalar, XXTIH-IVc. 


dar = 


¡Ma 


da da (0 2. DA 





da 
h, k= 1 0x* death, ate) 
p= 


Diferencial exterior de una forma 
diferencial, XXIII-IV c. 


CA, 


Contorno del recinto orientado A, de E,» 
XXIIL-TVc,. 


italia: 


Fórmula de StokB3S en E,, XXII-IVc,. 
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Combinación lineal de vectores, 60- 


Componentes: de un conjunto, XVIII- 
Ic; de un tensor, [normal o va- 
lor en una dirección, 63-3 b; tan- 
gencial en una dirección, 63-3 b]; 


de un vector, 60-3; contravarian- 


tes, 60-Ej. 18, XXIII-III; covarian- 
tes, 60-Ej. 12, XXIIIL-III; en E,, 
XVII-I 42; en una dirección, 60-4]. 

Congruencia en E,, XVII-II 02, 

Cónicas: clasificación, 63-9 c; con 
centro único, 63-9c; dos rectas 
imaginarias no paralelas, 63-9 c; 
dos rectas paralelas reales y dis- 
tintas, reales y coincidentes, ima- 
ginarias, 63-9 c; dos rectas rea- 
les no paralelas, 63-9 c; elipse 
imaginaria, 63-9c; elipse real, 
63-9c; focales, Resp. 62-Ej. 24; 
hipérbola, 63-9 c; invariantes (li- 
neal, cuadrático, cúbico), 63-9 c; 
parábola, ¿ 63-9 c; sin centro úni- 
co, 63-9 Cc. 

Conjunto de números reales dirigi- 
dos según sus índices, 78-1; cre- 
ciente, 78-1; decreciente, 78-1; lí- 
mite, 78-1; monótono, 78-1. 

Conjunto puntual: abierto, 64-4 c, 
XVIII-1 b; acotado, 64-4 c; cerradọ, 
64-4 c, XVIII-I b; compacto, XVIII- 
I b; conexo, 64-5, XVIII-I c; de ex- 
tensión nula, 82-2; de medida (g) 
nula, 78-3; de medida nula, 82-2; 
dense partout, 64-4c; denso en 
sí, 64-4c; dichte überall, 64-4 c; 
derivado, 64-4 ¢, XVIII-II b; desco- 
nexo, XVIII-I ¢; inverso de otro 
respecto de una transformación, 
XVIII-I e; localmente conexo, XVIII- 
1c; múltiplemente conexo, 64-5, 
XVIII- ¢; nulo (L), 82-2; perfec- 
tamente compacto (en sí), XVIII- 
IIb; perfecto, 64-4c; simplemen- 
te conexo, 64-5, XVIII-I ¢; total- 
mente desconexo, XVIII-I ¢. 

Conjuntos puntuales: clasificación, 
64-4 c; no rampantes, XVIII-I b. 

Conmutabilidad de la derivación, 
69-2. 

Cono: asintótico, 62-2c; cuádrico, 
62-5 bx, [curvo, 63-9 c; dos. planos 
imaginarios con arista real, 63- 
9c; dos planos reales, 63-9c; 
imaginario, 63-9c; plano doble 
real, 63-9 c; real, 63-9 c]; de fle- 
xión, 73-4; de torsión, 73-4; im- 
par, 66-5 b, 67-3; par, 66-5 b, 67- 
3; tangente, 66-5 b. 
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Conoide, 67-3. 

Conos cuádricos (ver Cono: tuádri- 
co); clasificación, 63-9 c. 

Continuidad uniforme, 65-3 a, 

Continuo, XVIIIL-II q. 

Contorno: de un recinto, 64-5; 
orientado, 88-5 a, [sentido positi- 
vo, 88-5a]; primer problema, 
XXIII-II bz; segundo problema, 
XXIII-II bs. 

Contracción de un tensor, 63-2 d. 

Contravariante, XXIII-III đa. 

Convergencia del meridiano en la 
proyección de LAMBERT-GAUSS, 
77-Ej. 5. 

Convergencia uniforme, 65-2. 

Coordenada de un punto, 64-4 a. 

Coordenadas: cartesianas [ejes, 60- 
3a; sistema, 60-3a; sistema di- 
recto, destrorsum, dextrógiro o 
inglés, 60-3a; sistema inverso, 
sinistrorsum, levógiro o francés, 
60-3 a; sistema ortonormal, 60- 
5b; transformación, 61-1 (tras- 
lación; 61-1 b); unidad, 60-3 a]; 
cilíndricas, 84-3; curvilíneas, 77-2, 
83-6, 92-4a, [espaciales, 83-6]; 
de un tensor, 63-1 b, [principales, 
63-1 b]; elípticas, 62-Ej. 24; en 
un espacio puntual afín, XVII-III d; 
esféricas, 84-2, [colatitud, latitud, 
longitud, radio, 84-2]; focales, 67- 
Ej. 22; geográficas, 77-2. [latitud, 
longitud, 77-2b]; homogéneas, 
61-7 d, 62-1a; plickerianas, 60-8 
c; vectoriales, 60-Ej. 35. 

Corte de un recinto, 64-5. 

Correlativa o dual, 60-8 c. 

Coseno, teorema: esférico, 60-Ej. 11, 
61-Ej. 3, 93-Ej. 16; plano, 60-Ej. 
8, 93-Ej. 16. 

Cosenos directores: de una direc- 
ción. 60-5 d; de un plano, 60-8 b 

COURANT, R.. XVII-V 3, XVIIL-III 1, 
XXIII-YV 1. 

Covariante, XXIII-III @a. 

COXETER, H. S. M., XVII-V 3, XVIII- 
II 4. 

CRAMER, G., 61-3 b, XVIL-IV a, 67-6 a, 
b, 67-7, 69-4, Resp. 60-Ej. 15. 

CRAIG, H. V., XVIL-v 2. 

CREMONA, L., XIX-II 2. 

Cuadrado escalar, 60-5. 

Cuadrados mínimos: método, XIX-I, 
[ecuaciones de condición. XIX-I]. 

Cuadrática (ver Forma). 

Cuádrica de un tensor simétrico, 
63-4. 

Cuádricas (superficies de segundo 
grado o de segundo orden), § 62; 
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centro, 62-1 d, 71-2; clasificación, 
62-6 a, 63-9, [puntual, 62-6 a]; 
con centro, 62-2a, 63-8a; confo- 
cales, 76-Ej.2, [con centro, 62- 
Ej. 24; paraboloides, 62-Ej.25]; 
degeneradas, 62-5a,c, [clasifica- 
ción, 63-9 c]; de puntos elípticos, 
hiperbólicos, parabólicos, 62-6 a; 
d: terminación, 62-1 b, [método de 
las 2, 62-1 b]; discriminante, 62- 
ld; ecuación [en coordenadas ho- 
mogéneas, 62-1a; normal, 63-8; 
reducción, 62-1c, 63-8]; ejes 
[principales, 63-8a; tranversos, 
62-2 a]; esfera, 62-2b, [de radio 
nulo, 62-2b; imaginaria, 62-2 b]; 
peneratrices rectilíneas, 62-6 a; 
haz alabeado de segundo orden, 
62-6 d; imaginarias, 62-2, [conos, 
3-9 a,b; elipsoides, 63-9 a, b]; 
intersecciones [con una recta, 62- 
4a; con un plano, 62-4 b]; plano 
[diametral conjugado con una di- 
rección, 62-Ej. 6; exterior, 62-4 b; 
polar de un punto, 62-Ej. 5; prin- 
cipal, 63-Ej.7; secante, 62-4 b; 
tangente, 62-4 b, c]; puntos [cícli- 
cos o umbílicos, 62-7 b, 62-Ej. 22; 
conjugados o recíprocos, 62-Ej. 4; 
elípticos, 62-6 a, 71-6b; hiperbó- 
licos, 62-6 a, 71-6b; parabólicos, 
62-6 a, 71-6b; recíprocos o con- 
jugados, 62-Ej. 4; singulares, 62- 
bra: umbilicos o cíclicos, 62-7 b, 
62-Ej.22]; reales [cilindros (elíp- 
tico, hiperbólico, parabólico). 62- 
bb, 63-9 a,b; cono, 62-5 b, 63-9 a, 
b; elipsoide, 62-2 b, 63-9a,b, ¿de 
revolución (achatado o esferoide; 
ulutrado; esfera), 62-2b)?: hiper- 
holoide 1de dos hojas, 62-2 d. 63- 
9a.,b: de una hoja, 62-2 c. d, 62- 
07, 63-0a.b, 76-Ej.1, (cono asin- 
lótico, 62-2 c,d; elipse de garegan- 
tn. 62-20) 1; paraboloide elíptico, 
6 3b, 63-9a.b, (planos princi- 
pales, 62-3 b): paraboloide hiper- 
bólico, 62-3h, 62-6d, 63-9 a, b. 
(planos directores, 62-6 d)]:; rec- 
tan [exterior, secante, tanrente], 
624 a; regladas, 62-6, [alabeadas, 
02 6d; desarrollables. 62-6b.c]; 
secciones [civreulares, 62-7, 62-Ej. 
10 u 21, (diamrtrales, 62-7): pa- 
renl las, 62-4 d]; sin centro, 62-3, 
B RD. 

Cobeimiento abierto (finito), XVITT- 
tta, [subeubrimiento, XVII- a}. 


CONDY, I M., xvm- 4. 
COJETIBA, D. R.,XIX-II 1. 
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Curva: arco regular, 72-6b; ala- 
beada, 72-6 a; característcia, 74- 
3a; cerrada, 72-6a; como lugar 
de puntos, “point curve”, 72-9 b; 
como recorrido, “path curve”, 
72-9b; de JORDAN o simple, 
72-6 a, 72-9c; de longitud nula, 
Resp. 73-Ej.2; de nivel, 64-2 a; 
de seguridad, 74-Ej.9; de tipo 
dextrógiro, levógiro, 73-3; dex- 
trógira, 73-3; discriminante de 
un haz, 74-1b; ecuación [intrín- 
seca, 73-9; paramétrica, 72-6 a; 
reducida, 72-8]; elemental, 88-1; 
en Es, 72-6a; equipotencial, 
91-4b; F-curva simple cerrada, 
72-9 c; levógira, 73-3; “path cur- 
ve”, 72-9b; plano normal, 73-3, 
[ecuación cartesiana, 73-7]; pla- 
no osculador, 73-2, 73-7, [ecuación 
cartesiana, 73-2, 73-7; ecuación 
ortogonal, 73-2, 73-7; ecuaciones 
paramétricas, 73-2; estacionario, 
73-7]; plano rectificante, 73-3, 73- 
7, [ecuación cartesiana, 73-71; 
“point curve”, 72-9 b; punto [múl- 
tiple, 71-4; ordinario o simple, 
71-3; singular, 71-4, 72-6b, (ac- 
nodal, 71-4b; clasificación, 71-4; 
erunodal, 71-4 b; cuspidal, 71-4 b; 
de orden n, 71-44; de retroceso 
de segunda especie, 71-4b; doble, 
71-4 a; doble con tangentes coin- 
cidentes, 71-4 b)]; representación 
[implícita, 72-8; vectorial, 72- 
6 a]; simple o de JORDAN, 72-6 a, 
72-9 c; tangente, 72-6b, [ecua- 
ciones (cartesianas, 73-7; para- 
métrica vectorial, 73-7)]. 

Curvatura: centro, 73-10; de fle- 
xión, 73-4, 73-7, [radio, 73-4, 73- 
71; de torsión, 73-4, 73-7, [radio, 
72-4, 73-7]; eje, o recta polar, 
73-10, [ecuación paramétrica vec- 
torial, 73-10]; geodésica, 76-5a, 
[centro, 76-5 a]; líneas, 765c; 
media, 76-3b; normal, 76-5a; 
tensor, 76-3 b; total, 76-3 b. 

Cúspide, 71-4 bs. 


CH 


CHARRUEAU, A., XX-V 8. 
CHASLES, M., 75-6, 75-Ej. 13; teo- 
rema, 75-6. 

CHATELET A., XVII-V 1. 
CHATTELUN, L., XVII-V 2, 
CHEVALLEY, C., XIX-II 2. 

Cio, F., XVI- a, b. 

CHTISINT, O., XIX- 2 
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CHOLESKY, COM., XVIL-1V d, f; método 
de CHOLESKY-BANACHIEWICZ, 
XVII-IV d. 

CHRISTOFFEL, E. B., 683-2 e. 


D 


D'ALEMBERT, J., 91-6 d. 
DANTSCHER, V. VON, XIX-II 1, 
DARBOUX, G., p. XVI, 73-4, 713-6, 783-7, 
73-Ej. 14, 75-4e, 75-Ej.3, 76-50, 
76-Ej.16, XX-v4, 82-1)b, 82-5; 
Resp. 75-Ej.3; integral inferior 
y superior, 82-5; lema, 82-1b; 
triedro de DARBOUX - RIBAUCOUR, 
76-50, 76-Ej. 16; vector, 73-6, 
Decrecimiento exponencial de la 
presión, 938 cz. 
DENN, M., XVII-V 4, 
Del o delta invertida, 91-6 a. 
Delta: de LAPLACE, 91-6 d, [en co- 
ordenadas curvilíneas, 92-4c]; 
invertida o del, 91-6 a. 
DENIS-PAPIN, M., XVII-V 3, 5. 
Densidad en un punto, 84-5; lineal, 
78-2. 
Dependencia: funcional, 68-3; lineal, 
68-4, [de vectores, 60-2]. 
Derivación: bajo el signo integral, 
regla, 86-2b; de funciones com- 
puestas, regla, 67-1 a; de funcio- 
nes implícitas, 67-4b; de series, 
85-2; de vectores, 72-3, XVIII-III 
a.; sucesiva, conmutabilidad, 69-2, 
Derivada: de función compuesta, 
67-1a; de función implícita, 67-4 
b; de función vectorial, 72-2, 72- 
3; direccional [de función esca- 
lar, 66-5b, 72-4a; de función 
vectorial, 72-4 b]; local, 93-2- se- 
gunda, 69-1; sustancial, 93-2; ter- 
cera, 69-1; total, 67-1 a, 70-7. 
Derivadas: parciales, 66-1, [de una 
función implícita, 67-5b; de una 
función vectorial, 72-2b]; suce- 
sivas, 69-1, [de función implícita, 
69-4; de función vectorial, 72-2 


Desarrollable circunscrita, 74-5, 75- 
44. 

Destrorsum, 60-3, 73-83. 

Determinante: de dos ternas de vec- 
tores, 60-7 a; de GRAM, 60-7 a; 
funcional o jacobiano, 67-6 a. 

Dextrógiro, 60-3. 

Díada, 61-5 b, 63-2 e. 

Diagonal principal de una serie do- 
ble, 81-2 b. 

Dimetro de un conjunto, 82-1 b. 
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Diferencia: de puntos, 60-1d; de 
vectores, 60-1 d, 

Diferencial: de arco, 73-1, [vector, 
.73-1]; de escalar, XXII-IV a, Ca; 
de grado r, XXIII-IV &; exacta, 
89-2, [integral, 89-2, 89-3 b]; ex- 
terior, XXIN-1Va; parcial, 66-4; 
total, 66-4, [expresión analítica, 
66-4]. 

Diferenciales totales sucesivas, 69- 
3; de función compuesta, 69-3 b. 

Dilatación: areolar, 77-3, XX-I, 83- 
4; lineal, 77-3, xx-1, [del meri- 
diano y del paralelo, xx-1]. 

Dimensión: infinita, xvi-10s; li- 
neal, XvII-1 as. 

Dint, U., p. XI, 86-2 a. 

Dirección: de un vector, 60-1a; 
propia de un tensor, 63-5 a, 

Direcciones principales de una su- 
perficie, 76-2 b, XX-1. 

Directriz de una superficie reglada, 
75-1. 

DIRICHLET, P. G. L., 64-2 a, 80-8 c, 
80-9, 80-Ej.8, 85-1, XXIII-II bz; 
Resp. 86-Ej. 15; criterio, 80-8 c; 
primer problema de contorno, 
XXIM-11 ba. 

Discriminante: de un haz de cur- 
vas, 74-1b, [curva, 74-1 b; ecua- 
ción, 74-1 b]; de un haz de super- 
ficies, 74-3a; de una cuádrica, 
62-1 d; de una forma cuadrática 
n-aria, 70-6 c. 

Distancia: axiomas, XVII-III b, XVIIL- 
1d, 64-Ej.5; condición de sime- 
tría, 64-4 a; condición triangular, 
64-4 a, XVII-III b;' de dos puntos 
del espacio euclídeo, 64-4 a; de 
dos puntos de un espacio topoló- 
gico, XVIII-I d; en un espacio pun- 
tual afín, Xvi-111b; espacial, 83- 
6b; temporal, 83-6 b. 

Distribución: de doble capa, XXIHI-I: 
de simple capa, 93-1a; disconti- 
nua de primera especie, 78-5; 
normal, 87-Ej. 8. 

Divergencia: 91-3, 91-6 az 92-1b, 
92-4 b, XXIN-11 a; de un tensor 
doble, XXIHM-111 a,; en coordenadas 
curvilíneas, 92-4 b; teorema, 92- 
1b; total, 92-1 b. 

División armónica, 62-Ej. 4. 

Doble producto vectorial, 60-7. 

Dominio, 64-5, XVIII-I ¢. 

DooLITTLE, M. H., XVII-IV ¢, f; mé- 
todo de GAUss-DOOLITTLEÐ, XVII- 
IV C. 

Dualidad: en un espacio euclídeo de 
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dimensión finita, xvu-11d; ley, 
60-8 c. 

DUNCAN, W. J., XVIL-V 8. 

DUPIN, C., 76-3, 76-5 a, 76-Ej. 5,10; 
indicatriz, 76-3 b. . 

DUSCHEK, A., XVII-V 5, XVIM-11 1, 
XXIII-V 7. 

DwrYER, P. S., XVII-V 8. 


E 


Ecuación secular, 63-5 a. 

Ecuaciones: de condición, 67-Ej. 6, 
XIX-I; equivalentes para una su- 
perficie, 72-9 a; lineales, resolu- 
ción práctica, XvII-Iv, [ecuaciones 
principales, XVII-IVc; método 
abreviado, XVII-Ivc; método de 
aproximaciones sucesivas, XVII-IV 
g; método de iteración, XVII-IV y; 
método del sistema reducido, XVII- 
IVA]; normales, XIX-1; reducidas 
de una curva, 72-8. 

EDDINGTON, A, S,, XVII-V 5, 

EHRENFEST-AFANASSIJEWA, T., 67. 
Ej. 6. 

EICHLER, M., XVII-V 3. 

EILENBERG, S., XVIHN-I11 4, 

EINSTEIN, A., 63-2b,d, XVIL-V2, 5, 
XVIII-I &, XXIIL-III 041, XXIM-IV Cx; 
convención, XXIH-111 0. 

EISENHART, L, P., 73-4, XX-V 8, 5. 

Eje, 60-4; de curvatura, 73-10, 
[ecuación paramétrica vectorial, 
73-101. 

Ejes: principales, 63-8 a; transver- 
sos, 62-2 a, 

Elemento pivote en un determinan- 
te, XVII-IV b. 

Elipse de garganta, 62-2 c. 

ISlipsoide (ver Cuádricas), 62-2; 
achatado o esferoide, 62-2 b, 
[achatamiento, 72-2 c]; alargado, 
62-2 b; de revolución (achatado, 
alargado), 62-2b; de un tensor, 
63-4; esferoide, 62-2 b; excentri- 
cidades, 77-2 c; radio de curvatu- 
ra de la sección que contenga la 
tangente al paralelo, 77-2 c; ra- 
dio de curvatura del meridiano, 
77-2 e. 

inergía potencial, 91-4 b. 

IS NRIQUES, F., XVII-V 4, XIX-II 2. 

Iintorno, 64-4 bd, 65-1, XVIII-I b; re- 
ducido, 64-4 b; superficial, 65-1. 

Iinvolvente: de un haz de curvas 
[do las características de un haz 
de superficies, 74-4c; en el espa- 
cio, 74-4a, (haz alabeado de rec- 
ins, 74-45); en el plano, 74-1 0]; 
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de un haz de superficles, 74-3 a; 
de una familia de superficies de 
dos parámetros, 74-3 b, [general, 
74-3,b; parcial, 74-3 b]. 

Epicicloide, 74-Ej. 12, 

Equicontinuidad, 86-15, _. 

Erlangen, programa, 61-70. 

Error: de uvw, 66-83; frecuencia, 
87-Ej. 8; función, 87-Ej. 1v; me- 
dio cuadrático, 87-Ej. 9; provaoi- 
lidad, 87-Ej. 8,10; probaoie, 87- 
Ej. 10. 

Escalar, 60-1 a, 63-2 f, XXII-IV a, 

Esfera (ver Cuádricas; Elipsoide) ; 
de radio nulo, 62-2b; imagina- 
ria, 62-2b; osculatriz, 73-10 b. 

Esferoide, 62-2 b. 

Espacio: abstracto, XvI11-1a, [apli- 
cación, interpretación concreta, 
XVIII-14]; compacto, XvIl-11 a; 
compacto en sí, XVIM-11b; físico, 
XvIII-1 a; lineal de matrices, 61- 
Ej.10; localmente conexo, XVIII-I 
c; métrico, XVIII-1d; metrizable, 
XVIII- d; perfectamente com- 
pacto (en sí), XVIII-I1b; pro- 
yectivo, 61-7d; puntual afín, 
XVI -111, [coordenadas, XVIL-III a, 
(origen, XVII-IIIa); propiamente 
euclídeo, XVI-111b]; —tiempo, 
XVIII-I1 a; transformación o repre- 
sentación lineal, 61-2 a; topológi- 
co, XVIII-I b, [axiomas, XVIII-I b]; 
vectorial, 60-2 b, XVIL-I, [base 
(autorrecíproca, 60-Ej. 17; orto. 
normal, XVII- ¢; recíproca, 60- 
Ej. 16); dimensión, 61-5 b, XVII-I 
a; dualidad, XVII-I1 d, 4 (espacio 
dual o adjunto, XVIL-Ic, (base 

_ dual, xvIt-1c)/; euclídeo, 60-5 e, 
XVII-1 a, (propiamente euclídeo, 
60-5 e, XVII-I11 b); seudoeuclídeos, 
S ; subespacio ortogonal, 60-8 


Espacios homeomorfos, XVIII-I e. 
Estrofoide recta, 71-Ej. 7. 
EUCLIDES, XVIILI a, 

EULER, L., 61-Ej.2, 67-3, 67-Ej. 3, 
5, 76-3 b, 93-2, 93-4 a, 93-4 b, 98- 
Ej. 15; Resp. 76-Ej.5; Resp. 91- 
Ej. 13; ángulos, 61-Ej. 2; ecua- 
ción de continuidad, 93-4 b; ecua- 
ción del movimiento, 93-4 a; fór- 
mula de curvaturas, 76-3 b; pun- 
to de vista local, 93-2; teorema 
sobre funciones homogéneas, 67-8, 

Evoluta de una curva: alabeada, 
75-Ej. 5: plana, 74-2, [de la pará- 
bola, 74-Ej. 13]. 
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Evolvente de una curva: alabeada, 
75-Ej. 7; plana, 74-2. 

Expresión diádica, 61-5b, 63-2 a, 
completa, 61-5 hb; degenerada, 61- 
5b; nula, 61-5b; plana, 61-5 b, 

Extensión n-dimensional, 83-3 d. 

Extremo: absoluto, 70-1a; amplio, 
70-1a; condiciones [necesarias, 
70-1c, 70-6 a; caso elíptico, 70-2 
a; caso hiperbólico, 70-2 b; caso 
parabólico o dudoso, 70-2 c, (rec- 
ta` singular, 70-2c); suficientes, 
70-2, 70-6 b]; con variables liga- 
das, 70-7a, [método de multipli- 
cadores de LAGRANGE, 70-8]; de 
una función implícita, 70-8 b; 
discusión 70-5; estricto, 70-1 a; 
impropio, 70-1 a; interpretación 
geométrica, 70-5; propio o efecti- 
vo, 70-1 a; relativo, 70-1 a. 


F 


F-curvas del tipo de: arco simple, 
72-9 c; curva simple cerrada, 72- 
9 c. 

F-equivalencia, 72-9 c. 

F-superficies de tipo rectangular, 
72-9 c. 

Factor de homogeneidad, 67-Ej. 6. 

Familia de superficies de dos pará. 
metros, 74-3 b. 

Familia monoparamétrica de: cur- 
vas, 74-1a; superficies, 74-3 q. 

FANO, G.. XVII-v 4, 73-3. 

FARADAY, M:, 91-2 b. 

FATOU, P., XIX-II 2. 

FAVARD, J., XVII-V 7, XVIIL-III 3. 

FERRAR, W. C.. XVII-V 8. 

FERRARI-POZZOLO. G.. 79-2 b. 

FESCHBACH, H.. XXIII-v 3. 

FIEDLER, W.. XVII-V 4. 

FINSLER, P.. XX-V 5. 

FINZI, B., XVu-v 5. 

Flúido: en equilibrio. 93-3 c; incom- 
presible. 91-3; pesado, 93-3 c. 

Flujo de un campo vectorial a tra- 
vés: de una curva, 92-3; de una 
superficie. 92-1 a. 

FocH, A., XXIII-V 5, 

Forma bilineal de orden n (ó n- 
aria), 61-4 d; asociada o polar de 
una forma cuadrática, 62-Ej. 3; 
característica o dimensión, 61-86 
a; degenerada, 61-6 a; de un ten- 
sor, 63-3 a. 

Forma cuadrática de orden n (ó n- 
aria), 61-4 d; definida (positiva, 
negativa). 63-4. 63-7 a, 70-86 e; 
degenerada, 63-7 a, 70-6 c; forma 
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canónica [diagonal, 63-7 a; en el 
grupo ortogonal, 63-5 a]; indefi- 
nida, 63-7 a, 70-2 b, 70-6 c; índice 
de inercia, 63-7 c; ley de inercia, 
63-7 c; semidefinida (positiva; 
negativa), 63-7 a, 70-2c, 70-6c; 
signatura, 63-7 d; signo, 63-7. 

Forma lineal en las componentes de 
un vector, XVII-I c. : 

Formas diferenciales exteriores, 
XXIII-IV; de grado cero, de grado 
uno o pfaffianos, de grado dos, 
XXIII-IV &; de grado r en E, 
XXIII-IV c,; exactas de grado uno, 
XXIII-IV a; integrables, XXIII-IV 0; 
producto exterior, XXIII-IV a, Ca; 
suma, XXIII-IV 4, C,. 

Formas diferenciales fundamentales 
de las superficies: primera, 76-1; 
segunda, 76-20, 

Fórmulas de adición, 61-Ej, 4. 

FOURIER, J., p. XVIII, XIX-II 1, XXII-I. 

FOURNIER, A. M., XVII-V 4. 

FRANKLIN, PH., XVIII-III 2. 

FRAZIER, R. A., XVII-V 3. 

Frecuencia, 87-Ej. 8. 

FRECHET, M., p. XVI, p. XVIL, XVIII- 
1a, XVIII-II b, XVIII-III 3, 72-9, XXI- 
11; concepto de curva, 72-9 c; con- 
cepto de superficie, 72-9 c. 

FRENET, F. J., p. XVI, 73-5,7,8,9, 
73-Ej. 12, 74-Ej. 10, 75-Ej. 5, 76- 
4, 77-3; fórmulas de FRENET- 
SERRET, 73-5. 

FRESNEL, A., p. 
integrales, 87-4. 

Frontera: de un conjunto, XVIII-I b; 
de un recinto, 64-5; punto, 64-4 b. 

FUBINI, G., XX-v 6, 86-2 q. 

Fuerza, 60-1 a; exterior, 638-1 c. 

Función: algebraica, 64-3, [explíci- 
ta, 64-3]; armónica, 91-6 d, [de- 
terminación por datos en el con- 
torno, XXIII-II b2; esférica (de su- 
perficie, 93-Ej. 20; sólida, 91-Ej. 
12, 93-Ej. 19); teoremas integra- 
les, xxnu-11 05]; casi primitiva, 80- 
9 b; compuesta, 67-1 a, 67-2; con- 
dicionalmente homogénea genera- 
lizada, 67-Ej. 6; continua, 65-3, 
(en un campo de variación, 65-3) ; 
curvas de nivel, 64-2b; de fuer- 
zas, 93-14: de función, 67-2; de 
recinto, 84-5; de repartición o 
distrihución. 78-2: derivable en yo 
uniformemente respecto de æ en 
[a,b]. R6-1; derivada segunda, 
tercera, 69-1: diferenciable, 66-4; 
equicontinua (continua en yo, uni- 
formemente respecto de xy en 


xvi, 87-4, 87-5; 
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[a.h])}, 86-1; error. 287-Ej 10; 
escalonada, 82-1a; existencia, 


89-1, 39-3 a; gráfica, 84-2; homo- 
génea [en sentido estricto, 67-3; 
generalizada, 67-Ej. 8; impar, 67- 
3; par. 67-3; positivamente, 67- 
3]: implícita, 67-4, 67-bu, 68-1; 
incondicionalmente homogénea ge- 
neralizada, 67-Ej. 6; inferior, 82- 
5; integrable (R), 82-1 a; Lamb- 
da. Xx-11; lineal [entera, 64-3; 
fraccionaria, 64-38], multiforme, 
64-1; oscilación, 78-2; positiva- 
mente homogénea, 67-3; primiti- 
va o potencial, 66-6 a, 88-1, 89-1, 
3; racional [entera, 64-3; fraccio- 
naria, 64-3]; salto, 78-2; supe- 
rior, 82-5; tensorial de rango 
cualquiera, derivación, 72-4 c; 
trascendente, 64-3, [de matrices, 
61-4 ¢]; vectorial [analítica, 72-5; 
continua, 72-1 a; derivada, 72-2 a, 
(expresión lineal, 72-2 a; parcia- 
les, 72-2 b; sucesivas, 72-2 a); di- 
ferenciable, 72-2 b; expresión li- 
neal, 72-1 a; incremento, 72-2 a; 
límite, 72-1 a; teorema de incre- 
mentos finitos, 72-Ej.9,10; uni- 
forme de escalar, 72-1 a; unifor- 
me de varios escalares, 72-1 b]; 
uniforme de varias variables in- 
dependientes, 64-1. 

Funcional, XXI-12; lineal, XVII-I C, 
[continua, 78-71. 

Funciones: dependientes, 68-3 a, 
[linealmente, 68-4]; implícitas, 
sistemas, 67-6 a, 68-2, [rama de 
una solución, 68-Ej. 4]: indepen- 
dientes, 68-3 a, (linealmente, 68- 
4]; superposición, 67-1 q. 
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GALILEO, 84-4. 

GAaNs, R.. XVIL-V 2. XXIII-V 3,5. 

GARCÍA DE GALDEANO, Z., p. XIIL 

GARNIER, R., 60-6, XVII-V 3. 

Gauss, K. F,, XIX, XVH-1Va,c,f, 
X1X-1, 72-7b, 76-1, 76-3b, 76-Ej. 
1,4,9. 77-1, 77-20,b,c.d. 77-3. 
17-65, 77-Ej,2,3.4,5, XX-IM-IV-V 7, 
8-6 a, xx1-12, 88-6, 92-1 b, co, 92- 
3, 92-Ej.6, 93-1c.d, XXIM-IV Cz. 
Vesp. 92-Ej,3.4,5; coeficientes, 
12-7 b; integral, 93-1 e: método 


nbreviado en sistemas lineales, : 


XVII-1Y e; método de Gauss-Doo- 
LITTLE, XVI-[V e; proyeccion de 
LAMBERT-GADSS. 77-5, 77-Ej 2.3, 
4,5; representación de GACSs- 
KRÜGER, 77-1, Xx-1V; teorema de 
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la divergencia, 92-1 b, [en el pla. 
no, 92-3]; teorema egregio, 76- 
Ej. 9. 

Generatriz rectilínea, 75-1; de cuå. 
drica, 62-6 a, 

Geodésica: curvatura, 76-5 a; línea, 
76-5 d; representación, 77-1; tor. 
sión, 76-Ej. 16, 

Geoide, XX-L 

Geometría, 61-7 d; afín, 61-7 d: co- 
rrespondiente a un grupo, 61-7 d; 
métrica euclídea, 61-7 d, 

GERMAIN, S., 76-3 b. 

TRONO, C., 74-Ej. 3; curva, 74-Ej. 


GIBBS, J. W., p. xv, 61-5 b. 63-2 e, 
XVII-v 1; multiplicación tensorial, 
63-2 e. 

GODEAUX, L., XVII-V 4, XIX-1I1 2, 

Gomes, R. L., XXI-1I1 3. 

GOODSTEIN, R, L., XVII-111 2, 

GOURSAT, E., p. XII, XXIM-111 1, XIX- 
11 2, 73-4, XX-v 1. 

Gradiente, 66-6 a, 72-4a, 91-6 as, 
92-1d, 92-4c, XxIM-1110; defini- 
ción tensorial como vector cova- 
riante, XXIII-III ¢; en coordenadas 
So mena; 92-4 c; fórmula, 92- 


Grado de homogeneidad, 67-3. 

Gráfica o huella de una curva o su- 
perficie, 72-9 b. 

GRAM, P., 60-5b, 60-7 a, XVII-11 a, 
68-Ej. 12; determinante, 60-5 b, 
60-7 a, XvII-11 4, 68-Ej. 12. 

GRASSMANN, H. G., p. XVIII, XVII-V 
1, xxm-Iv a, c; cálculo de GRASS- 
MANN - CARTAN, XXIII-IV Q. 

GRAUSTEIN, W., XVII-V 4, 

Gravedad, centro (ver Baricentro). 

GRAVES. L. M., xvii-11 1, 

Gravitación, ley, 63-2 b. 

GREEN. G., p. XVI, 88-6, XXIII-III; 
fórmulas [primera, XXIN-II &; se- 
gunda, XXIlI-11a; tercera, XXIII- 
1 be]. 

GRIMSHAW, M. E., XVII-V 3, 

Grupo: afín, 61-7c; de las rotacio- 
nes, 61-7b; de las traslaciones, 
61-7 e; de los movimientos, 61-7 c; 
euclídeo, 61-7 ce; homográfico, 61- 
7d; lineal, 61-7 a; ortogonal, 61- 
7b. 


j GULDAN, R., XVIL-IV q, d, h, XVII-V 8; 


método del sistema reducido, XVII- 
1V h. 

GULDIN, P., 84-6 b, 84-Ej. 12; teore- 
mas, 84-6 b. 

GUNTHER, N.. XX-II 1. 

GUYoU, E., XX-IL 
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i 


HADAMARD, J., p. XIII, 
HAGUE, B., XXIII-V 3. 
HAHN, H., XVIII- 3. 
HALMOs, P. R., XVII-V 3. 

HALPHEN, I., XIX-II 2. 

HAMBURGER, H., XVII-V 3. 

HAMILTON, W. R., p. XVIII, 63-2e, 
xvi1-V 1, 91-6 a; operador, 91-6 a, 

HARDY, G. H., 79-2 b; 86-Ej. 16. 

HARNACK, A., p. XVII, 80-9, 80-Ej. 
9, 87-2; integral de RIEMANN- 
HARNACK, 80-9, [generalización 
de DIRICHLET, 80- 9 al. 

HAUPT, G., XVIM-11 1. 

HAUSDORFF, F., XVIII-I b, XVIII-II 0, 
b, XVIII-III b. 

HAYFORD, J. F., 77-2 c, 77-5; elip- 
soide terre stre, 77-2 c, [radio 
ecuatorial, 77-2 c; semieje de ro- 
tación, 77-2 c]. 

Haz: alabeado de segundo orden, 
62-6 d,; de curvas, 74-1 a, [discri- 
minante (curva; ecuación), 74-1 
b1; de planos, 60-8c; de super- 
ficies, 74-3 a, [supefricie discri- 
minante, 74-3 al. 

HEAVISIDE, O., XVII-V 1. 

HEFFTER, L., XVII-v 4, 69-2. 

HEINE, E., 65-3, 83-1, 86-1 b, 86-2 a, 

Hélice: circular, 72-6 b, 73-1, 2,7, 
8.10 b, [paso, 72-6 b]; en una su- 
perficie cilíndrica, 73-Ej. 13. 

Helicoide recto, 75-Ej. 1; desarrolla- 
ble, 75-Ej. 10. 

HELMHOLZ, H. VON, XVIII Q. 

HERMITE, C., 69-Ej. 18, 84-1 a. 

Hessiano, 70-2; de forma cuadráti- 
ca n-aria, 70-6 c. 

Hidrodinámica, ecuaciones, 93-44. 

HILBERT, D., XVII-V 3, XVIII-I d, XVIII- 
111 4, XXI-II 1, XXIII-V 2. 

HILDEBRANDT, T. H., XXI-1 1. 

Hiperboloide (ver Cuádricas). 

Hiperplano, 60-8 b, 

Hipervolumen, 83-3, 

HLAVATY, V., XX-V 3, XX-V 8, 

Hosson, E. W., Xvim-111 1, 78-1, XxI- 
111, 87-2, XXI1-1, XXurv 6, Resp. 
68-E|j. 6. 

HOCHRAINER, A., XVII-V 5, XXII-V 7. 

Hoper, W. V. D., XIX-II 2, XXIN-IV C, 
XXIII-V 8. 

Homeomorfismo, XVIII-I e. 

Homogeneidad, factor, 67-Ej. 6. 

Horr, H., XVIN-II 4. 

HOTELLING, G. H., XVIL-IV g. 

HOUSEHOLDER, A. S., XVII-V 8. 


70-Ej. 25. 
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Huella, 72-9 b. 
HUMBERT, G., p. XIII. 


I 


Igualdad directa o inversa, 61-7 c. 

Imagen, 67-7, XVIIL-I e. 

Impropio: extremo, 70-1; punto, 62, 
la. 

Incrementos finitos, teorema, 66-2. 

Indicatriz: de flexión o de las tan 
gentes, 73-4; de TISSOT, XX-1; de 
torsión o de las binormales, 73-4, 

Índice mudo, XXIII-III @. 

Infinitésimo, 65-4, 73-9; principal, 
65-4, 73-9. 

INGNATOWSKY, W. V., XVII-y 1, 

Integrabilidad (St), condiciones, 
78-3. 

Integración: camino, 88-1a; de in- 
tegrales impropias paramétricas, 
86-4; de series, 85-1; por partes, 
79-1, [en integrales dobles, 88-6]; 
término a término, 85-1. 

Integral: convergente (absoluta- 
mente; condicionalmente), 80-8 a; 
curvilínea, 8 88, [cálculo, 88-3; 
completa, 88-4 a, 89-3; de diferen- 
cial exacta, 89- 2, 89-3 b; interpre- 
tación geométrica, 88-2]; de Rik- 
MANN-STIELTJES, $ 78; 78-1, 78- 
6, [generalizada, 781, 78-6; infe- 
rior, 78-1; propiedades, 78-4, 78- 
6; relación con la integral de 
RIEMANN: restringida, 78-1, 78-6; 
superior, 78-1]; de superficie, 90- 
2a, 90-2d, [completa, 90-2 d; so- 
bre superficie en forma (explíci- 
ta, 90-2b; paramétrica, 90-20); 
sobre superficie orientada cerra- 
da, 90-3, (completa, 90-3 c); so- 
bre una cara, 90-2 a]; doble, $ 82; 
82-1a, 82-3, [cálculo, 82-4; cam- 
bio de variables, 83-4; condicio- 
nes de integrabilidad (R), 82-3; 
inferior, 82-1 a; sobre área orien- 
tada, 88-5 ce; sumas inferior y su- 
perior, 82-1 a; superior, 82-1 a; 
volúmenes contenido, continente 
y (R), 82-1 a, 82-2, 83-3 dļ; fun- 
cional o paramétrica (ver Inte- 
gral: paramétrica); impropia 
(ver Integral: (R-C)), [paramé- 
trica, 86-3, (continuidad, integra- 
ción y derivación, 86-4); múlti- 
ple, 87-1a, (absolutamente con- 
vergente, 87-2)]; inferior, 78-1, 
[en integral doble, 82-1 a]; inte- 
rior, 82-4; múltiple, $ 83; 83-1, 
[cálculo, 83-1; cambio de varia- 
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bles, 83-5; generalización del con- 
cepto, 83-2; impropia, 87-14, 
(convergencia, 87-2; convergencia 
absoluta y condicional, 87-2; de- 
linición rectangular, 87-5); pro- 
picdades, 83-3]; paramétrica, 86- 

[impropia, 86-1, (continuidad, 
derivación e integración, 86-4; 


convergencia uniforme, 86-3);. 


propia, 86-1, (continuidad, deri- 
Vación e integración, 86-2)]; 
(R-C), $ 80, [con ambos extre- 
mos singulares, 80-3 a; con ex- 
tremo singular único, 80-1, (con- 
vergente, divergente, oscilante, 
80-1; propia, impropia, 80-1); 
con punto singular interior, 80-3 
b; convergente (absolutamente; 
condicionalmente). 80-8 a; crite- 
rios de convergencia (método de 
comparación, 80-6; de orden de 
infinitud o infinitesimal, 80-7; 
condicional, 80-8 c); generaliza- 
ción de HARNACK, 80-9; valor 
principal de CaucHyY. 80-4]; rei- 
terada, 82-4, 82-5, 83-1; superior. 
78-1, [en integral doble, 82-1 a]; 
triple, 83-1. 

Interior, 64-4 b, XVIII-I b. 

Intervalo cerrado: de dos dimensio- 
o 4-4 e: de n dimensiones, 83- 

lineal, XVIII-I e. 

a homográfico fundamen- 
tal, 6l-7 d; métricu fundamental, 
8l1-7 d, 

Invuriantes: de una cónima. 63-9 c¢:; 
de una cuádrica, 63-6, 63-9; de 
un tensor simétrico, 63-6 

Inversión, 67-7. 

Inverso, sistema de coordenadas, 
60-3. 

Involueión de tangentes conjugadas, 
76-5 a. 

Involuta: 
1b: 
3 L, 
a). 

Inogronal, 77-1. 

Meracion, método, XVII-IV g. 


de un haz de curvas, 74- 
de un haz de superficies, 74- 
(curva características, 74-3 


J 


JACoBrI, C. G. J., 66-1, 69-1, 69-3 a. 

Incobiano. 67-6 a, 

JACONBSON, N., XVII-V 3, 

JANET, M., XVII-V 3. 

JORDAN. C., p. XIII. 64-5. XVIII-I e, 
72-0 a. 72-9 c. 78-6, 82-2, 83-3. 87- 
2: areo simple, XVIIL-1e, 72-6 a; 
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F-arco simple, 72-9c; medida de 
PEANO-JORDAN, 83-3, 

JULIA, G., XX-V 3, 

JUVET, G., 60-6, XVII-V 2,5, 73-4, 


K 


Kac, M., XVII-NI 2, 

KAMPÉ DE FÉRIET, J., XVII-V 1. 

KANT, E., XVIn-14, 

KAPLAN, W., XVIMI-111 2, 

KAUFMANN, A., XVII-V 3, 5. 

KAUFMANN, N. (ver MERCATOR). 

KELLEY, J. L., XVIN-III 8, 

KeLLOGG, O. D., XXIII-V 3, 4. 

KELVIN, Lord, 91-Ej. 12, 13. 

KLEIN, F., 61-7 d, xvi-v 1. 

KNEsER, H., 72-9 c. 

KNOPP, K., XVIMI-111 1, XXI-11 2, 

KODAIRA, K., XXIII-IV C. 

KOEHLER, C., XVII-V 4. 

KOENIGS, G., XX-V 8. 

KOMMERELL, K., XVII-V 4. 

KÓNIG, R.. XX-V 7. 

KOWALEWSKI, G., p. XIII, 60-6. 

KRÜGER, 77-1, 77-5, XX-III, XX-IV, 
XX-V 7; representación de GAUSS- 
KRÜGER, 77-1, 77-5, XX-IV. 

KURATOWSKI, C., XVIII-II 0, b, XVIII- 
111 3. 


L 


LAGALLY, M., 60-6, xvīim-v 1. 

LAGRANGE, J. , P. XVI, 60-Ej. 24, 63-5 
a, 69-5, 70-6 b, 70-8, 12-5 a, 12-7 b, 
85-2, 86-2, 91-6 d, 93-2, Resp. 73- 
Ej. 16; ecuación para las frecuen- 
cias, 63- 5a; identidad, 60-Ej. 24; 
multiplicadores, 70-8; punto de 
vista molecular, 93-2; término 
complementario, 69-5, 72-5 a. 

LAINÉ, E., 60-6. 

LAMB, H., XXIII-V 5. 

LAMBERT, J. H., 77-1, 77-5, 77-Ej. 
2,3,4,5, XX-II, XX-IV, XX-V7; 
proyección de LAMBERT-GAUSS, 
77-5; representación, 77-1, 

LANE, E. P., XX-V 6. 

LAPLACE, P. S., XVII-1112, 69-Ej. 
10, XX-IIL, XXI- 11, 91- 6d, 91-Ej. 
8, 9, 10, 12, 13, 92-4 c, 93-1 b, 93- 
4b, 93- Ej. 19, Resp. 93- Ej. 19; 
ecuación diferencial, 93-1 b; ope- 
rador, 91-6 d, [en coordenadas, 
curvilíneas, 92-4 c]. 

Latitud: geográfica, 77-2b, [am- 
pliada, XX-11]; segunda coordena- 
da esférica, 84-2, 
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LEBESGUÐ, H., p. XVIIL, 72-9 c, d, 77-3, 
78-1, 78-3, 78-7, 82-2, 82-3, 82-b, 
XXI-1 1, XXLII 1,8, 85-1, 86-2 a. 

LEcAT, M., XVII-V 3. 

LEFSCHETZ, S., XVIII-III 4. 

LEGENDRE, A., p. XVIII, 93-Ej.16a 
25, XXIII-V 6; polinomios, 93-Ej. 


16 a 25. 
LBISNIZ, G. W., 69-3a, 78-1, 78-2, 


83-2, 86-2 a, 86-4; regla, 86-2, 
86-4. 

LEJEUNE-DIRICHLET, P. G. (ver 
DIRICHLET). 

LENSE, J., Per 6. 

LEVI, B., . XIII, XVIIL-III 1, 80-Ej. 7. 


Eav OIVETA, T., 63-2d,e, 
XXIII-V 5. 

Levógiro, 60-3. 

Ley natural y propiedad geométri- 
ca, 63-2 b. 

LICHNEROWICZ, A., XVII-V 3, 5, XXIII- 
v7,8. 

LICHTENSTEIN, L., 86-2 a. 

Límite: bajo el signo integral, 85-1; 
de función vectorial, 72-1a; do- 
ble o simultáneo [de sucesiones, 
81-1; funcional, 65-1; (infinito, 
65- 19]; en una dirección, 65-2; 
múltiple o simultáneo, 65- 2; suce- 
sivo o reiterado, [de sucesiones 
dobles, 81-1; funcional, 65-2]. 

LINDEMANN, F., XVII-V 4. 

Línea (ver Líneas); de acción de 
un vector axial, 60-1 a; de estric- 
ción, 75-5 a; recta en E,, 60-8, 

Lineal, aceleración, 73-8. 

Líneas: asintóticas, 76-5b; de cam- 
po, 91-2b; de corriente, 91-2 b; 
de curvatura, 76-5 c; de flujo, 
91-2 b; de fuerza, 91-2 b; geodé- 
sicas, AB: 5d; parabólicas, 71-5. 

LIPSCHITZ, R., condición, 68-Ej. 1. 

LLORENTE, F., teorema, 69-2. 

LOEDEL, E., XVII-V 5. 

Longitud: de un arco, 73-1; geográ- 
fica, 77-2b; (R), 82-2; tercera 
coordenada esférica, 84-2. 

LORD KELVIN (ver KELVIN). 

LORENTZ, H. A., 83-6 b. 

LORIA, G., XIX-II 2. 

LosADA Y PUGA, C. DE, P. XII. 

Loxodrómica, 77-Ej. 1. 


M 


Mc CONNELL, A. J:, XVII-V 5. 

Mc SHAN»B, E. J., 72-9 e; modifica- 
ción del concepto de F-equivalen- 
cia, 72-9 e. 

Mac DUFFEE, C. C., XVII-V 3. 

Mac LANE, S., XVII-V 3, 


XVII-V 5, 
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Mac LAURIN, C., 69-5, 69-6, 70-2 c, 
72-5 a, 80-6; fórmula, 69-5; cerite- 
rio, 80-6. 

Mac RoBERT, T. M., XXIIL-V 6. 

MANGoLDT, H. VON, p. XIIL, XVIII- 
m1. 

MARCOLONGO, R., XVII-V 1. 

Masa de un cuerpo, 84-1 a. 

Matrices conmutables, 61-Ej. 9, 63- 
Ej. 13. 

Matriz: antisimétrica o hemisimé- 
trica, 61-4 b; congruente de otra 
en el grupo ortogonal, 63-5 b; 
conmutable, 61-Ej.9, 63-Ej. 13; 
contragrediente, 61-Ej.12; cua- 
drada de orden n, 61-3a; de cla- 
se (m,n), 61-3a; de una trans- 
formación lineal, 61-2b; de un 
tensor, 63-1b; escalar, 61-Ej. 9; 
función de, 61-4c, [exponencial, 
61-4c]; hemisimétrica, 61-4 b; in- 
versa, 61- 3b, [a derecha, izquier- 
da, 61- Ej. 8]; invertible, 61-Ej. 8; 
nula, 61-4 b; orden, 61- 34; orto- 
gonal, 61- 7b; polinomio caracte- 
rístico, 63- Ej. 7; potencia de, 
61-4 c; producto, 61-3 a, [por un 
número, 61-4b]; simétrica, 61-4 
b; suma, 61-4 b, [directa, 62-5 a]; 
transformada por otra, 63-Ej. 11; 
traspuesta, 6l-4a; unidad, 61- 3 
b; vectorial, 61-4 d. 

Máximo: (ver Extremo); absoluto, 
70-1 a; amplio, 70-1a; de una 
función en un punto, 82-5; es- 
tricto, 70-1a; impropio, propio, 
70-1 a; relatitvo, 70-1 a. 

Medida de PEANO- JORDAN, 83-3. 

MENGER, K., XVIII-III 2, XX-V 4, 

MÉRAY, CH., p. XIII. 

MERCATOR, N. (= NICOLAUS KAUF- 
MANN), p. XVIIL, 77-1, 77-4 b; re- 
presentación, 77-1, 71- 4b. 

Meridiana de una superficie de re- 
volución, 72-7 b. 

Meridiano principal (en proyección 
LAMBERT-GAUSS), 77-5. 

Método: de aproximaciones sucesi- 
vas, XVII-IV g; de las A, 62-1 b. 
MEUSNIER, J. B. M., p. XVIL 76-4, 
76-5 a, 717-2 b, Resp. 76-Ej. 5; fór- 

mula y teorema, 76-4. 

MILNE-THOMSON, L. M., XXIII-V 5. 

Mínimo: (ver Extremo); absoluto, 
70-1a; amplio, 70-1a; de una 
función en un punto, 82- 5; estric- 
to, 70-1 a; impropio, propio, 70-1 
a; relativo, 70-1 a. 

MINKOWSKI, H., XVII1-1 0. 

Mıses, R. VON, XVII-IV y; 
XVII-IV g. 


método, 
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Modelo o preimagen de un punto, 
67-7. i 

Módulo: de periodicidad, 89-2; de 
un vector, 60-1 a,- XVII-II b; en un 
espacio propiamente euclideo, 
XVIIL-II b. 

MOEBIUS, A. F., 90-1; banda o cin- 
ta, 90-1. 

Momento: de inercia [axial, 84-7; 
de un anillo circular, 84-7; de un 
rectángulo, 84-7; plano, 84-7; po- 
lar, 84-7]; de orden n de un tra- 
pezoide, 86-2; de un potencial de 
doble capa, XXIII-1; estático res- 
pecto de un [plano, 84-5; punto, 
60-Ej. 84-5]. 

Momentos de primero y segundo or- 
den, 88-5 d. 

MANGE, G., 72-8. 

MONTEIRO DE CAMARGO, J. O., XVII- 
v2, XXIII-V 3. 

MoraND, M., XxVvIl-y 3. 

MoRsE, P. M., XXIII-V 8. 

Movimiento uniforme, 73-8. 

Multiplicación: escalar, 60-5; vecto- 
vial, 60-6. 

Multiplicadores de LAGRANGE, 70-8. 


N 


NACHBIN, L., XVIII-ITI 3. 

NARAYAN, S., XVII-V 2. 

Nriss, F., XVII-V 3. 

NEUMANN, C., XXIII-II b:; segundo 
nroblema de contorno, XXIII-II bz. 

NEWTON, I., 71-4 b3, 93-4 a. 

NIEWENGLOWSKI, N., XVII-V 4. 

NÖBELING, G., XVIII-III 3. 

NOETHER, M., XIX-II 2. 

Norma: de una partición, 78-1, 82- 
1b, [de una superficie, 90-2 a]; 
de un vector, 60-5, XVII-II @. 

Normal: a una superficie [recta, 
66-5 a; versor, 72-7b]; plano, 78- 
3, [ccuación cartesiana, 73-7]; 
principal [ecuación cartesiana, 
73-7; recta, 73-3; vector, 73-7]. 

Normalia, 76-5 c. 


Normalizada de una función de va- 
rincion acotada, 78-6 c. 
Número, 64-4. 


Números derivonormados, 72-Ej. 6. 
O 


OLLENDORKE, F., XVII-V 2. 
Operador: lineal, 63-2a; nabla, 91- 
0d. 
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Operadores diferenciales en coorde- 
nadas curvilíneas, ,92-4., 

Orden: de conexión [de un recinto, 
64-5, XVIII-1 c; dẹ la frontera de 
un recinto, 64-Ej. 15]; de m, 69-6. 

Orientabilidad de superficies, 90-1. 

Orientación: de un arco simple, 
XVIII-1e; de una superficie, 90-1. 

ORTIZ, R., XvIr-v 5, 

OrTIZ, R. M., XvIr-y 4. 

Ortogonalidad en En, XVII-II ds. 

Ortonormal, sistema de coordena- 
das, 60-5. 

OSTROGRADSKI, M. V., 92-1c, 92-3, 
92-Ej. 6, XXIMT-IV C.; fórmula de 
GAUSS-OSTROGRADSKI, 92-1 cz. 

OSTROWSKI, A., XVII-III 1. 


P 


PAPPO, 84-6 b. 

Parábolas focales, Resp. 62-Ej. 25. 

Paraboloide (ver Cuádricas), 62-3 
b; degenerado, 62-5 Ca, 64-3; elíp- 
tipo, 64-3; hiperbólico, 62-6 da, 
64-83; osculador, 76-2 a. 

Paraboloides confocales, 62-Ej. 25. 

Paralelismo de elementos lineales: 
heterogéneos, 60-83 d; homogéneos, 
60-8 d. 

Parámetro, 60-8; de distribución de 
una generatriz, 75-6; intrínseco o 
abscisa curvilínea, 73-1, 

Parámetros directores: de una di- 
rección, 60-5; de un plano. 60-8 b. 

Partícula equivalente, 93-Ej. 1. 

PASCALI, J., XVN-V 4. 

PASTORI, M., xvu-v 5, 

Pauc, C., XVIII-III 1. XX-V 4. 

PEANO, G., 68-4, 83-3 d. 

PEDOE, D., XIX-II 2, 

Pendiente en una dirección, 66-5 b. 

PERLIS, $., XvH-v 3. 

Permutación de extremos en inte- 
grales, 78-4 b. 

Perpendicularidad de elementos li- 
neales: heterogéneos, 60-8 d; ho- 
mogéneos, 60-8 d. 

PERRON, O., 78-7, XXI-II 1. 

PFAFF, J. F., XX-V. 

Pfaffiano, XXIII-IV O, 

PHILLIPS, H. B., XVI1-V2, XXIII-V 3, 


4. 

Pi CALLEJA, P., XVIL-V 2, XX-V7. 

PICKERT, G., XVII-V 38. 

PICONE, M., p. XIII, XVU-IV g, XXI-II 
l; teorema de PICONE-CESARI 
XVII-IV g. 

Plano: central, 75-6; cosenos direc- 
tores, 60-8 b; diametral] conjuga- 
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do con una dirección, 62-Ej. 6; 
distancia a un punto, 60-8 b; 
ecuación [general, 60-8 ba; hessia- 
na o normal, 60-8 bz; ortogonal, 
60-8 b; paramétrica vectorial, 60- 
8 a; segmentaria, 60-8 bs]; ecua- 
ciones paramétricas, 60-8; en En, 
60-8; haz, 60-8 c; impropio, 61-7 
d, 62-1a; osculador, 73-2, [ecua- 
ción (cartesiana, 73-2, 73-7; orto- 
gonal, 73-7; paramétrica, 73-2); 
estacionario, 73-7; sobre-oscula- 
dor, ecuación cartesiana, 73-2]; 
parámetros directores, 60-8 b; 
polar, 62-Ej.5; por tres puntos, 
60-8 bs; rectificante (ecuación 
cartesiana y ortogonal), 73-7; 
tangente, 66-5 a, 72-7 b, [ecuación 
cartesiana, 72-7 b; implícita e in- 
cremental, 67-5c; ortogonal, 72- 
7b; vectorial, 72-7 b]. 

Planos: directores de un paraboloi- 
de hiperbólico, 62-6 dz; principa- 
les de un paraboloide, 62-3 b; ver- 
ticales, 64-2. 

PLANS FREYRE, J. M., XVII-v 5. 

Podaria, 74-Ej. 8. 

POINCARÉ, H., XVIII-I e. 

Poisson, S. D., p. XvIn, 87-3, 87-4, 
93-1 d; ecuación, 93-1 ; integral, 
87-3. 

Polinomio característico, 63-5 a. 

Polo de un plano respecto de una 
cuádrica, 62-Ej. 5. 

PomeEy, J. B., xvrt-v1. 

PONTRJAGIN, L. S., XVIII-II 4. 

Potencial: de doble capa, XXI11-1, 
[momento, XXIt1-1]; de simple ca- 
pa, 93-1 a; de un campo conser- 
vativo, 91-4 b; log'arítmico, 93-Ej. 
3, [interpretación newtoniana, 93- 
Ej. 31. 

Potencias de una matriz, 61-4c. 

Preimagen, 67-7, XVvI1-I e. 

Presión: hidrodinámica, 93-3 a; hi- 
drostática, 93-3 a; interior, 93-3. 
PRINGSHEIM, A., 79-2b, 81-1, 81-2, 
81-3, 81-4, 81-5; teorema, 81-1. 
Problema: de contorno, XXII-11; 
florentino, 84-4; hidrodinámico, 

93-4 c, 

Producto: de transformaciones, 61- 
3a; de un tensor por [un núme- 
ro, 63-2 a; un vector, 63-2 a, 91- 
6 c2]; de un vector por un núme- 
ro real, 60-1b; producto escalar 
o interno, 60-5, [en un espacio 
vectorial euclídeo, xvII-11 a, (for- 
ma bilineal, xv11-11 a; métrica in- 
troducida, XvH-11a)]; exterior, 
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XXIII-IV a, [de formas diferencia- 
les en E,, XXII-IV c1]; mixto, 60- 
7; tensorial, XXIIL-IIIbs [de vec- 
tores, 63-2 e; de un gradiente por 
un vector, 91-6 c.]; vectorial o 
externo, 60-6, 63-2 e, [de un ten- 
sor por un vector, 91-6c, (índice 
de símbolos, p. 587). 

Productos reiterados, 60-7. 

Propiedad correlativa o dual, 60-8 c. 

Proyección: azimutal, 77-1; cilín- 
drica, 77-1, [transversa de LAM- 
BERT-GAUSS, 77-5]; cónica, 77-1; 
de un vector sobre un eje, 60-3; 
estereográfica polar, 77-4 c; sobre 
el eje x, 61-2 b. 

Proximidad, XVIII-I &. 

PUISEUX, V. A., XIX-II 2. 

Punto: aislado, 64-4b; central de 
una generatriz, 75-54; cónico, 
66-5; crítico o extremante, 70-1 c, 
70-6 a; de acumulación, 64-4 b; 
de aplicación de un vector fijo, 
60-1 a; de contorno, 64-4b; de en- 
silladura, 70-2b; de inflexión, 
71-Ej.5; de un espacio [puntual 
afín, Xvn-111 a; topológico, XVIIL- 
1h]; de universo, XviIli-1 0; elíp- 
tico, 70-2 a, 71-4 b, 71-5; exterior, 
64-4 b; extremante o crítico, 70-1 
c, 70-6 a; focal, 74-3 b; frontera, 
64-4 b, [accesible, 64-5; inaccesi- 
ble, 64-5]; hiperbólico, 70-2 b, 71- 
4b, 71-5; impropio, 62-1a; inte- 
rior, 64-4b; ordinario o regular 
[de una curva, 67-4 b, 70-3, 72-6 
b; de una superficie, 67-5 ce, 72- 
7b]; parabólico, 70-2 e, 71-4 b, 
71-5; simple de una curva, 70-3; 
singular, [de una curva, 67-4 b, 
71-4, (acnodal, 71-4b; aislado, 
71-4 b; anguloso, 71-4 dz; cruno- 
dal, 70-2b, 71-4b; cuspidal, 71- 
4b; de detención, 71-4 dı; de re- 
troceso de 1% ó 22 especie, 71-4 ba; 
doble, 71-4 a, {con tangentes coin- 
cidentes, 71-4 bsp; múltiple, 70-4, 
72-6 a, {de orden n, 71-4a)); de 
una integral, 80-1; de una super- 
ficie, 67-5 c, 72-7 b]. 

Puntos: distintos infinitamente pró- 
ximos, 73-2; focales de una en- 
volvente, 74-3 b. 

PUPKE, H., XVII-V 3. 


R 


Radiación paralela, 74-Ej. 12. 
Radio: de curvatura [de flexión, 
73-4, 73-7; de torsión, 73-4, 73-7]; 
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de giro, 84-7; primera coordena- 
da esférica, 84-2, 

Radios principales de curvatura, 
763 a, 

Rama, 68-Ej. 4. 

RANDOLPH, J. F., XVIII-III 2. 

Rango de m, 69-6. 

Razón de puntos alineados [doble, 
62-Ej. 2; simple, 62-Ej. 1]. 

Recinto, 64-5; cerrado, 64-5; con- 
torno, 64-5; corte, 64-5; frontera, 
64-5; múltiplemente conexo, 64-5; 


orden de conexión, 64-5, 64-Ej. |! 


15, XVIII-I c; simplemente conexo, 
64-5, XVIII-I c. 

Recta: ecuación [forma general, 60- 
8 &; formas direccionales, 60-8 c1; 
hessiana o normal, 60-8 b.: para- 
métricas, 60-8 a, (normalizadas, 
60-3 a; parámetros de sus pun- 
tos, 60-8 a); reducidas, 60-8 cas; 
vectorial (ortogonal, 60-8 b; pa- 
ramétrica, 60-8 4)]; polar, 73-10; 
por dos puntos, ecuaciones, 60-8 
c; por un punto, ecuaciones, 60- 
Re; proyección desde un punto, 
60-R ¢; singular en un extremo, 
70-2 e; tangentes, ecuación implí- 
cita, 67-4h, 5c, 

Red decimal, 82-2. 

Region, 4-5; cerrada, 64-5. 

REIDEMEISTER, K., XV1IN-10 4, 

Relatividad, 83-6. 

Representación. xvim-1e: afiláctica, 
77-1; autálica o equivalente, 77- 
1; azimutal. 77-1; cilíndrica, 77- 
4a; conforme o isogonal, 77-1, 
Xx-11. [plana, 77-3]: cónica, 77-1; 
explicita, 72-7 a; geodésica, 77-1; 
geográfica, 77-1; topográfica, 
7-1, 

Representaciones: F-equivalentes, 
T2-) e, [positivamente, 72-9 el; 
topológicamente similares, 72-9 c. 

Rey PasTOR, J., 60-8 a. XVII-V 4,5, 
xvin- 1, 70-2 c, XIX-I 2, XXIII-V 
1. 

Reyn, TH., XVn-v 4, 

Ritam. G. DE, XXIN-IV c. 


RIBAUCOUR, A., 76-50. 76-Ej. 16; 
triedro de  DARBOUX-RIBAUCOUR, 
TGba, 76-Ej 16. 


Ricc G.. 63-2 e, KX-V 4. 

RIEMANN, Go OF B.. p.XVIl. XVii, 63- 
20, XVII-10, XIX-11 2. XX-111, XX-V 
bh, 78-1, 78-2, 78-3, Te-6 u, 79-10, 
RO 1. RO-9, 81-5, 82-1 a. 32-3. 82-5, 


RIO, Xx1-11 1,3, 85-1, Bs-1. 38-6, 
02 4. XXID-IV bh, XXI11-V 7: espacio 
eurvo, NX ò, fórmula, 356, 92-3, 
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RIESZ, F., 78-7. 

Ríos, S., 78-7. 

RODRIGUES, O., 76-Ej. 20, 21; fórmu- 
la, 76-Ej. 20. 

RoGosINSskI, W. W., XXI-1 3. 

ROLLE, M,, 68-1, 73-100, 74-1 b. 

ROLLET, A. P., XVIHII-111 4, ` 

Rotación, 61-2b, 61-7b, XxvH1-1 a; 
instantánea del triedro intrínseco, 
73-6. 

RoTH, L., xIX-11 2. 

Rotor, 91-5, 91-6 as, XXIII-III d; en 
coordenadas curvilíneas, 92-4 d; 
fórmula, 92-1 d. 

Rouse BALL, W. W., XVIII-III 4. 

RoY, M., XXIN-V 5, 

RozET, O., XVIL-V 4. 

RUNGE, C.. Xvn-v 1. 

RUTHERFORD, D. E., XXITI-V 3, 5. 


S 


SAGASTUME BERRA, A. E., XVII-III 1L, 

SAKS, S., 67-1 a. 

SALMÓN, G., XVII-V 4. 

SANTALÓ, L. A., 60-3 a. XVI-V 4. 

Saturación de índices, 63-2 d. 

SAUER, R., XX-V 8. 

SCHEEFFER. L., p. XVI, XIX-1I 1, 

SCHLEGEMILCH, W,, XXIT-V 3. 

SCHLÓMILCH, O., 69-5; término com- 
plementario, 69-5. 

SCHMIDT, E., XV11-11 ec; ortonormali- 
zación, XV11- Cc. 

ScHMIDT, H., XVII-V 2, XXII-V 3. 

SCHÓNFLIESS, A.. XVII-V 4, 

SCHOUTEN, J. A., XVII-Vv 5. XX-V 4. 

SCHREIER, O., XVII-V 3, 

SCHUBERT, H., XX-V 5. 

SCHWARZ, H. A., p. XVH. 60-Ej. 25, 
XVII-II b, XVII-I1) b, Xvii-1d, 69-2, 
72-3 b, 84-4, XXI-I; desigualdad de 
CAUCHY-SCHWARZ. 60-Ej. 25. XVII- 
0d, xvn-n1b, XVIII-I d; ejemplo, 
XXI-I q. 

SCHWERDTFEGER, H.. XVII-V 3. 

Secciones: paralelas de una cuádri- 
ca. 62-4d; principales de una su- 
perficie, 76-3 a. 

Segmento orientado, 60-4. 

SEGRE, B., XIX-II 2, 

Segundo teorema del valor medio, 
79-2; «interpretación gráfica, 79- 
2b. 

SEIDEL, P. L.. XVIL-IV g, h, XVIL-V 8; 
método, XVI-I¥ g. 

SEIFERT. H.. xvim-In 4, XX11-V 2, 

Semi-tensor. 83-2 e. 

SEMPLE. J G., XIX-N 2, 
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Seno, teorema, 60-Ej. 28. 

Sentido de un vector, 60-1 a. 

Separación de un conjunto, XVIII-I c. 

Series, derivación, 85-2. 

Series biláteras, valor principal, 80- 
4. 

Series dobles: absolutamente con- 
vergentes, 81-2 a, 8l-4; conver- 
gentes, 81-2 a; de términos [posi- 
tivos, 81-3; reales o complejos, 
81-5]; divergente, 81-2 a; oscilan- 
te, 81-2a; serie [diagonal, 81-2 
bı; por cuadrados, 81-2 h,; por 
triángulos, 81-2 bı; principal, 81- 
2 b:]; suma, 81-2 a, [parcial, 81- 
2a; por columnas, 81-2 ba; por 
filas, 81-2 b:]; término general, 
81-2 a. 

Series múltiples, 81-2 c. 

SERRET, J. A., 73-5; fórmulas de 
FRÉNET-SERRET, 73-5. 

SEVERI, F., p. XII, XVMI-III 1, 70-1, 
XX-V 1. 

SIERPINSKI, W., XVIM-111 3, 

Sinistrorsum, 60-3, 73-3. 

Sistema normal, XIX-I. 

Sistemas: de ecuaciones lineales, 
XVIT-1V; de funciones implícitas, 
67-6. 

SLEBODZINSKI, W.. XXIM-V 8. 

SMITH, T. L., XXIII-V 4. 

SOKOLNIKOFF, I. S., XVII-V 5. 

SPAIN. B., XXIII-V 7. 

SPERNER, E., XVII-V 3. 

STAUDT, CH. VON, XVII-V 4, 

STEENROD, N.. XVII-II 4. 

STEINER. J.. 84-7. 

STERNBERG, W. J., XXIII-V 4, 

STIELTJES. T. J., p. xvu. 78-1, 2. 3, 
4,5, 79-1 b, 79-2 b. 79-Ej.3, XXI- 
u 1. 88-1 b. 88-Ej. 13. 

STOÍLOW, $., 90-1, 

STOKES. G. G., 88-6. 92-3, 92-4 d, 
XXIIL-IV b, C2. XXII-v8, Resp. 92- 
Ej.8: fórmula en E,, XXHnli-1v db, 
Ca; teorema, 92-83. 

STALL, R. R., XvVII-V 3. 

STOLZ, O.. p. XVIL 86-4, XIX-II 1, 81- 
1. 81-2, 82-5; criterio, 81-1. 

STRUTK. D. J.. XVIL-V 4, XX-V 3, 4. 

STURM. C., XIX-11 1. 

Subespacios vectoriales, 61-5 b, XVII- 
14:; ortogonales, 60-8b; suple- 
mentarios, XVII-I bs. 

Subfamilia de una familia de cur- 
vas, 74-1 q. 

Sucesión indefinida doble. 81-1; con- 
vergente, 81-1; discrepante, inde- 
terminada u oscilante, 81-1; di- 
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vergente, 81-1; límite [doble, 81- 
1; sucesivo, 81-1]. 

Sucesiones monótonas contiguas, 64, 
4c. 

Sucesos, 83-6 b. 

Suma de: matrices, 61-4b; tenso- 
res, 63-2a; un vector a un pun- 
to, 60-1 d; vectores, 60-1 c. 

Superficie (ver: Cuádricas; Plano: 
tangente; Proyección; Represen- 
tación): alabeada, área, 84-4; bi- 
lateral, 90-1, [caras, 90-1]; canal, 
743 a, 74-Ej.17, [eje, 74-3 a]; 
caras, 90-1; cilíndrica, 75-3; cur- 
vatura, 76-2 a, [media y total, 76- 
3b, 76-Ej.8]; de área mínima, 
76-3 b; definición axiomática, XXI- 
Ib; de ondas, 74-Ej. 22; de revo- 
lución, 72-7b; direcciones princi- 
pales, 76-2 b; en Es, 72-7 a, [ecua- 
ciones paramétricas, 72-7 a; re- 
presentación vectorial, 72-74]; 
esférica, 76-Ej. 3; F-superficie de 
tipo rectangular, 72-9 c; forma 
implícita, 72-7 a; formas funda- 
mentales, [primera, 76-1; segun- 
da, 76-2a]; líneas [asintóticas, 
76-4, 76-5 b; coordenadas, 72-7 b; 
de curvatura, 76-5c; geodésicas, 
76-5d]; normal, 66-5 a, 72-7 b; 
orientable, 90-1; orientada, 90-1, 
[caras, 90-1]; paraboloide oscu- 
lador, 76-2 a; polar, 75-4 d; punto 
[cíclico o umbílico, 76-3a; elíp- 
tico, 76-3; hiperbólico, 76-3; pa- 
rabólico, 76-3]; radios principa- 
les de curvatura, 76-3; rectifi- 
cante, 75-4 e; reglada, 75-1, [ala- 
beada, 75-2; de plano director, 
75-Ej. 11; línea de estricción, 75- 
54, 75-Ej. 12; desarrollable, 74-5, 
75-2, (clasificación, 75-3); pará- 
metro de distribución, 75-6; plano 
central, 75-5 a, 75-6; plano tan- 
gente, 75-2, (ecuación: cartesia- 
na, 75-2; normal, 75-2)]; repre- 
sentativa de una función, 64-2; 
secciones principales, 76-3; según 
FRÉCHET, 72-9; tangencial, 74-5, 
75-3; tangentes [asintóticas, 76- 
5a; conjugadas 76-5 a; principa- 
les, 76-5 a]; tensor de curvatura, 
76-3 b; topológica, 90-1; unifor- 
me, 65-3 a, 72-7 a. 

Superficies: aplicables o isométri- 
cas, 77-3; de nivel de una fun- 
ción, 64-2 b: equipotenciales, 91-4 
b; isométricas, 77-3; paralelas, 
74-3 b. 

Superposición de funciones, 67-1 a. 
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SYLVESTER, J. J., 63-7 c; ley de iner- 
cia, 63-7 c. 
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Tacnodo, 71-4 b. 

TAIT, P. G., xvi-v 1, 91-Ej. 12. 

Tangente, 72-6 b; definiciones car- 
tisiana y newtoniana, 71-3; ecua- 
ción [cartesiana, 73-7; implícita, 
67-4 b; incremental, 67-4 b; para- 
métrica vectorial, 73-7]; estacio- 
naria, 73-9; vector, 78-1. 

Tangentes: asintóticas, 76-5 a; con- 
jugadas, 76-5 a; principales, 71-6 
a, 76-5 a, 

TAYLOR, B., p. XVI, 66-2, 69-1, 5, 6, 
70-2,6, 71-1,3,4,5,6b, 72-b,6, 
72-Ej.17, 73-2,4,9, 76-2, XX-IV: 
fórmula, 69-5, [aplicaciones geo- 
métricas, $ 71; de una función 
vectorial, 72-5 a; en varias varia- 
bles, 69-6; para funciones vecto- 
riales de varios parámetros, 72- 
5 b; término complementario, 69- 
5, (de CAUCHY, 69-656; de LAGRAN- 
GE, 69-5; de SCHLÖMILCH, 69-5; 
integral, 69-5) ]. 

TAYLOR, J. H., XVII-V 2. 

TEIXEIRA, F. G., XIX-II 2. 

Tensiones elásticas, 63-1 c. 

Tensor: afinor, 63-2 e; antisimétri- 
co O hemisimétrico, 63-1 c, 63-2 a; 
autovalor o valor propio, 63-5 a; 
autovector o vector propio, 63-5 
a; como matriz, 63-1 b; como ope- 
rador lineal, 63-2a; completa- 
mente antisimétrico, XXIIL-IV C1; 
componente normal, 63-3 b; con- 
tracción, 63-2 d; coordenadas 63- 
1b, [principales, 63-1 b, 63-3 b]; 
cuádrica, 63-4; de curvatura, 76- 
83b; de inercia, 63-2 e; de rango 
os o escalar, 63-2 f; dos, 63-1 
2; tres, 63-2 f; uno, 63-2 f]; de- 
rivado de una función vectorial 
de punto, 72-4b; dirección pro- 
pia, 63-5a; doble, 63-1b, [vec- 
tor divergencia, XXIII-III a4]; 
«ecuación secular, 63-5 a; elipsoi- 
de, 63-4; en coordenadas curvilí- 
ueas, XXIII-II b; forma bilineal, 
03 Ya; fundamental correspon- 
diente a la primera forma fun- 
damental, XXIn-I11 ba; hemisimé- 
trico, 83-1 c, 63-2a; invariantes 
lineal, cuadrático y cúbico, 63-6; 
nulo, 63-2b; polinomio caracte- 
ríntaco, 63-6 a; producto por [un 
húmero real, 63-2a; un vector, 
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63-24]; r-diferencial, XXIII-IV ¢; 
saturación de indices, A3-2 d; se- 
mitensor. 63-2 cc: significado físi- 
co, 63-1 e; simetrico, 683-1 c, 63-2 a, 
63-3 h; subespacios propios, 63-5 
b; superficie directriz, 63-4; uni- 
dad, 63-2; valor [en una direc- 
ción, 63-3 b, propio, 63-5 a]; vec- 
tor [correspondiente a una direc- 
ción, 63-1 b. propio. 63-5 a]; Ver- 
did (rejuvenecimiento), 63- 
2d. 


Tensores: conjugados, 63-2€e; 
ma, 63-2 a. 

Tensorial, multiplicación, de GIBBS, 
63-2 e. 

TERRACINI, A., XKVIL-IV €, XVII-V 4, 

TERRADAS, E., XVII-V 5, 

Tetraedro, volumen, 60-8 b. 

THOMAE, J. K.. 66-4, 82-5. 

THOMas, G. B.. XVII-III 2. 

THOMAS, J. M., XXIII-V 8. 

THOMAS, P. D,, XX-v 7. 
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THRELFALL, W., XVIII-III 4, XXIII-V 2. 
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se indicatriz, XX-1 

TODD, J. A., XVII-V 4. 

Topologización, XVIII-I b. 
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TORROJA, E., XVII-V 4, 

Torsión: geodésica, 76-Ej.16; sig- 
no, 73-4, 

Trabajo, 60-5 f, 91-4a. 

Transformación: continua, XVIII €; 
de integrales en series, 80-5; di- 
recta, 67-7; idéntica, 61-3 b; in- 
versa, 67-7; lineal, $61, [afín, 
61,7 c, 67-7; biunívoca, 61-5 as, 
61-6; degenerada, 61-5 a; deter- 
minante o módulo; 61-3 b, (signi- 
ficado geométrico, 61-6 b); direc- 
ta e inversa de sistemas ortogo- 
nales de coordenadas, fórmulas, 
XXIII-III œ; directa e inversa de 
un sistema de coordenadas obli- 
cuas en otro, XXIII-III bı; interpre- 
taciones alias y alibi, 61-2 a; in- 
versa, 61-3b; ortogonal, 61-7 db, 
(unimodular, 61-7 b); primitiva, 
6l-6b; producto, 61-3 a; regular, 
61-5 a, 61-6; singular, 61-5 a; vec- 
torial, 61-2 b]; por radios vecto- 
res recíprocos, 67-7, (en el espa- 
cio, 67-Ej. 23); puntual, 67-7; to- 
pológica, XVIM-1 e; unívoca, apli- 
cación o representación, XVIII-I €, 
[continua, XVItl-1 e], 
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Transformaciones continuas, equi- 
valencia, 72-9 c. 

Traslación de un punto, 60-1 d. 

Trayectoria, 91-2 b. 

Triángulo: área, 60-6 e; topológico, 
90-1, [cadena, 90-1; ciclo, 90-1; 
lados, 90-1; vértices, 90-1]. 

TRICOMI, F., XVIII-III 2, 

Triedro : francés, 60-3; inglés, 60-3; 
principal o intrínseco, 73-3, [ex- 
presión explícita de sus elemen- 
tos, 73-7; superficies regladas en- 
gendradas por sus elementos, 75- 
4, (polar, 75-4 d; rectificante, 75- 
4e)]. 

Trigonometría: esférica, [teorema 
del coseno, 60-Ej. 11, 61-Ej. 3, 93- 
Ej.16; teorema del seno, 60-Ej. 
28]; plana, teorema del coseno, 
60-Ej. 8. 

Tubo: de fuerzas, 91-3; de vecto- 
res, 91-3. 
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112, 73-4, XX-v1, XXIII-Vy 1, 

VALLÉE POUSSIN, CH. J. DB LA, 
P. XII, XVIII-III 1, XIX-II 2, 73-4, 
XX-V 1, 79-2 b, 86-3, 4, XXIII-V 1. 

Valor: medio, teorema, 66-2, 78-4 a, 
79-2; propio, 63-5 a, 

Variable: dependiente, 64-1; inde- 
pendiente, 64-1; discriminación, 
67-8. 

Variables directrices, 62-Ej. 9. 

Variedad: F-variedad, 72-9c; li- 
neal, 60-8, XVII-I q, [de dos di- 
mensiones, 60-8 a; de una dimen- 
sión, 60-8 al; triangulable, 90-1. 


VEBLEN, O., XVIL-V 4, 5. 
Vector: aceleración, 73-8, [tangen- 
cial, 73-8; normal o centrípeta, 


73-8]; aplicación, 60-1 a; axial o 
deslizante, 60-1 a; binormal, 78-7; 
cero, 60-1 a; componentes, 60-3 b, 
63-1 a, xvi-1a, [contravariantes, 
60-Ej. 18, Xx111-111 b3; covariantes, 
60-Ej. 18, XXIII-III ba]; coordena- 
das, 60-3, [vectoriales, 60-Ej. 35]; 
cuadrado escalar 60-5 c; de DAR- 
BOUX, 73-6; de posición, XVII-III 
a; de un espacio puntual afín, 
XVI1-111 4; deslizante, 60-1 a; dife- 
rencia de puntos, 60-1 d; diferen- 
cial, 72-2 a, 91-1 a, [en una direc- 
ción de función vectorial, 72-4 b; 
total, 72-2 b]; elementos, 60-1 a, 
[dirección, 60-1 a; extremo, 60-1 
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a; módulo, 60-1a; origen, 60-1 a; 
sentido, 60-1 a]; en E,, XVIII 02; 
expresión lineal o en coordenadas, 
60-3; fijo, 60-1a; función esca- 
lar de la dirección, 63-1 a; gra- 
diente, 66-6 a; incremento, 72-4 
b; libre, 60-1 a; línea de acción, 
60-1a; momento, 60-6 f, 60-Ej. 
33; norma, 60-5 c; normal, 60-1 b; 
opuesto, 60-1d; parámetros di- 
rectores, 60-5 d; producto. por un 
número real, 60-1 b; propio de un 
tensor, 63- Ba; proyección, compo- 
nente o valor sobre un eje, 60-4, 
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a; solenoidal, 91-6 c, 92-1 c, 92-3; 
tangencial, 72. 6b; tangente, 73- 1, 
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